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PRÉFACE. 

J  j  E  S  coiinoiïïanccs  que  nous  avons  exporétes 
dans  les  deux  volumes  précédents ,  fervent  de 
bafe  à  toutes  les  parties  des  Mathématiques;  ôc 
la  méthode  que  nous  avons  fuivie  pour  les  pré- 
fenter  ,  peut  fetvir  à  pafier  à  des  vérités  plus 
compofées.  Mais  en  réfléchiflant  fur  cette  métho- 
de,  on  a  pu  remarquer  que  le  nombre  des  pro- 
fofKions  qu'on  elî  obligé  de  fe  rappeller  pour 
intelligence  d'une  propofition  nouvelle ,  s'ac- 
croitàmefure  que  celle-ci  s'éloigne  de  l'origine 
de  la  chaîne  qui  les  lie  les  unes  aux  autres. 

Cette  manière  de  procéder  à  la  démonftra- 
tion  ou  à  la  recherche  des  vérités  mathéma- 
tiques, ett  fans  doute  lumineufe  ;  mais  elle  de- 
vient de  plus  en  plus  pénible  à  raefurtf  que  ces 
vérités  s'éloignent  davantage  des  connoiffances 
primitives:  elle  a  d'ailleurs  l'inconvénient  d'exi- 
ger de  lapart  de  l'cfprit ,  de  nouvelles  reflburces  , 
de  nouveaux  expédients,  à  mefure  qu'on  pafTe  à 
de  nouveaux  objets. 

Cependant,  quelque  différents  que  foient  les 
obiets  des  recherches  Mathématiques  ,  les  rai- 
fonnements  &  les  opérations  qu'ils  exigent,  ont 
des  parties  communes  qu'on  peut  ramener  à  des 
règles  générales,  à  l'aide  defquelles  on  peut  fou- 
lager  l'cfprit  d'une  grande  partie  des  efforts  que 
chaque  nouvelle  quellion  (embleroit  exiger.  La 
méthode  qu'on  appelle  Analyfe,  ell  celle  qui  eu- 
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feigne  à  trouver  ces  règles  ;  &  I  infiniment  qu'elle 

emploie  pour  y  parvenir ,  s'appelle  V Algèbre, 

L'Algèbre  ,  ou  l'ar:  de  repréfcnter  par  des 
{ignés  généraux  routes  les  idées  qu'on  peut  fo 
former  rclailvement  aux  quantités ,  eli  à  pro- 
prement parler  ,  une  langue  en  laquelle  nous 
traduifoj'-s  d'abord  certaii;eî  idées  connues;  puis 
par  des  règles  confiantes  ,  n"us  combinons  ces 
idées  à  l'aide  des  carafteres  de  cetre  langue;  & 
enfin  ,  inierprétant  les  réfukacs  de  ces  combinaî- 
fons,  nous  en  concluons  des  vérités'  que  toute 
autre  manière  de  procéder  auroit  rendues  d'ua 
accès  très- difficile ,  &  auxquelles  même  il  feroic 
iouvent  impoflible  d'atteindre  par  une  autre  voie. 
Les  avantages  principaux  qu'on  peut  retirée 
de  cette  fciencc,  font  donc  de  fe  faciliter  l'intel- 
ligence &  la  découverte  des  vérités  mathé-j 
matiques,  &  de  fe  procurer  des  moyens  faciles 
&  des  règles  générales  pour  réfoudre  toutes  les 
queflions  qu'on  peut  propoferfur  les  quantités. 
Les  Méthodes  de  PAIgcbre  ne  nous  étoient 

f^oint  néceffaifes  dans  les  volumes  précédents,  où, 
es  objets  étoient  fîmples;  mais  la  fynthcfe  que 
nous  y  avons  employée,  ne  peut  nous  procurer 
les  mêmes  facilités  pour  traiter  ceux  qui  nous 
refient  à  parcourir.  D'ailleurs  uue  des  chofes 
qu'on  doit  avoir  en  vue  dans  l'étude  des  Ma- 
thématiques, c'efl  moins  d'accumuler  un  grand 
nombre  de  propotîtions,  que  d'acquérir  l'efprit 
de  recherche  &  d'invention  ,  qui  feul  peut  faire 
mfTre  à  profit  les  connoifTances  que  l'on  a  ac-_ 
quife^;  or  la  manière  de  procéder  en  Algebrç 
iL-ud  dircdement  à  çcbut. 
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L'objet  principal  que  nous  nous  propofons, 
en  donnant  l'Algèbre  dans  ce  volume-ci ,  ell"  de 
nous  meure  en  état  de  traiter  ,  dans  le  fuivant  , 
la  Méchanique,  d'une  manière  facile  &  utile.  Mais 
pour  tirer  de  l'Algèbre  les  avantages  qu'elle  peut 
procurer  ,  il  faut  s'être  rendu  familier  l'ufage 
des  différentes  opérations  qu'elle  enfeigne ,  & 
s'être  accoutumé  à  interpréter  les  phrafes  de  cette 
langue;  c'eft  pour  cette  raifon,  que  nous  avons 
renfermé  dans  ce  même  volume,  plufieurs  ap- 
plications de  l'Algèbre  à  l'Arithmétique  &  à  la  _ 
Gcométrie.  Nous  nous  étions  propofé  d'y  faire 
entrer  encore  une  autre  branche  de  l'Analyfe, 
celle  qui  regarde  les  quaniitcs  confidérées  comme 
variables ,  ou  du  moins,  d'en  donner  ce  qui  nous 
feroit  néceflaire  pour  tjuelques  applications  uti- 
les à  la  Méchanique  ;  mais  une  efpece  de  néceiïité 
de  conferver  à  cette  troifîeme  Partie  ,Ie  même 
caradère  d'impreffion  qu'aux  deux  premières  , 
ne  nous  permet  pas  d'exécuter  ce  projet  pour  le 
moment ,  fans  paffer  de  juftes  bornes. 

Les  différentes  méthodes  qu'on  a  fuiviesJLif- 
qu'ici,  pour  expofer  les  principes  de  l'Algèbre, 
fe  réduifentà  deux  principales.  La  première  eon- 
fifle  à  donner  les  règle?  des  quatre  opérations 
fondamentales,  &  celles  qui  conduïfent  à  la  ré- 
folution  des  équations  du  premier  degré,  par 
une  voie  qu'on  peut  regarder  comme  fynthétt- 
que.  L^  féconde,  qui  eft  puremen'^  analytique  , 
conduit  à  trouver  ces  relies,  en  propofant  dei 
queftions  dont  la  réfolution  exige  certaines  opé- 
lations  &c  certains  railonnements  ,  q'ie  par  un 
examen  polîérieur,  on  trouve  revenir  les  mêmes 
aii} 
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dans  toutes  les  qaeflions .  &  que  par  conféquenf 
on  érige  en  repies  générales.  Cecte  dernière  mé- 
thode fembleroic  d  aboid  préférable  à  la  pre- 
mière, en  ce  qu'elle  paroît  devoir  flatter  l'amour- 
propre  des  commençants ,  &  irriter  leur  curioficé. 
JVlais  fï  l'on  fait  réflexion .  qu'alors  l'attention 
cil  néccJTairement  partagée  entre  trois  objets  , 
fçavoir  l'état  de  la  queftion ,  les  raifonncments 
pour  Texprimer  algébriquement ,  &  les  opéra- 
tions qu'il  faut  faire  à  l'aide  de  fignes  dont  la 
lignification  échappe  d'autant  plus  aifémenc 
qu'on  eft  encore  moins  exercé  à  reprcfenter  fes 
idées  d'une  manière  abftraitc  ,  il  me  femble 
qu'on  doutera  que  cette  méthode  foit  la  meil- 
leure ,  dans  les  commencements,  pour  le  plus 
grand  nombre  de  ledeurs.  Ne  produiroit-elle 
pas,  au  contraire,  un  effet  tout  oppofé  à  qelui 
que  quelques-uns  lui  attribuent  ?  Les  raifonnc- 
ments qu'elle  exige,  quoique  fimples  dans  les 
commencements,  où,  fans  doute,  on  ne  traite 
que  des  queftions  fimples,  ces  raifonncments, 
dis-je,  devant  être  tirés  du  fonds  même  de  celui 
qui  opère,  ne  Thumilieront-ils  pas,  lorfqu'ils 
ne  fe  préfenteront  pas  à  lui?  La  méthode  d'in- 
vention, ftippofe  touiours  une  certaine  fineflie  ; 
c'cft  celle  qu'ont  dû  fuivre  les  inventeurs,  ôc  par 
Conféquent  celle  des  hommes  de  génie;  or  ceux-ci 
'ne  font  certainement  pas  le  plus  grand  nombre. 

Ce  font  ces  confidcrations  qui  nous  ont  dé- 
terminé à  fuivre  la  première  méthode  pour  l'cx- 
pofition  des  règles  fondamentales;  mais  comme 
un  des  objets  que  nous  nous  propofons,  eft  de 
'&ire  acquérir  au  ledcur  cette  mcdiode  d'invca-, 
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tîon  t  nous  n'avons  fuivi  la  première  ,  que  )uf- 
qu'où  il  nous  a  paru  néceflaire  de  le  faire,  pouf 
que  le  défaut  d'habitude  désignes  algébriques, 
ne  fût  plus  un  obftacie  à  l'intelligence  de  ce  que 
nous  aurions  à  préfenter. 

Nous  ne  dirons  rien  de  la  manière  dont  les 
chofes  font  traitées  j  ce  neft  plus  à  nous  à  la 
juger.  Mais  nous  croyons  pouvoir  nous  arrêter 
un  moment  fur  quelques-unes  des  matières  que 
nous  avons  confidérées;  elles  font  de  deux  for- 
ics  :  les  unes  élémentaires;  les  autres,  au  moins 
pour  la  plus  grande  partie  ,  fuppofent  qu'on  s'eft 
tendu  lespreniiereSjtrcs-familieres.  Pour  les  unes 
&  pour  les  autres,  nous  avons  fait  enforte  de  ne 
rien  omettre  de  ce  qui  peut  être  utile.  Nous 
avons  diftingué  celles  de  la  féconde  forte,  par 
de  petits  caïa^eres  ;  quelques  notes  répandues 
dans  l'ouvrage,  &  qui  appartiennent  à  la  partie 
élémentaire ,  font  à  la  vérité  du  même  caractère  > 
mais  elles  font  diUinguées  par  une  étoile.  Parmi 
les  objets  compris  fous  le  petit  caradere ,  nous 
avons  renfermé ,  entres  autres  chofes ,  i".  le  Pré- 
cis d'une  méthode,  qu'on  trouvera  avec  plus 
d'étendue  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des 
Sciences  pour  l'année  176^,  &  qui  4  pour  objet, 
l'élimination  des  inconnues  dans  lés  équations. 
C'eft  une  partie  de  1  Algèbre,  fur  laquelle  il  y  a 
encore  bien  des  chofes  à  faire  C  *  ) .  &  qui  importe 
d'autant  plus  à  la  perfeflion  de  cette  fcience  , 

f*)Dcpuii  la  première Eduion.it  cet OuYtigt.ccitepariie  de  I" Algèbre 
ne  nous  paroEt  plu)  kiffer  lei  mêmes  ihofes  a  dcliiei.  Voyei  ['Outngt 
^ui  1  paiit  (iiEC  TMarit  générait  de)  Ejuationt ,  que  noui  avoDs  pubJiÉ 
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que  la  réfoJution  générale  des  équations*  ni"  dé- 
pend abfolument.  2".  Une  méthode  pour  la  réfo- 
iu[ion  des  équations.  Nous  ne  dirons  rien  des 
tentatives  qui  ont  été  faites  fur  cette  matière 
depuis  la  naiflance  de  l'analyfe.  Nous  remar- 
qaeron^Xeulement  que  juftju'à  nos  jours,  on  n'a 
pas  palTé  le  quatrième  degré;  on  n'a  pas  même 
eu  une  méthode  uniforme  pour  les  degrés  qu'on 
fait  réfoudre.  On  trouve, à  la  vérité,  dans  l'A- 
nalyfe  démontrée  du  P.  Reyneau,  une  méthode 
que  l'on  y  donne  comme  générale  ,  &  qui  eft 
due  à  M.  Tfchirnaijs ,  qui  la  publia  dans  les  Ades 
de  Leipfik;  mais  indépendamment  des  calcu's 
rebutants  &  fuperflus  auxquels  elle  entraîne,  eile 
ne  téuffit  pour  le  quatrième  degré  .  que  par  une 
modification  de  la  règle;  &  quelques  réilexions 
fur  la  forme  que  doivent  nécelTairement  avoir 
ïes  racines  des  équations  des  degrés  fupérieurs  , 
font  bientôt  voir  qu'elle  ne  réuffiroii  point  ^ 
paffé  le  quatrième  degré.  Les  bornes  que  les  ma- 
tières plus  néccOaires  à  notre  objet ,  m'ont  forcé  ' 
de  donner  à  l'expofition  de  la  méthode  que 
je  propofe,  m'ont  empêché  d'entrer  dans  quel- 
ques détails  fur  fon  application  au  cinquième 
^egré  &.  aux  degrés  fupérieurs.  Je  m'étois  même 
propofé  de  ne  rien  publier  fur  ce  fujet ,  que 
îorfque,  libre  d'autres  occupations,  j'aurois  pu  y 
donner  la  perfection  dont  je  le  croyois  fufcepii- 
bJe;  mais  M.  Euler,  ayant  publié  dans  le  tome  ix 
des  noav.  Comment,  de  Péterjhourg,  qui  vient  de 
paroîtrev  une  méthode  fur  la  même  matière,  je 
donne  ici  les  chofes  ,  telles  que  je  les  ai  trouvées 
d'abord (  c'cfl-à-dire,  fur  la  fin  de  1761.  Au 
leflc 
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tcâe/ân  ttonvera  plus  de  détails  dans  les  Méfflôt' 
rcs  de  l'académie  ;  on  trouvera  entre  autres 
chofes ,  une  méthode  pour  les  équations  j  dont 
te  degré  eft  marqué  par  un  nombre  compofc  ; 
cette  méthode  ù  .;plih"e  le  travail  dans  ces  cas: 
nous  aurions  pu  l'employer  ici  pour  le  quatrième 
degré;  mais  dans  Je  defftin  ou  nous  étions  de 
faire  voir  ce  que  l'on  pquvoit  préfumer  de  l'appli- 
cation de  notre  méthode ,  aux  degrés  fupérieurs , 
nous  avons  préféré  d'obferver  l'uniformité. 

Sous  le  même  caraftere  d'impreOion  font  en- 
tore  compris  beaucoup  d'autres  objets  que  nous 
avons  cru  devoir  traiter,  pour  ne  pas  obliger  de 
lecourir  ailleurs. 

Dans  la  féconde  Seâion,nous  nous  fommes 
attachés  à  faire  voir  Ja  manière  d'appliquer  l'Al- 
gèbre, d'en  traduire  les  réfultats,  de  les  exprimer 
pat  lignes.  Nous  avons  tâché  de  faire  bien  enten- 
dre comment  l'Atgebre  comprend,  dans  une  même 
éduation,  toUs les  différents  cas  d'une  qucltion  ; 
Ce  que  (îgnifienc  les  différentes  racines ,  pofitiveSj 
négatives,  réelles,  ou  imaginaires. 

Laconnoiffance  de*  principales  propriétés  des 
feâions  coniques,  nous  a  paru  devoir  entrer  dans 
notre  plan,  quelques-unes  de  ces  courbes  fe  ren- 
contrant atîez  fouvent  dans  l'Architefture  Na- 
vale. Enfin ,  Icuf  ufage  pour  la  conliruftion  des 
équations  nous  y  a  encore  déterminé.  Nous 
avons  fait  enfortede  préfenter  ces  objets,  Se  plu- 
Ceurs  autres  qu'on  trouvera  dans  le  cours  de 
l'Ouvrage,  de  manière  qu'ils  devinflent  le  germe 
de  connoifTances  plus  étendues  pour  ceux  qui 
de&ieroncles  acquérir. 
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COURS 


L'A  L  G  E  B  R  E. 

PREMIERE  SECTION, 

Dans  laquelle  on  donne  les  principes 
du  calcul  des  quaniués  Algébriques,.-^ 

T.X-iE  but  de  la  fcîence  qu'on  appelle 
jilgebre  ,  eft  de  donner  les  moyens  de  rame- 
ner à  des  règles  générales  la  réfolution  de 
toutes  les  queftîons  qu'on  peut  propofer  fur 
les  quantités. 

Ces  règles,  pour  être  générales,  ne  doi- 
vent pas  dépendre  des  valeurs  particulières 
des  quantités  que  l'on  confidere,  mais  biea 
de  la  nature  de  chaque  queftion  ;  &  doivent 

f  être    toujours  les  mêmes  pour  toutes  les 

I  queftions  d'une  même  eipece. 

[      Il  fuit  de-là  que  TAlgebre  ne  doit  point  fe 
Algèbre.  A 
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borner  à  employer  ,  pour  repr^fenter  les 
quantités,  les  mêmes  caractères  ou  les  mêmes 
{ignes  que  l'Arithmétique.  En  effet  lorfque , 
par  les  règles  de  celle-ci ,  on  eft  parvenu  à 
un  réfultat,  rien  ne  retrace  plus  à  iefprit  la 
route  qui  y  a  conduit.  Qu'une  ou  plufieurs 
opérations  arithmétiques  m'aient  donné  12 
pour  réfultat ,  je  ne  vois  rien  dans  1  2 ,  qui 
m'indique  fi  ce  nombre  efi:  venu  de  la  mul- 
tiplication de  3  par  "4. ,  ou  de  2  par  5,  ou  de 
l'addition  de  j  avec  7  j  ou  de  2  avec  10,  ou , 
en  général ,  de  toute  autre  combinaifon  d'o- 
pérations. L'Arithmétique  donne  des  règles 
pour  trouver  certains  réfultats  ;  mais  ces  ré- 
fultats  ne  peuvent  pas  fournir  des  règles, 
L'Algèbre  doit  remplir  ces  deux  objets  ;  & 
pour  y  parvenir,  elle  repréfente  les  quantités 
par  des  {ignes  généraux,  (ce  font  les  lettres 
de  l'Alphabet),  qui  n'ayant  aucune  relation 
plus  particulière  avec  un  nombre  qu'avec 
tout  autre  ,  ne  repréfencent  que  ce  qu'on 
veut  ou  ce  que  l'on  convient  de  leur  faire 
repréfenter.  Ces  fignes  toujours  préfents  aux 
yeux  dans  toute  la  fuite  d'un  calcul ,  confer- 
vent,  pour  ainfi  dire ,  l'empreinte  des  opé- 
rations par  lefquelles  ils  paflent  ;  ou  du 
moins  ils  offrent  dans  les  réfultats  de  ces 
opérations,  des  traces  de  la  route  qu'on  doit 
tenir  pour   arriver   au  même  but  par  le* 
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moyens  les  plus  fimples.  Nous  ne  nous  at^ 
tachons  point  ici  à  développer  davantage 
cette  légère  idée  que  nous  donnons  de  l'Al- 
gèbre ;  la  fuite  de  cet  Ouvrage  y  eft  deftînée. 
Non-feulement  on  repréfente ,  en  Algè- 
bre, les  quantités,  par  des  fignes  généraux: 
on  y  repréfente  auffi  leur  manière  d"être  les 
unes  à  l'égard  des  autres  ,  &  les  différentes 
opérations  qu'on  a  deffein  de  faire  lur  elles  : 
en  un  mot,  tout  eft  repréfentadon  ;  &  lorf- 
qu'on  dit  qu'on  fait  une  opération  ,  c'eft  une 
nouvelle  forme  qu'on  donne  à  une  quantité. 
A  mefure  que  nous  avancerons  ,  nous  ferons 
connoître  ces  différentes  manières  de  repré- 
iènter  ce  qui  a  rapport  aux  quantités. 

Des  opérations  fondamentales  fur    les 
quantités  confidérées  généralement. 

1 .  On  fait ,  en  Algèbre  ,  fur  les  quantités 
repréfentées  par  des  lettres ,  des  opérations 
analogues  à  celles  qu'on  fait  en  Arïdiméti- 
que  fur  les  nombres  i  c'eft-à-dire,  qu'on  les 
ajoute,  on  les  fouftrait,  on  les  multiplie, 
on  les  divife  ,  ôcc  ;  mais  ces  opérations  dif- 
férent de  celles  de  l'Arithmétique  ,  en  ce 
que  leurs  réfultats  ne  font  fouvent  que  des 
I  indications  d'opérations  Arithmétiques. 
Aij 


4  Cours 

De  l'Addition  &  de  la  Souflraclion 

3 .  L'addition  des  quantités  femblables 
n'a  befoin  d'aucune  règle  ;  il  eft  évident  que 
pour  ajouter  une  quantité  repréfentée  par  a  , 
avec  la  même  quantité  a  ,  il  faut  écrire  2û. 
Pour  ajouter  2(1,  avec  5(îj  il  faut  écrire  5a, 
&  ainfi  de  fuite. 

Quant  aux  quantités  diffeniblablcs  ,  & 
qu'on  repréfente  toujours  par  des  lettres  dif- 
férentes ,  on  ne  fait  qu'indiquer  cette  addi- 
tion ;  &  cela  s'indique  par  le  moyen  de  ce 
figne  -+- ,  qui  fe  prononce  fias.  Ainfi ,  fi  l'on 
veut  ajouter  une  quantité  repréfentée  par  a  , 
avec  une  autre  repréfentée  par  ^  ,  on  ne  peut 
faire  autre  chofe  qu'écrire  a-^  b  '■,  enforte 
qu'on  ne  connoît  véritablement  le  réfultat 
que  quand  on  connoît  les  valeurs  parti- 
culières des  quantités  repréfentées  par  a 
&  par  />  i  fi  a  vaut  j  ,  &  fi  î  vaut  12  ,  a  -t-^ 
vaudra   17. 

Pareillement ,  pour  ajouter  %a-\-^h  ^  avec 
51Û  -+-  2c  ôc  5^  -h  5i/,  on  écrira  faH-  3^  -+- 
yû  -4-  2c  H-  pè  -4-  jt/;  &  raffemblant  les  quan- 
tités femblables,  on  aura  \^a  -+>  izh  ~h  ic 

4.  Il  y  a  les  mêmes  chofes  à  dire  fur  la 
fouftra£tion  que  fur  l'addition.  Si  les  quan- 
tités font  femblables ,  on  n'a  befoin  d'aucune 
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règle  :  il  eft  évident  que  fi  de  ja  on  veut  re- 
trancher 2a,  il  refle  jû. 

Mais  Cl  les  quantités  font diflemblables, on 
ne  peut  qu'indiquer  la  fouftradion  ;  cela  s'in- 
dique à  l'aide  de  ce  figne  — ,  qu'on  prononce 
en  difant  moins.  Ainfi  fi  l'on  a  è  à  retrancher 
de  (2  ,  on  écrira  a  -h.  Pour  retrancher  5e ,  de 
ja,  on  écrira  ya —  ji».  Pour  retrancher  ya 
- 4^ ,  de  çia-\~  6b  ,  on  écrira  pa  -t-  ôi»  —  ja 
■4'?,  &  faifant  déiudiondes  quantités  fem- 
blables  (  ce  qu'on  appelle  faire  la  réduâion  ) , 
on  a  pour  refte  4.3  H- 2 '7.  Enfin  pour  retran- 
cher, jn-t- jèH- 4c  de  (îa -»- 4P -+- 4^  ,  on 
écrira  Ca-k-^'»  -j-  ^d —  $a  —  3^  —  4t:,  &  ea 
réduifanc,  on  aura  a  'r-h'^.^d — 4c. 

J .  Un  nombre  qui  précède  une  lettre  , 
appelle  le  coefficient  de  tette  lettre  ;  ainfi 
dans  ^^,  5  eft  le  coefficient  de  b.  Lorfqu'une 
lettre  doit  avoir  1  pour  coëificient ,  on  ne 
met  pointée  coefficient:  ainfi  lorfque  de  ^a 
on  retranche  3«,  il  refte  la;  on  écrit  feule- 
ment a.  Il  faut  donc  bien  fe  garder  de 
croire  que  le  coefficient  d'une  Jettre ,  lorf- 
qu'il  ne  paroît  point  ,  foit  zéro  ;  il  ell  alors 
l'unité  ou  I . 

6.  Ilimportepeu  dans  quel  ordre  on  écrive 
les  quantités  qu'on  ajoute  ou  qu'on  retranchai 
fi  l'on  a  a  à  ajouter  avec  i  ,  on  peut  indiffé- 
remment écrirez -H  3  ou  3-hû;&pour  re- 
A  iij 
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trancher  h  de  a ,  on  peut  écrire  également 
a  —  è  ou  —  ^  H-  û.  Mais  comme  on  prononce 
plus  aifément  les  lettres ,  dans  l'ordre  alpha- 
bétique que  dans  tout  autre,  nous  fuivrons 
cet  ordre  autant  que  nous  le  pourrons. 

7*  Remarquons  encore  que  lorfqu'une 
quantité  n'a  point  de  figne ,  elle  eft  cenféo 
avoir  le  figne  -h  ;  a  eft  la  même  chofe  que 
H-û.  On  eft  dans  l'ufage  de  fupprimer  le 
figne  dans  la  quantité  qu'on  ccrit  la  pre- 
mière ,  iorfque  cette  quantité  doit  avoir  le 
figne  H-  ;  mais  fi  elle  devoit  avoir  le  figne— , 
il  ne  faudroit  pas  l'omettre. 

8.  Lorfqu'après  une  opération  on  pro- 
cède à  la  rédudion  ,  il  peut  arriver  que  l'on 
ait  une  quantité  à  retrancher  d'une  autre 
plus  petite  :  alorS  on  retranche  la  plus  pe- 
tite ,  de  la  plus  grande,  &  on  donne  au 
refl;e,le  figne  de  la  plus  grande.  Par  exem- 
ple, fi  après  avoir  ajouté  -za-^^h  ,  avec 
jû — ■■]}}  j  on  veut  réduire  le  réfultat  aa -h 
$b-\-$a  —  7^  ,  on  écrira  7  a  —  4,^,  en  re- 
tranchant 3e  de  7(^  ,  &  donnant  au  refte  4e  , 
le  figne  qu'avoit  jb.  En  effet  le  figne  —  de  -jb 
dans  la  quantité  ja  —  jbj  indique  que  jb  doit 
être  retranché  ;  mais  fi  l'on  vient  à  augmen- 
ter ja — jb  de  îa  quantité  aa-t-j^jïleft 
vifible  que  les  3b  qu'on  ajoute,  diminuent 
d'autant  la  fouftrailion  qu'on  avoit  à  faire  ;  il 
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ne  doit  donc  plus  y  avoir  que  ^b  à  retran- 
cher ;  il  fau:  donc  qu'il  y  ait  —  4^  dans  ie 
réfultat.  Delà  nous  concluerons  cette  règle 
générale  :  L'addition  des  quantités  algébriques 
Je  fait  en  écrivant  leurs  vantes ,  à  la  fuite  les 
unes  des  autres  ,  avec  leurs  fignes  tels  qu'ils 
font  :  on  réduit  enfuite  les  quantités  fem'  labiés  f 
aune  feule  3  en  rajfemblant  d'une  part ,  toutes 
celles  qui  ont  le  figne  H- ,  6"  d'une  autre  part , 
toutes  celles  qui  ont  le  figne  —  ,•  enfin  on  retran- 
che le  plus  peut  réfultat ,  du  plus  grand ,  &  on 
donne  au  rejîe ,  lefigm  qu'avait  le  plus  grand. 

Exemple. 

On  veut  ajouter  les  quatre  quantités  fui-, 
vantes  ;         5  a  H-  3  3  —  /^c 

sa —  J&-4-  5c-+-  2if 
a — 4e — 2c-t-  5e 

'ja-^-^b  — ^c —  6e 

Somme $a-\-  jè  —  4c  -4-  an  —  y^ -t- 

6c  ~\-  2d~h  U' — ■4^  —  2C-+-  je  -H  7(1  H-  4^ 
—  îc  —  6e. 

Faifant  la  rédu£tion  ,  j'ai  pour  les  a  ,  lya  i 
pour  les  b  ,  j'ai  ■+-  -jb  d'une  part  ôc  —  ^i  de 
l'autre,  &  par  conféquent  — aè  pour  refte; 

four  les  c  ,  j'ai — çc  d'une  part ,  ôc  -t-  (îc  de 
autre,  &  par  conféquent —  3c  pour  refte  ; 
réduiiànt  les  autres  de  même ,  on  trouve 
Aîv 


tran-       H 

ns    le.  ^^ 


trouve       ^ 


Cours 
enfin  i  ja  —  ab  — ■  ^c-^-id  —  j^. 

9.  Les  quantifias  féparées  par  les  fignes 
-4-  ôc  — ,  s'appellent  les  termes  des  quantités 
dont  elles  font  parties. 

10.  L'nc  quantité  eftappellée  Monôme  j 
Binôme ,  Trinôme ,  &c ,  félon  qu'elle  eft  com- 
pofce  de  I  ,  ou  de  2 ,  ou  de  3  &c  ,  termes  ; 
&  une  quantité  compofée  de  plufieurs  ter- 
mes dont  on  ne  définit  pas  le  nombre  ,  s'ap- 
pelle en  général  un  Polynôme, 

I  t .  A  l'égard  de  la  fouftra£l:ion  des 
quantités  algébriques ,  voici  la  règle  géné- 
rale :  Change:^^  lesjignes  des  termes  de  la  quan- 
tité que  vous  deve-^  foujlraire  ,  cejl-à-dire  , 
change':^ -i-en  —  ,&  —  en-*-  ;  ajoute^ enfuite 
cette  quantité  j  ainfi  changée  ^  avec  celle  dont 
on  doit  foujlrain  ,  6"  rcduife^. 

Exemple. 

De  6a  —  3^  -t-  4c  on  veut  retrancher  la 
quantité  Ça — ji>-H5c. 

A  la  fuite  de  f^a —  ^/j-\-^c,  j'écris — -  ya 
H-  jj^  — ■  i5c ,  qui  eft  la  féconde  quantité ,  dans 
laquelle  on  a  changé  les  fignes  ;  &  j'ai  6a  — 
^b-\-^c — ftiH-ji  —  6c,  &  enréduifant, 
a  -h-  2^  —  2c  pour  refte. 

Pour  rendre  raifon  de  cette  règle  ,  prenons 
un  exemple  plus  fimple.  Supposons  que  de 
a  on  veuille  retrancher  è  ,  il  eft  évident  qu'on 
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Hoît  écrire  a  —  3  ;  mais  iï  de  a  on  vouloit  re- 
trancher è  -c  ,  je  dis  qu'il  faut  écrire  a — b-i-c; 
en  effet  il  eft  clair  qu'ici  ce  n  eft  pas  ^  tout 
entier  qu'il  s'agit  de  retrancher  ,  mais  feule- 
ment i  diminué  decy  fi  donc  on  retranche 
d'abord  b  tout  entier  en  écrivant  a  —  b,  il 
faut  enfuite,  pour  compenfer ,  ajouter  ce 
qu'on  a  oté  de  trop  ,  il  faut  donc  ajouter  c ,  il 
faut  donc  écrire  a^b-hc  ,  c'eft  à-dire  , 
qu'il  faut  changer  les  fignes  de  tous  les  ter- 
mes de  la  quantité  qu'on  doit  fouftraire. 

Dans  les  nombres  ,  cette  attention  n'eftpas 
néceffaire  ,  parce  que  fi  l'on  avoit  8  —  î  ,  par 
exemple  ,  à  retrancher  de  12  ,on  commen- 
ceroit  par  diminuer  8  de  3  ,  ce  qui  donneroic 
y  qu'on  retrancheroit  de  1 2  ,  &  on  auroit  7 
pour  refte  i  mais  on  voit  auffi  qu'on  pour- 
roit  retrancher  d'abord  8  de  12  ,  &  au  refte 
^  ajouter  5  ,  ce  qui  donneroit  également  7  ; 
or  c'eft  ce  dernier  parti  qu'on  prend  &  qu'il 
faut  néceffairement  prendre  en  Algèbre , 
parce  qu'on  ne  peut  faire  la  Téduûion  préli- 
minaire comme  fur  les  nombres. 

I  2 .  Les  quantités  précédées  du  figne  -\~ , 
fe  nomment  quuntizés  po/idves  i  &  celles  qui 
font  précédées  du  figne  — ,  fe  nomment 
quantités  négatives.  Nous  entrerons  par  la 
iuite  ,  dans  quelque  détail  fur  la  nature  &  les 
ufages  de  ces  quantités  confidérées  féparé^ 
ment  l'une  de  l'autre. 
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De  la  Multiplication, 


I  3  •  La  multiplication  Algébrique  exige 
quelques  confidérations  qui  lui  font  particu- 
lières ,  &  qui  n'ont  pas  lieu  dans  la  multipli- 
cation Arithmétique,  Indépendamment  des 
quantités,  U  y  a  encore  les  fignes  à  confidé- 
rer. 

Au  refte ,  à  ne  confidérer  que  les  valeurs 
numériques  des  quantités  repréfentées  par 
les  lettres,  on  doit  fe  former  de  la  multipli- 
cation algébrique  la  même  idée  que  de  la 
multiplication  arithmétique  (  Arïth.  40  )  ; 
ainfi ,  multiplier  a  par  h ,  c'eft  prendre  la  quan- 
tité reprëfcntée  para,  autant  de  fois  qu'il  y 
a  d'unités  dans  la  quantité  repréfentée  par^. 

I  4-  Mais  comme  l'objet  eft  ici  de  faire 
ou  de  repréfenter  la  multiplication  ,  indépen- 
damment des  valeurs  numériques  des  quan- 
. tirés,  il  faut  convenir  des  fignes  par  lefquels 
nous  indiquerons  cette  multiplication. 

On  fait  fouvent  ufage  de  ce  figne  x  ,  qui 
fignifie  multiplié  par  ;  enforte  quea  x  b  fignifie 
a  multiplié  par  i  ,  ou  que  l'on  doit  multiplier 
a  par  b. 

On  fait  auffi  ufage^du  point,  que  l'on  in- 
terpofe  entre  les  deux  quantités  qu'on  doit 
multiplier  ;  enforte  que  a.  ^  Ôcax^fignifient 
ia  même  chofe. 
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Enfin  on  indique  encore  la  multiplication," 
(  du  moins  entre  les  quantités  monômes)  en 
ne  mettant  aucun  figne  entre  le  multipli- 
cande 6c  le  multiplicateur  ;  ainfi  ax  b  ^a.  b  ^ 
a  b  font  trois  expreflions  dont  chacune  défî- 
gne  qu'on  doit  multiplier  a  par  b.  Cette  der- 
nière efl  Ja  plus  ufitée. 

I  /.  Pour  multiplier  a  b  par  c,  on  écrira 
donc  abc.  Pour  multiplier  c  ^  par  cdy  on 
écrira  abcd,  Ôc  ainfi  de  fuite:  il  importe 
peu  d'ailleurs  dans  quel  ordre  ces  lettres 
ibient  écrites  ,  parce  que  [Arith,  44  )  le  pro- 
duit efl  toujours  le  même  dans  quelque  ordre 
qu'on  multiplie. 

I  6.  Lors  donc  qu'à  l'avenir  nous  ren- 
contrerons une  quantité  comme  ab ,  ou  abc  , 
ou  aicd^  ôcc,  dans  laquelle  plufieurs  lettres 
(è  trouveront  écrites  de  fuite  fans  aucun 
figne,  nous  en  concluerons  que  cette  quan- 
tité repréfente  Je  produit  de  la  multiplica- 
tion fucceffive  de  chacune  des  lettres  qui  la 
compofent. 

I7-  Nous  avons  nommé  {Arith.  42) 
fadeur  d'un  produit ,  tout  nombre  qui ,  par 
la  multiplication ,  a  concouru  à  former  ce 
produit;  ainfi  dans  a  A ,  a  &  è  font  les  fac- 
teurs ;  dans  a  è  c ,  les  faÂeurs  font  j  ,  3 ,  c ,  & 
ainfi  de  fuite. 

I  8,  Il  fuit  de  la  règle  que  nous  venons 


de  la  mul^^Ê 
èbriques  mo^^ 
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de  donner  (  i  î"  ) ,  que  le  produit  de  l 

plicjlion  dt;  plajîeurs  quantités  algébriques  r. 
nomes ,  doit  renfermer  toutes  les  lettres  qui  fe 
trouvent  tant  dans  le  multiplicande  que  dans  le 
multiplicateur. 

Cela  pofé,  fi  les  quantités  qu'on  doit  mul- 
tiplier, droient  compofëes  de  la  même  let- 
tre ,  cette  lettre  fe  trouveroit  donc  écrite 
dans  le  produit  autant  de  fois  qu'elle  l'eft 
dans  tous  les  fadieurs  enfemble,  quel  que  foit 
le  nombre  des  quantités  qu'on  ait  à  multi- 
plier: ainfi  a  multiplié  par  a  donneroit  a  a  ; 
a  a  multiplié  par  a  a  a  ,  donneroit  a  a  aa  a  ; 
a  a  multiplié  par  a  a  a  Sx.  multiplié  encore 
par  a ,  donneroit  a  a  a  a  aa. 

I  9.  Dans  ce  cas ,  on  eft  convenu  de  n'é- 
crire cette  lettre  qu'une  feule  fois ,  mais  de 
marquer ,  par  un  chiffre  qu'on  appelle  Expo- 
faut ,  &  qu'on  place  fur  la  droite  &  un  peu 
au-deffusde  la  lettre,  combien  de  fois  cette 
lettre  eft  facteur,  ou  combien  de  fois  elle 
doit  être  écrite.  Au  lieu  de  a  a,  on  écrira 
donc  û  ;  au  lieu  de  aa  a  ^on  écrira  a^  ;  au  lieu 
dcaaaaa,  on  écrira  a' ,  &  ainfi  des  autres. 

E  Souvenons-nous  donc  à  l'avenir  ,  que  l'expo- 
tant  d'une  lettre  ,  marque  combien  de  fois  cette 
-lettre  ejî  faàeur  dans  un  produit.  Dans  a'  é'  c 
il  y  a  trois  fadeurs  de  valeur  différente  , 
favoir  a  ,  b  jc:  mais ,  de  ces  lettres  ,  la  pre- 
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niiere  eft  facteur  trois  fois  ;  ia  féconde  ,  deux 

fois  j  ôcla  troifieme ,  une  fois  :  en  effec  a'  />*  c     ^_ 

équivaut  2.aaabb  c.  ^H 

Il  faut  donc  bien  fe  garder  de  confondre    ^^k 
l'expofant ,  avec  le  coefficient  ;  de  confon-     ^^ 
dre  ,  par  exemple ,  a*  avec  2  j ,  û-  avec  3  a  : 
dans  2 a,  le  coefficient  2  marque  que  a  eft 
ajouré  avec  a  ,  c'eft-à-dire ,  que  2a  équivaut 
à  tz-f-iz;  mais  dans  *2*,  l'expofant  2  marque 
que  la  lettre  a  devroit  être  écrite  deux  fois 
de  fuite  fans  aucun  ligne  ;  qu'elle  eft  multi- 
pliée par  elle-même  ,  ou  enfin  qu'elle  eft  &c- 
teur  deux  fois;  c'eft-à-dire,  que  a"  équivaut    ^M 
z  axa'y  enforte  que  Ha  vaut  ^,  par  exemple,    ^H 
aa  vaut  10;  mais  a^  vaut  2j.  ^H 

20.  On  voit  donc  que  pour  multiplier 
deux  quantités  monômes  qui  auroient  des  lettres 
communes ,  on  peut  abréger  l'opération  ,  ea 
ajoutant  tout  de  fuite  les  expofanzs  des  lettres 
femblables  du  multiplicande  £■  du  multiplica- 
teur, Ainfi  pour  multiplier  a^  par  a',  j'écris  (2*^ 
c  eft-à-  dire ,  que  j'écris  la  le:tre  a  en  lui  don- 
nant pour  expoïànt ,  les  deux  expofants  j  fie 
3  réunis.  De  même  pour  multiplier  à*  b'  c 
par  a^  b^  c  d  f  j'écris  j'^c' i/,  en  écrivant 
d'abord  toutes  les  lettres  différentes  ab  c  d, 
&  donnant  enfuite  à  la  première  pour  expo- 
ïànt  7  qui  eft  la  femme  des  expofants  î  &  4  ; 
à  la  féconde  j  $  qui  eft  La  fomme  des  deux    ^1 
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S'il  y  avoît  un  fécond  terme  au  multipli- 
cateur ,  Je  muitiplierois  aâueliement  par  ce  ■ 
fécond  terme,  &  j'ajouterois  ce  fécond  pro- 
duit au  premier. 

Exemple     II. 

Si  j'avois a  '^rh 

à  multiplier  par.  .  c  -^d 

Produit ac-\~bc~^ad~\-bd 

Après  avoir  multiplié  a&^b  par  c ,  ce  qui 
donne  ac-^bc  ,  je  muitiplierois  auilî  a&Lb 
par  dy  ce  qui  me  donneroic  ad-i-bd^  qui 
joint  au  premier  produit ,  donne  a  <:  -4-  î  c  -+- 
ad-¥-bd.  En  effet  ,  multiplier  a~^b  par 
c-i-d,  c'efl:  prendre  non-feulement  c ,  mais 
encore  b  ,  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités 
dans  la  totalité  de  c-i-d ^  c'eft-à-dire,  autant 
de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  c ,  plus  autanC 
de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  d. 

Exemple     III. 

On  propofe  de  multiplier    a  —  b 

par c 

Produit ac — bc 

Après  avoir  multiplié  a  par  c,  ce  qui  donne 
û c  ,  je  multiplie  b par  c  ,  ce  qui  donne  bc^ 
mais  au  lieu  d'ajouter  ce  dernier  produit  au 

Ei'en  retranche ,  parce  qu'ici  ce 
n'eft 
J 


i 


DE  Mathématiques,  i*^ 
l'eft  point  la  fomme  des  deux  quantités  a  &cb 
qu'il  s'agit  de  multiplier  ,  mais  feuîemcnt 
-leur  différence  ,  puifque  a  —  b  fignifïe  qu'on 
doit  retranclier  è  de  d  ;  or  Ci  l'on  multiplie  a 
tout  entier ,  aînfi  qu'on  le  fait  par  la  première 
opération ,  il  eft  vifible  qu'on  y  multiplie  de 
trop  la  quantité  i>  dont  a  dévoie  être  diminué  ; 
il  faut  donc  ôter  de  ce  produit ,  la  quantité  b 
multipliée  par  c  ,  c'eft-à-dire  ôter  b  c. 

Dans  les  nombres ,  cette  attention  n'eft  pas 
néceffaire  ,  parce  qu'avant  de  faire  la  multi- 
plication ,  on  feroit  la  foufiraclion  qui  eft  in- 
diquée ici  dans  le  multiplicande.  Si  l'on  avoir, 
par  exemple  ,8  —  3  a  multiplier  par  ^  ,  on 
réduiroit  tout  de  fuite  le  multiplicande  S  —  ? 
à  j  que  l'on  multiplleroit  enfuite  par  4,.  Mais 
on  voit  aurtl  qu'on  vïendroit  également  au 
même  réfultat  en  multipliant  d'abord  8  par  4  , 
ce  qui  donneroît  52  ,  puis  5  par  4. ,  ce  qui 
donneroit  1 2  ;  &  retranchant  ce  dernier  pro- 
duit du  premier ,  on  aurolt  20  comme  par 
la  première  voie  ;  or  cette  féconde  manière  ; 
L    qu  il  feroit  peut  être  ridicule  d'employer  pour 

■  les  nombres  ^  devient  indifpenfable  pour  les 
I   quantités  littérales  ,  puîfque  dans  celles-ci  la 

■  fouftraaion  préliminaire  ne  peut  avoir  lieu, 

L 


I 


Algèbre. 


B 
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Exemple    IV. 
On  propofe  de  multiplier  a— h 


par 


:—d 


Produit 

On  multipliera  d'abord 


ci-hS 


b  par  c  ,  ce  qui 
on  multipliera^enfuite  a — b 


donnera  ^c — h 

Y'ZT  d  ,  ce  qui  donnera  ad  —  bd  ;  enfin  on 
retranchera  ce  fécond  produit  ad — bd  ^  du 
premier,  &  (ii)  on  aura  ac — bc — ad-\-bd 
pour  produit  total. 

En  effet  ,  puifque  le  multiplicateur  eft 
moindre  que  c  j  de  la  quantité  d ,  il  marque 
qu'il  ne  faut  prendre  le  multiplicande  qu'au- 
tant de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  c  diminué 
de  d  i  or  comme  on  ne  peut  faire  cette  dimi- 
nution avant  la  multiplication  ,  on  peut  pren- 
dre d'abord  a — b  autant  de  fois  qu'il  y  a  d'uni- 
tés dans  c  ,  c'eft-à-dire ,  multiplier  a — b  par  c , 
puis  en  retrancher  a — h  pris  autant  de  fois 
qu'il  y  a  d'unités  dans  d  ,  c'eft-à-dire ,  en 
retrancher  le  produit  de  a — b  par  d. 

2  3-  Si  l'on  fait  attention  aux  fignes  des 
termes  qui  compofentle  produit  total  ce — bc 
— ad-i-bdy  &  qu'on  les  compare  avec  les  li- 
gnes des  termes  du  multiplicande  &  du  mul- 
tiplicateur qui  les  ont  donnés  ,  on  obfervera 
1°.  que  le  terme  a  qui  eft  cenfé  avoir  le 
figne  H-  j  étant  multipli<^  par  le  terme  c  qui  eft 
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«enfë  aufli  avoir  le  figne  -4- ,  a  donné  pour 
produit  acquieft  cenfé  avoir  le  figue -h, 

2°.  Que  le  terme  î>  qui  a  le  fignc  — ,  étant 
multiplié  par  le  terme  c  qui  eft  cenfé  avoir  le 
iigne-l-,  a  donné  pour  produit  bc  avec  là 
iigne  — . 

3*^.  Que  le  terme  a  qui  a  Je  figne  -f- ,  mul- 
tiplié par  le  terme  d  qui  a  le  figne  — ,  a  donné 
pour  produit  ac/ avec  le  figne  — . 

4".  Enfin  que  le  terme  b  qui  a  le  figne  — , 
étant  multiplié  par  le  terme  d  qui  a  aufli  le 
figne  —  ,  a  donné  pour  produit  le  terme  bd 
qui  a  le  figne  H-. 

Donc  à  l'avenir  nous  pourrons  reconnoître 
facilement  dans  les  multiplications  partielles , 
'û  les  produits  particuliers  doivent  être  ajou- 
tés ou  retranchés  ;  il  fufEra  pour  cela  d'ob- 
ferverles  deux  règles  fuivantes  que  nous  four- 
nifient  les  obfervations  que  nous  venons  de 
faire. 

2  4-  ^'^  ^^^  *^^^^  termes  que  l'on  doit  multi- 
plier  l'un  par  l'autre  ,  ont  tous  deux  le  même 
figne  j  cejl-à-dire  ,  ou  tous  deux  -+-  ou  tous 
deux  —  ,  leur  produit  aura  toujours  leJtgne-\-. 
Si  au  contraire  ils  ont  différents  figues ,  cefi-à" 
;dire  ,  l'un  -+-  £■  l'autre  — ,  ou  l'un  —  6"  l'au~ 
,tre  -H ,  leur  produit  aura  toujours  le  figne  — . 

A  l'aide  de  ces  règles  ôc  de  celles  que  nous 
ivons  données  (  15" ,  20 ,  ai  &  22  )  on  eft 
Bij 
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çn  état  de  faire  toute  multiplication  algébri- 
que. Mais  pour  procéder  avec  méthode  ,  on 
obfervera  d'abord  la  règle  des  fignes ,  puis 
celle  des  coefficients  ,  enfin  celle  des  lettre» 
&  des  expofants. 

Terminons  par  un  exemple  où  toutes  ces 
règles  foient  appliquées. 

Exemple    V, 

On  propofe  de  mulilpliec  ^a^ — la'è+^a^è' 
pat a'-—^a'I'-i-iè' 

Produit    îrt' — iia^J-Hiiû'i' — 6a'i>' — ^u'i-'+'ia^i' 

Je  multiplie  fuccefTivement  les  trois  termes 
ja*, —  2a'é,H-4a'è*,parle  premier  terme  û' 
du  multiplicateur.  Les  deux  termes  jd*  &  a' 
ayant  le  même  figne,  le  produit  doit  (24)  avoir 
le  figne  H-  ;  mais  (7)  j'omets  ce  figne  ,  parce 
qu'il  appartient  au  premier  terme  du  produit. 
Je  multiplie  enfuite  le  coefficient  j  de  ti%  par 
le  coefficient  i  de  iï'  (2 1  ) ,  ce  qui  me  donne  7  ; 
enfin  multipliant  a*  par  a'  félon  la  règle  don- 
née (20) ,  c'eft-à-dire,  ajoutant  les  deux  expo- 
fants 4.  &  3  ,  j'ai  d%  &  par  conféquent  ya' 
pour  produit. 

Je  paffe  au  terme  —  aa'J  ;  &  pour  le  mul- 
tiplier par  a' ,  je  vois  que  les  fignes  de  ces 
deux  quantités  i^tant  différents ,  le  produit 
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'doit  avoir  le  figne  —  ;  je  multiplie  enfuite  le 
coefficient  2  de  a'è  par  le  coefficient  i  de 
&  enfin  a'b  par  a*  j  &  j'ai  —  aa'^h  pour 
produit. 

Par  un  procédé  femblable ,  le  terme-+-  4a'i', 
multiplié  par  a'  donnera  ■+■  ^a'l>\ 

Après  avoir  multiplié  tous  les  termes  du 
multiplicande  par  a'  ,il  faut  les  multiplier  par 
le  fécond  terme  —  ^a''b  du  multiplicateur. 
Le  terme  jû*  multiplié  par  —  '^a'b  de  (Igne 
différent  donnera  —  2oaf'b  y  le  ternie  —  za^b 
lultiplié  par  —  ^a^b  de  même  (Igne  ,  don- 
;era  -f-  8a'A*  ,■  &  le  terme  +  ^n  b'  multiplié 
ar  —  ^a'b  de  figne  dJiférent,  donnera  — 
Sa*b\ 
Enfin  on  paffera  à  la  multiplication  par  le 
srme  -+-  23',  &  en  fuîvant  les  mêmes  règles 
ton  trouvera  -h  ioa*b^  —  ^a^b^  •+■  Sa'â' 
les  trois  produits  partiels. 

Faifant  attention  que  parmi  tous  les  diffé- 
rents produits  partiels  qu'on  vient  de  trouver, 
il  y  a  des  termes  femblables ,  c'eft-à-dire , 
compofés  des  mêmes  lettres  avec  les  mêmes 
expofants  ,  on  fera  la  rédudiion  en  réuniffant 
ceux  qui  ont  le  môme  figne  &  déduifant  ceux 
qui  ont  des  fignes  contraires ,  ce  qui  donnera 
enfin  j^^  —  22a^b  H-  lan'è*  — •  5û'i'  — 40'^* 
-+-  8a'è^  pour  produit  total. 

2^.  Comme  il  importe  de  fe  ^mit! 
Biij 
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avec  la  pratique  de  cette  règle,  nous  joîgnond 
ici  pour  exercer  les  Commençants ,  une  table] 
qui  renferme  plufieurs  exemples.  Nous  ajou- 
terons en  même-temps  quelques  remarques 
fur  quelques-uns  de  ces  exemples. 

Dans  le  premier,  on  a  multiplié  û -+- è  qiii| 
reprëfente  généralwnent  la  fomme  de  deuxl 
quantités  ,  par  a  — h  qui  repréfente  généra-l 
lement  leur  différence ,  &  l'on  trouve  pour| 
produit  a*  —  b^  qui  eft  la  différence  du  quarré  1 
de  la  première  au  quarré  de  la  féconde  ,  ou 
la  différence  des  quarrés  de  ces  deux  quan- . 
tités.  On  peut  donc  dire  généralement  que  ta 
fomme  de  deux  quantités  ,  multipliée  par  leur 
différence  ,  donne  toujours  ^  pour  produit ,  la  j 
différence  des  quarrés  de  ces  mêmes  quantités,  j 
Que  l'on  prenne  deux  nombres  quelconques," 
5  &  5  par  exemple  ;  leur  fomme  efl  8  6c  leur 
différence  2  ,  lesquelles  multipliées  l'une  par 
l'autre  donnent  1 6 ,  qui  eft  en  effet  la  diffé- 
rence du  quarré  de  j  au  quarré  de  3  ,  c'efl-à- 
dire  ,  de  2jàp.  Et  réciproquement, /a  t/i^'- 
rence  des  quarrés  de  deux  quantités  ,  peut  tou- 
jours être  confidérée  comme  formée  par  la  mul- 
tiplication de  la  fomme  de  ces  deux  quantités 
par  leur  différence,  Ainfi  la  quantité  è* — c' 
qui  eft  ia  différence  du  quarré  de  b  au  quarré 
de  c,  vient  de  la  multiplication  de  ^  -+-  c  par 
h  —  c.  Ces  deux  propofitions  nous  feront 
utiles  par  la  fuite. 
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On  peut  dt'ja  remarquer  en  palTant ,  un  des 
ufàges  de  l'Algèbre  pour  ddcouvrir  des  vérités 
générales. 

Le  fécond  exemple  fait  voir ,  d'une  ma- 
nière générale  &  fimple,  ce  que  nous  avons 
dit  en  Arithmétique  fur  la  conipofition  du 
quarré,  favoir  que  lequarréde  lafommea-i-b 
de  deux  quantités ,  ejï  compofcdu  quarré  a*  de 
lapremiere ,  du  double  2ab  de  la  première  mul- 
tipliée par  la  féconde ,  G*  du  quarré  h^  de  la 
féconde. 

Le  troïfieme  exemple  confirme  ce  que 
'nous  avons  dit  auffi  en  Arithmétique  fur  la 
formation  du  cube.  On  y  voitfl^H-3iî^-+-^', 
quarré  de  a  -h  ^  ,  qui  après  avoir  été  multi- 
plié par  rtH-i',donne  a^-t-^a^b  ■+•  jiiè'H-è', 
dont  le  premier  terme  eft  le  cube  de  a ,  le 
fécond  qui  eft  le  même  que  ja'xè,  eft  le 
triple  du  quarré  de  a,  multiplié  par  b  :  on 
voit  de  même  que  jû^'  eft  le  triple  de  a  mul- 
tiplié par  le  quarré  de  3  ;  &  enfin  P  eft  le 
cube  de  b. 

1  6,  Pour  indiquer  la  multiplication  entre 
deux  quantités  complexes ,  on  eft  dans  l'u- 
fage  de  renfermer  chacune  de  ces  deux  quan- 
tités entre  deux  crochets ,  &  d'interpofer 
encre  elles  l'un  des  fignes  de  multiplication 
donc  nous  avons  parlé  plus  haut  (  i-j-  )  ;  quel- 
quefois même  on  n  interpofe  aucun  figue  , 
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ainfi  pour  marquer  que  la  totalité  de  la  quan- 
titt^  a*  -h  3ah  -4-  é'  doit  être  multipliée  par  la 
totalité  de  2ûH-  3^,  on  écrit  fa* -H  jcè-hi') 
X  2fl  ~i-  3^)  ou(û'H-  îû^-4-i').  (2ûH-  s^)  OM 
fimplement(û'  -h  îû^-I-A')  (20+ ji).  Quel- 
quefois au  Heu  d'écrire  chaque  quantité  entre 
deux  crochets ,  on  couvre  chacune  d'une  barre 
en  cette  manière ,  û'^  -+-  $ab  4-  è'  x  ^c  -{-  3A. 

27.  li  y  a  beaucoup  de  cas  ou  il  eft  plus 
avantageux  d'indiquer  la  multiplication  que 
de  l'exécuter.  On  ne  peut  donner  de  règles 
générales  fur  ce  fujet ,  parce  que  cela  dépend 
des  circonftances  qui  donnent  lieu  à  ces  opé- 
rations :  nous  verrons  par  la  fuîce  plufieurs 
de  ces  cas.  C'eft  principalement  par  l'ufage 
qu'on  apprend  à  les  diftinguer.  On  peut  ce- 
pendant dire  affez  généralement,  qu'il  con- 
vient de  fe  contenter  d'indiquer  les  multipli- 
cations, lorfque  celles-ci  doivent  être  fuivies 
de  la  divilion  ;  parce  que  cette  dernière  opé- 
ration s'exécurant  fouvent ,  ainfi  qu'on  va 
le  voir  ,  par  la  feule  fupprelHon  des  fafteurs 
communs  au  dividende  &  au  divifeur ,  on  dif- 
tingueplus  facilement  cts  facteurs  communs  , 
lorfquon  n'a  fait  qu'indiquer  la  multipli- 
caiion. 
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De  la  Divifion. 

1%.  La  manière  de  faire  cette  opération 
en  Algèbre ,  dépend  beaucoup  des  fignes  que 
nous  fommes  convenus  d'employer  pour  la 
multiplication.  L'objet  en  eft  d'ailleurs  le 
même  qu'en  Arithmétique. 

29.  Lorfque  la  quantité  qu'on  propofera 
à  divifer  n'aura  aucune  lettre  commune  avec 
le  divifeur  ,  alors  il  n'efl:  pas  poifible  d'exé- 
cuter l'opération;  on  ne  peut  que  l'indiquer  , 
&  cela  fe  fait  en  écrivant  le  divifeur  au-def- 
fous  du  dividende ,  en  forme  de  fraction  ,  & 
réparant  l'un  de  l'autre  par  un  trait  ;  ainfî 
pour  marquer  qu'on  doit  divifer  a  par  b  ,  on 
écrit -j-,  &  l'on  prononce  a  divijépar  b  ;  pour 
marquer  qu'on  doit  divifer  aa  -+-  bb  par  c-Ht/, 

,      .    aa-hbh 

on  écrit j . 

30.  Lorfque  le  dividende  &  le  divifeur 
font  monômes  ,  fi  toutes  les  lettres  qui  fe 
trouvent  dans  le  divifeur,  fe  trouvent  aulli 
dans  le  dividende  ,  la'  divifion  peu:  être  faite 
exactement ,  &  on  l'exécutera  en  fuïvant 
cette  règle. .  .  .  Supprime'^  dans  le  dividende  , 
toutes  Us  lettres  qui  lui  font  communes  avec  le 
divifeur  ;  les  lettres  qui  referont ,  compofcront 
le  quotient.  Ainfi  pour  divifer  a  b  par  a ,  je 
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fupprime  a  dans  le  dividende  a 5,  &  j'ai  b 
pour  quotient.  Pour  divifer  abc  par  ah ,  je 
fupprime  ab  dans  le  dividende ,  &  j'ai  c  pour 
quotient. 

En  effet,  puifque  (ij)  les  lettres  dcrites 
làns  aucun  figne  ïnterpcfé  ,  font  les  facteurs 
de  la  quantité  dans  laquelle  elles  entrent ,  les 
lettres  du  divifeur  ,  qui  font  communes  au 
dividende,  font  donc  fafleurs  de  ce  dividende; 
or  nous  avons  vu  {Ar'uh.  <Sp)  que  lorfqu'on 
divife  un  produit  par  un  de  fes  fa£teurs  ,  on 
doit  trouver  pour  quotient  l'autre  fadeur  ; 
donc  le  quotient  doit  être  compofé  des  lettres 
du  dividende ,  qui  ne  font  poinc  communes 
entre  celui-ci  &  le  divifeur. 

3  I .  Il  fuit  de-là  que  lorfqu'il  y  aura  des 
expofants  ,  la  règle  qu'on  doit  fuivre  ,  eft  de 
retrancher  l'expofant  de  chaque  lettre  du  divi- 
Jeur ,  de  l'expofant  de  pareille  lettre  du  divi- 
dende ;  ainli  pour  divifer  a}  par  a' ,  je  re- 
tranche 2  de  3  ,  il  me  refte  i  ,  &  par  confé- 
quent  j'ai  a'  ou  a  pour  quotient.  De  même  , 

\  ayant  à  divifer  d^b^  c''  par  a'  bc  ^  j'aurai  d*b*c. 

I  En  effet -^eft  la  mênie  chofe  que  -^-"  qui 
félon  la  règle  donnée  (  30) ,  fe  réduit  à  a  , 
en  ôtant  les  lettres  communes  au  dividende 
&  au  divifeur.  En  général,  puifque  le  quo- 
tient ne  doit  avoir  que  les  lettres  qui  ne  font 
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point  communes  au  dividende  &  au  divifeur, 
rexpofanc  de  chaque  lettre  du  quotient  ne 
doit  donc  être  que  la  différence  entre  les 
cxpofants  de  cette  lettre  dans  le  dividende  & 
dans  le  divifeur. 

3  2 .  Donc  n  une  lettre  a  le  même  expolànt 
dans  le  dividende  &  dans  le  divifeur ,  elle 
aura  z^ro  pour  expofant  dans  le  quotient; 
ainfi  a'  divifé  par  a'  donnera  a"  ;  a^hc"  divifé 
par  à'Bc* ,  donne  a'h'^c"  ou  ah'^c'^.  Dans  ce 
cas ,  on  peut  fe  difpenfer  d'écrire  les  lettres 
qui  ont  o  pour  expofant  ;  car  chacune  d'elles 
n'eft  autre  chofe  que  l'unitf;.  En  effet,  lorf- 
qu'on  divife  û'  par  c',  on  cherche  combien 
de  fois  oJ  contient  a'  ;  or  il  le  contient  évi- 
demment 1  fois  ;  le  quotient  doit  donc  être  i  : 
d'un  autre  côté  a'  divifé  par  a'  donne  pour 
quotient  j  a";  donc  a°  vaut  i.  En  général , 
toute  quantité  qui  a  ^e'ro  pour  expofant  ^  vaut  i. 
3  3  •  Si  quelques  lettres  du  divifeur  na 
font  pas  communes  au  dividende  ,  ou  fï  quel- 
ques-uns des  expofants  du  divifeur  font  plus 
grands  que  ceux  de  pareilles  lettres  du  divi- 
dende ,  alors  la  divifion  ne  peut  être  faîte 
exaftement  :  on  ne  peut  que  l'indiquer  com- 
me il  a  été  dit  ci-deflus  (zp).  Mais  on  peut 
fimpUfier  le  quotient  ou  la  quantité  fra£tion- 
naire  qui  le  repréfente  alors.  La  règle  qu'il 
\    faut  fuivre  pour  cela  ,  eft  de  fupprimer  dans 
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ie  dividende  &  dans  le  divifeur,  les  ] 
qui  leur  font  communes  ;  enforte  que  s'il  y 
a  des  expbfants  ,  on  efface  la  lettre  qui  a  le 
plus  petit  expofanc ,  &  l'on  diminue  de  pa- 
reille quantité  le  plus  grand  expofant  de  la 
même  lettre.  Par  exemple  ,  fi  l'on  propore 
de  divifer  a^bc'  par  a'^'c*  ,  on  écrira  ^^rjr* 
que  l'on  réduira  en  cette  manière  ;  on  effa- 
cera a'  dans  le  divifeur ,  &  l'on  écrira  feu- 
îement  d'  dans  le  dividende  ;  on  effacera  è 
dans  le  dividende  ,  &  l'on  écrira  feulement  b' 
dans  le  divifeur  ;  enfin  on  effacera  c'  dans  la 
dividende  ,  &  l'on  écrira  feulement  c  dans  le 
divifeur;  enforte  qu'on  aura  ^.  On  trouvera 
de  même,  que  ^-rAfe  réduit  à     f. 

'   ^       il  k-d  ad 

Si ,  par  ces  opérations ,  il  ne  reftoît  plus 
aucune  lettre  dans  le  dividende,  il  faudroit 
écrire  l'unité  ;  ain/1  -  fe  réduira  à — . 

La  raifon  de  ces  règles  eft  facile  à  faîfir 
après  tout  ce  qui  a  été  dit  ci-deffus  ;  car  fup- 
primer  ,  ainfi  qu'on  le  prefcrit ,  le  même 
nombre  de  lettres  dans  le  dividende  &  dans 
le  divifeur,  c'efl:  divifer,  par  une  même  quan- 
tité ,  chacun  des  deux  termes  de  la  fradion 
qui  exprime  le  quotient  :  or  cette  opération 
{Ariih.iç))  n'en  change  point  la  valeur  6c 
Amplifie  la  fraction. 
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3  4-  Jufqu'ici  nous  n'avons  pas  eu  égard 
au  coefficient  que  peuvent  avoir  le  dividende, 
ou  le  divifeur  ,  ou  tous  ks  deux.  La  règle 
qu'on  doit  fuïvre  à  leur  égard  ,  eft  de  les 
divifer  comme  en  Arithmétique  ;  &  fi  la  dt- 
vifion  ne  peut  pas  être  faicc  exactement  j  on 
les  laiffe  fous  la  forme  de  fradîon  ,  que  i  on 
réduit  à  fa  plus  fmipie  exprellion  {Arith.  25»), 
lorfque  cela  eft  polfible.  Par  exemple  j  ayanc 
à  divifer  Sa'è  par  ^^ah  ,  je  divife  8  par  4  ,  fie 
j'ai  pour  quotient ,  2  ;  divifant  enfuite  a'b  par 
ab  ,  j'ai  pour  quotient ,  ii ,  &  par  conféquent 
aa  pour  quotient  total.  Ayant  à  divifer  8a'i" 
par  6ap  ,  j  écris  -    .-  que  )e  réduis  a  — . 

3  5  •  La  règle  que  nous  venons  de  donner 
(33) ,  eft  générale ,  foit  que  le  dividende  6c 
le  divifeur  foient  monômes,  foit  qu'ils  foient 
complexes  ou  polynômes  ,  pourvu  que  dans 
ce  dernier  cas ,  les  lettres  communes  au  di- 
vidende &  au  divifeur  foient  en  môme-temps 
communes  à  tous  les  termes  féparés  par  les 
lignes  -+-  &  — .  C'eft  ainfi  qu'ayant  a^  -+-  ^a*h 
—  '^à'b^  à  divifer  par  û'  —  yu^é  ,  on  ré- 
duira le  quotient^ — ^^'_  ^.^ —  ,  à  la  quantité 
.  ■—  ,  en  iupprimant  a  qui  eit  fac- 
teur commun  de  tous  les  termes  du  dividende 
(fie  du  divifeur. 
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3  6.  Si  le  dividende  fie  ledivifeur  font  com- 
plexes, on  ne  peut  donner  de  règles  gdné- 
rales  pour  reccnnoîfre ,  par  l'infpedion  feula, 
fi  la  divifion  peut  ou  ne  peut  pas  être  faite 
exa£lement.  Il  faut,  pour  s'en  affurer  &  trou- 
ver en  même-temps  le  quotient,  faire  l'opé- 
ration que  nous  allons  enfeigner. 

1  °.  Difpofer ,  fur  une  même  ligne ,  lé  divi- 
dende &  le  divifeur,  &  ordonner  leurs  termes 
par  rapport  à  une  même  lettre  commune  à 
l'un  &  à  l'autre ,  c'eft-à-dlre ,  écrire ,  par 
ordre  de  grandeur ,  les  termes  où  cette  lettre 
a  des  expofants  confécutivement  plus  petits. 

2°.  Cette  difpofition  faite ,  on  fépare  le 
dividende  du  divifeur  par  un  trait ,  &  on  pro- 
cède à  la  divifion  en  prenant  feulement  le 
premier  terme  du  dividende  que  l'on  divife, 
iuivant  les  règles  données  ci-deffus  (30,  ji 
6c  J4.) ,  par  le  premier  terme  du  divifeur ,  & 
l'on  écrit  le  quotient  fous  ïe  divifeur. 

5°.  On  multiplie  fucceflivement  tous  les 
termes  du  divifeur  par  le  quotient  qu'en 
vient  de  trouver ,  &  on  porte  les  produits 
fous  le  dividende ,  en  oblervant  de  changer 
leur  figne. 

4°.  On  fouligne  le  tout  ;  &  après  avoir 
fait  la  tédudion  des  termes  fCmblables ,  on 
écrit  le  refte  au-deffous  pour  commencer 
une  féconde  divifion  de  la  même  manière , 
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en  prenant  pour  premier  terme  celui  des 
termes  reftants  qui  a  le  plus  fort  expofant. 

Sur  quoi  il  faut  remarquer  qu'Ici ,  comme 
dans  la  multiplication  ,  on  doit  avoir  égard 
aux  fignes  du  terme  du  dividende  &  du  terme 
du  divîfeur  que  Ton  emploie  :  la  règle  eft  la 
même  que  pour  la  multiplication ,  c  eft-à- 
dire,  que 

Si  ie  dividende  &  le  div'ifeur  ont  k  même 
Jîgne  ^  le  quotient  aura  lejlgne  H- 

Si ,  au  contraire  ,  ils  ont  différents  fignes  ^ 
k  quotient  aura  lefigne  — . 

Cette  règle  pour  les  fignes ,  eft  fondée  (ùr 
ce  que  {Arith.  74  )  le  quotient  multiplié  par 
le  divifeur ,  doit  reproduire  le  dividende.  H 
faut  donc  que  le  quotient  ait  des  fignes  tels 
qu'en  le  multipliant  par  le  divifeur,  on  repro- 
duife  le  dividende  avec  les  mêmes  fignes  ;  or 
cette  condition  entraîne  nécelTairement  la 
règle  que  nous  venons  de  donner. 

Pour  procéder  avec  ordre ,  on  commen- 
cera par  les  fignes  ,  puis  on  divifera  le  coeffi- 
cient ,  enfin  les  lettres. 

Exemple.  , 

On  propofe  de  divifer  aa  —  hh  par  h  -t-  c; 

J'ordonne  le  dividende  ôc  le  divifeur  par 

rapport  à  1  une  ou  à  l'autre  des  deux  lettres  a. 
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&  5 ,  par  rapport  aa,  par  exemple  ;  &  je  les 
écris  comme  on  le  voit  ici  : , 

Divid . . . .  aa  —  bMa  +  b  Divifeur. 
■ —  aa  —  abla  —  £>  Quotient. 

Refte  .  .  .  .—ab  —  bb 
-^ab-\-bb 

Refte     o 

Le  figne  du  premier  terme  oa  du  divi- 
dende ,  étant  le  même  que  celui  de  a  pre- 
mier terme  du  divifeur ,  je  dois  mettre  -H  au 
quotient  ;  mais  comme  c'eft  le  premier  terme  , 
je  puis  omettre  le  Tigne  H-. 

Je  divife  aa  par  a  ,■  j'ai  pour  quotient  a  que 
j'écris  fous  le  divifeur. 

Je  multiplie  fuccefîivement  les  deux  ter- 
mes û  &  ^  du  divifeur ,  par  le  premier  terme  a 
du  quotient ,  &  j'écris  les  produits  aa  5c  ab 
fous  le  dividende  ,  avec  le  figue  — ,  contraire 
à  celui  qu'a  donné  la  multiplication  ,  parce 
que  ces  produits  doivent  Être  retranchés  du 
dividende. 

Je  fais  la  rédu£tion  en  effaçant  les  deux 
termes  aa  &c  —  aa  qui  fe  détrulfent;  il  me 
refte  —  ab ,  qui ,  avec  la  partie  reliante  —  bb 
du  dividende  ,  compofe  ce  qui  me  refte  à 
divifer. 

Je  continue  la  divifion  en  prenant —  aJpour 
premier  terme  de  mon  nouveau  dividende. 

Divifant 
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Dîvifant  —  ab  par  a^  j'écris  —  au  quo- 
tient ,  parce  que  les  fignes  du  dividende  & 
du  divifeur  font  différents.  Quant  aux  lettres, 
je  trouve  h  pour  quotient ,  &  je  Técris  à  la 
fuite  du  premier. quotient. 

Je' multiplie  les  deux  termes  ^  &  3  du  di- 
vifeur ,  par  le  terme  —  ^  du  quotient  ;  les 
deux  produits  font — ab  ^  —  bb  \]q  change 
leurs  iîgnes  '&  j'écris  -\-ab  ^-h  b  b  fous  les 
parties  reftantes  du  dividende.  Je  fais  la  ré- 
du£lion  en  effaçant  les  parties  femblables  & 
de  figne  contraire:  comme  il  ne  refte  rien, 
j'en  conclus  que  le  quotient  eu  a  —  b. 

On  auroit  pu  également  ordonner  le  divî* 
dende  &  le  divifeur  par  rapport  à  la  lettre  b , 
&  alors  on  auroit  eu  —  bb^+^aa  à  divifer 
par  b'^Uy  ce  qui  en  opérant  de  la  même 
manière ,  auroit  donné  —  b  -+-  a  pour  quo- 
tient,  quantité  qui  eft  la  même  que  a  —  b. 

Avant  que  de  pafler  à  l'exemple  qui  fuit , 
il  eft  à  propos  que  les  Commençants  s'exer- 
cent fur  les  exemples  de  la  Table  ci-jointc , 
pages6.  ^ 

3  7-  Si  après  avoir  ordonné  le  dividende 
&  le  divifeur  par  rapport  à  une  même  lettre , 
il  fe  trouvoit  plufieurs  termes  dans  lefquels 
cette  lettre  eût  le  même  expofant ,  on  difpo- 
feroit  ceux-ci  dans  une  même  colonne  ver- 
ticale ,  comme  on  le  voit  dans  l'exemple  fui- 
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vant;  &  dans  cette  difporition,  on  obfervji 
roit  d'ordonner  tous  les  termes  de 'chaque? 
colonne  par  rapport  à  une  même  autre  lettre. 

Exemple, 

On  propofe  de  dlvifer  ip  a'  é*-i-  ij  a'  5 
—^20  a* — loa'  c — 6a*bc-i-2aè'^c — j  a  b^, 
par  —  ja/- — f  c'-4- ô />.  J'ordonne  le  divi- 
dende &  le  divifeur,  par  rapport  à  la  lettre  c, 
ce  qui  me  donne — 20 a* -i-  i^  à* b —  10  a'  c 
-+-  \pa^  b^ — 6  a^  b  c~h2  ab'  c — j  ab'  a  dlvifer 
par  —  jû*  —  3  ab-\-  bb ;  mais  comme  il  y  a 
deux  termes  afFeciés  de  a' ,  deux  termes  af- 
fedds  de  a* ,  ôc  deux  termes  afFe£tds  de  a , 
je  le  difpofe  comme  on  le  voit  ici ,  en  or- 
donnant dans  chaque  colonne  j  par  rapport 
à  la  lettre  b. 

Divio.<  ■ — 


Refîe.. 

1  -i--i.^aib-\-\^,i-  b'—^ah^ 

"  \  —  iaa'c—6a--h--i-iLil<' 

Refle. . 

Refte.. 

0 

Je  procède  enfuîte  à  l'opération,  en  dîvi- 
fant — 20  tz*  premier  ter'me  du  dividende, 
par —  ça'  premier  terme  du  divifeur.  Cette 
opération  faite  fuivant  les  règles  ci-defTus, 
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me  donne  pour  quotient  -H  4  c'  ou  fimple- 
ment  4  a*,  parce  que  c  ell  le  premier  terme  ; 
je  l'écris  au  quotient. 

Je  multiplie  les  trois  termes  du  divifeur; 
fucceffivement  par  4ti%  &  changeant  les  fi- 
gnes  à  mefure  que  je  trouve  ces  produits  ,  je 
les  écris  fousie  dividende  ,  ce  qui  me  donne 
20  a* H-  i2a'^  —  4^"^*  dont  je  fais  la  réduc- 
tion avec  les  termes  du  dividende ,  &  j'ai 
pour  refte  &  pour  nouveau  dividende  -+- 
x^a^h — loa'c-Hi  jj*/"'  — 6a'^c-^ab^~{-2ah''c. 

Je  continue  la  divïfion  en  prenant  -f-  2  j  a*h 
pour  dividende ,  &  je  trouve  pour  quotient 
—foi;  j'écris  ce  quotient  ;  je  multiplie  ,  par 
cette  même  quantité  ,  les  trois  termes  du 
divifeur  ;  6c  changeant  les  fignes  à  mefure 
que  je  les  trouve  ,  j'écris  les  produits  fous 
mon  nouveau  dividende  ;  j'ai-  2  j  a'  3- 1 5  a*  i* 
-4- y  û  ^' ,  dont  falfanc  la  réduttion  avec  les 
termes  de  ce  même  nouveau  dividende  ,  j'ai 
pour  refte  6c  pour  troifieme  dividende 
—  10  û'  c  —  6  a*  hc~^~2ab^  c. 

Je  pafie  à  une  troifieme  divifion  en  pre- 
nant—  loû'c  pour  dividende:  je  trouve 
H-  a  a  c  pour  quotient  ;  je  fais  la  multiplica- 
tion ,  le  changement  de  fignes  ,  &  Ja  réduc- 
tion, comme  ci-devant,  &  il  ne  me  reft  rien; 
ainfi  le  quotient  eft  4  a*  —  j  û  è  -+-  2  ac. 
3  S-  il  arrive  fouvent  qu'une  quantité 
Ci) 
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réfiiltante  de  plulîeurs  opérations  différentes,' 
peut  être  mife  fous  la  forme  d'un  produit  ou 
réfultat  de  multiplication  :  lorfque  cela  ar- 
rivée ,  il  eft  très-fou  vent  utile  de  lui  donner 
cette  forme ,  en  indiquant  la  multiplication 
entre  fes  fadeurs.  Quoique  la  méthode  gé- 
nérale pour  découvrir  ces  fafteurs  dépende 
de  connoiffances  que  nous  ne  donnerons 
que  par  la  fuite  ,  néanmoins  nous  obferve- 
rons  que  lorfqu'on  s'eft  un  peu  familiarifé 
avec  la  multiplication  &  la  divifion  j  on  les 
apperçoit ,  dans  beaucoup  de  cas  ,  avec  fa- 
cilité. Par  exemple,  fi  on  avoit  à  ajouter 
5  ab — 3^c:-+-a%avec  3  ab-h^bc — 3a%  on  au- 
roit  8  ab  —  a^  qui ,  à  caufe  de  la  lettre  a  qui 
eft  fadeur  commun  des  deux  termes  Sab&c  a% 
peut  être  confidéré  comme  étant  venu  de 
la  multiplication  de  Sb  — a  par  a,  &  peut 
être  repréfenté  par  (83  —  a)  x  a.  Il  eft  utile 
de  s'exercer  à  ces  fortes  de  décompofitions. 

De  la  manière  de  trouver  le  plus  grand  commun 
divifeur  de  deux  quantités  littérales. 

^ p.  La  méthode  pour  trouver  le  plus  grand  commun  divî- 
feur  de  deux  quantités  littérales ,  eft  analogue  à  celle  que  nous 
avons  donnée  pour  les  nombres  (  Arith*  P5  ).  Il  faut ,  après 
avoir  ordonné  les  deux  quantifias  par  rapport  à  une  même  let- 
tre ,  divi(êr  celle  où  cette  lettre. a  le  plus  grand  expofant ,  par 
la  féconde  ,  &  continuer  la  divifion  jufqu'à  ce  que  cet  expofant 
y  (bit  devenu  moindre  que  dans  la  (èconde ,  ou  tout  au  plus 
égal.  On  divilè  enfiiite  la  féconde  ,  par  le  refte  de  cette  divi- 
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<Z^  4-  1  <2^  +  3* 

a'\-b 


la'b 
lab"- 


ab"^ 
b^ 


4-  ûJ  -H  la^b  4-  3^3*  -^  3^ 


à" 

"^ 

^a'b 
$  a  b 

-f- 

^ab"- 
ib^ 

— ■ 

3^3 

û5 

-f-  loa^b"- 
—  i^a^bi 
-h  Joab"^ 

-f- 

li  a'3* 
6^^ 

a' 


—  41  ^4  3  ^  jo  a^3^  —  45  a^b^  -f-i5  ^^'^  —  ^^^ 
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za^h-^  13^'^*  —  3  ah^  (-4 a^  -H  5  ai 


z  alh  —  1 5  a}b^  —  3  ab^ 
z  a^h  -H  1 5  û*^*  -f-  3  ^2^* 


{4g    -t- 


3^^ 


^^ 


r^ 


3^  — 


c^ 


a^  —  b^     ç  aS 

—  ^i<^  —  a^^î  |_"â^ 


aî^3  -f-  b^ 


h^ 


bi 


^,ab^  -^  6b^  f  f  flJ  .-  4  a^^  -+-  5  ^i*  —  3  ^î 
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Son  ,  &  avec  les  mêmes  conditions.  On  divifê  après  cela ,  le 
premier  reJfle  par  le  fécond  ,  &  Ton  continue  de  divifer  le 
refle  précédent  par  le  nouveau  ,  ju(qu*à  ce  qu'on  Coit  arrivé  à 
une  divifion  exade  :  alors  le  dernier  diviQur  au'on  aura  em- 
ployé, eft  le  plus  grand  commun  divilêur  chercné.  La  démon- 
Ûration  eft  fondée  fiir  les  mêmes  principes  que  celle  que  nous 
avens  donnée  en  Arithmétique, /;tf^^  pi. 

Avant  de  mettre  cette  règle  en  pratique,  nous  ferons  une 
oblervation  qui  peut  en  faciliter  Tufàge  ;  cette  obfêrvation  ell 
qu'on  ne  change  rien  au  plus  grand  commun  divi(êur  de  deux 
quantités  ,  lor(qu*on  multiplie  ou  îorfqu'on  dîvife  l'une  des 
deux  par  une  quantité  qui  n'efl  point  divilêur  de  l'autre ,  &  qui 
n'a  aucun  commun  divifbur  avec  cette  autre.  Par  exemple  ah  8c 
ac  ont  pour  commun  divifèur  a^  fi  je  multiplie  ab  par  J,  il 
deviendra  ahd  qui  n'a,  avec  ac  ,  d*autre  commun  divilêur 
que  a  ,  c'efl-dire  ,  le  même  qui  étoît  entre  ab  Scac. 

Il  n'en  fèroit  pas  de  même ,  (î  je  multipliois  a  b  par  un  nom- 
bre qui  fût  divifeur  de  de  ^  ou  qui  eût  un  fadeur  commua 
avec  ac\  par  exemple,  fi  je  multipliois  rt^par  f,  il  aevien- 
droit  abt\  dont  le  divifeur  commun  avec  ac  t&ac  lui-même. 
Pareillement ,  (î  je  multipliois  ab  par  t*  Jqui  a  un  fadeur  com- 
mun avec  a  c ,  j'aurois  abc d dont  le  dîvi&ur  commun  avec.atf 
eft  ac. 

40,  Concluons  de- là  i®.  que  fi  en  cherchant  le  plus  grand 
commun  divilêur  de  deux  quantités,  on  s'apperçoit  dans  le 
cours  des  divifions  que  Ton  fera  fiiccefïîvement ,  que  le  divi- 
dende ou  le  divilêur  ait  un  fadeur  ou  un  divifeur  qui  ne  foit 
point  fadeur  de  l'autre  ,  on  pourra  llipprimer  ce  fadeur. 

2°.  Qu'on  pourra  multiplier  Tune  des  deux  quantités ,  par 
tel  nombre  qu'on  voudra  ,  pourvu  que  ce  nombre  ne  lôit  point 
divifeur  de  l'autre  quantité ,  &  n'ait  aucun  fedeur  commun 
avec  elle. 

Appliquons  maintenante  règle ,  &  les  remarques  que  nous 
venons  de  faire.  "^ 

Suppoibns  qu'on  demande  le  pkis  grand  commun  divilêur 
de  a  a  —  -^ab^  zkb  &  aa  — ab — zbb.  Je  divilêla  première  par 
le  féconde  :  j'ai  i  pour  quotient ,  &—  i  û^  -f-  ^bb  paur  relie.  Jo 
vais  donc  divilêr  aa  ^  ab  —  zbb^  par  le  relie  —  a  ^3  -4-  4  /^/^  ; 
mais  comme  celui-ci  a  pour  fadeur  i  b  qui  n'ell  point  fadeur 
du  nouveau  dividende,  je  lupprime  ce  fadeur  liJ,  &  je  me  con- 
tente de  chercher  le  commun  divifeur  de  ^w  —  ab — zhb  S(  — cî 
-t-i^,  c'ell-à-dire,  de  divilêr  aa^-^ab-^^  zWpar  —  a  -h  i  ^  >ia 
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divllïon  (é  fait  exaiflemert.  J'en  conclus  que  — B+ i^  eS  le 
pins  grand  commun  dîïifeur  des  deux  quanlïtés  pcopofires. 

Propoibns-rioij!  pour  fécond  exemple  ,  de  trouver  le  pins 
grand  commun  divifeur  des  deux  quantités  ^  a'  —  lia^i 
-Ml  ai' — 6è<  Se  7a''—  t^aB-t-C-b^.  Ufaudrcît  doncdiviftr 
la  première  de  ces  deux  quantités,  pat  la  iêconde;  mais  comme5 
ne  peut  éire  dîvilc  exaCt;ment  par  7,  je  muliipiierii  la  pre- 
rnieie  par  7,  qui  n'étant  point  f.âeur  de  tous  les  termes  de  la 
Iêconde  ,  ne  peut  rien  changer  au  commun  di'ifeur.  J'aurai  donc 
îfa' — I  t6a°6-(-77jê* — 4ii'  àdiviferparyti' — 13  ab-i-ôi''' 
En  faifant  la  divUïon ,  j'aurai  t  ^  pour  quotient ,  &  pour  refle 
—  Il  a*i-t-  47£ii' — nib'.  Comme  l'expotànt  Je  ri  dans  celui-ci 
eft  encore  égal  à  celui  de  a  dans  le  divîlêur ,  je  puis  continuer  1» 
divilïon  ;  mais  j'obtèrve  ,  qu'il  faudra  encore ,  par  la  même  rai- 
fon  que  cî-delTus ,  multiplier  par  7  ;  d'ailleurs  je  remarque  que 
je  puis  ôtef  /•  dans  tous  les  termes  de  -  iMrè-t-  47a J'-  41^'  , 
parce  qj'il  n'eft  point  fadeur  commun  de  tous  les  termes  du 
divifeur  711*  —  z;aA  -v  6i^  ;  j'aurai  donc,  d'après  ces  obferva- 
tîons ,-  77£i*-4-  jiçaB-  ;p4^'  àdivifer  par  ja^'-i}  ai -h  &b^; 
faifânt  la  divifion,  j'ai  —  11  pour  quotient,  &  Ttiih  -  iiBA'-pout 
refte.  Je  vais  doncdiviJër7a*— ij  ai -t- si*  qui  m'a  (érvi  de 
divifeur  jurqu'îci  ,  par  le  relie  76  ah —  11 B  i=,  ou  plutôt  par 
76  a  —  iiSi.  Pour  que  la  divifion  pût  fe  faire ,  il  faudrcit  mul- 
tiplier la  première  de  ces  deux  quantités  par  76  ;  mais  avant  de 
faire  cette  multiplication,  il  faut  favoîri!  76  n'eft  pss  facteur 
de  toute  la  quantité  76  a  —  ii3  !•,  ou  s'il  n'a  pas  quelqu'un  de 
fts  fafteurs  qiii  en  lôit  fcfteur  commun.  Or  je  remarque  que 
76  eft  î  fois  darç  ^î3  f  ;  &  comme  il  n'eft  pas  f.iâeur  de  tu'- 
i;  aft^6*%ic  fupprime  dars  le  divi(ëur  76  d  —  iiE  h,  le 
fafliur  t6,  &  j'ai  7  a'  —13  ilh  -h  6 h'- à  divifer  par  a  —  t  * 
feulement  ;  la  divîfioii  fdile  ,  il  ne  refte  rien  i  d'oii  je  conclus 
que  le  commun  diviiêur  des  deux  quantités  propolëes,  eflii-3i. 

Des  Fraclions  littérales. 

41.  I-es  frayions  lîttiîrales  fe  calculent 
fuîvant  les  mêmes  règles  que  les  fradions 
rumi5riques ,  mais  en  appliquant  en  même 
temps  les  règles  que  nous  avons  donndes 


Wt,  Mathématiques, 
cî-deflus  concernant  l'addition,  la  fouRra- 
£tîon  ,  ia  multiplication  &  ]a  divïfion.  Com- 
me cette  application  eft  facile  ,  nous  la 
ferons  très-fommairement. 

4  2.  La  fraftion  y  peut  être  transformde, 
fans  changer  de  valeur,  en"-,  ou^,  ou 
■^j-rj"^  i  ^  ^'"'î  '^"  fuite. 

^n  effet,  ces  dernières  ne  font  autre  cfaofe 
que  la  première  dont  on  a  multiplia  les  deux 
termes ,  par  c  dans  le  premier  cas ,  par  a  dans 
le  fécond  ,  &  par  a~^  b  dans  le  troifieme  , 
ce  qui  {Arith,  88)  n'en  change  pas  la  valeur. 

4  3  ■  La  fraction  ^^  eft  la  même  chofe 


que-r;  la  fraûïon- 


'  eft  la  même  que 


.  Cela  eft  évident  {Arith.  8g) ,  en  dî- 

H  -t-  3L-  '"  _  ■'^  ' 

vifant  les  deux  termes  de  la  première ,  par  a  c, 
&  les  deux  termes  de  la  troifieme ,  par  5  12*. 
Au  refte  cette  rëduflion  des  fractions  à  leur 
plus  fimple  expreifion  eft  comprife  dans  ce 
qui  a  été  dit  (^5). 

I  44.  La  régie  générale  &  la  plus  sîire  pour  réduire  une  frac- 

i  rion  quelconque  a  les  moindres  termes,  efl  de  divîiêr  les  deux 

I  lermes  par  leur  plus  grand  commun  divilcur  que  l'on  trouve 

I  par  ce  qui  a  été  die  (  3  5  &  40). 

f  4  5"  Po^^"^  réduire  à  une  feule  fraâion  une 

1      quantité  compofée  d'un  entier  &  d'une  frac- 
1     tJon,  il  faut,  comme  en  Arithmétique,  multi- 


'  a 
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plier  rentier  par  le  dénominateur  de  la  frac- 
tion qui  l'accompagne.  Par  exemple ,  c-h  —  , 
peut  être  changé   en  ^^-; — '-.   De  même  , 

(/-lié     -.      ,7    .    \  ah-ad-i-cd-ab  , 

-, — ;-  ,  fe  réduit  a — y— ,  en  mul- 

tipliant  l'entier  a  par  le  dénominateur  b — -d. 

Lorfqu  à  la  fuite  de  ces  opérations  j  il  fe 

trouve  des  termes  femblables  ^  il  ne  faut  pas 

oublier  de  les  réduire  i  ainfi  dans  le  dernier 

exemple ,  la  quantité  a  -h  —.—"i  ■  s  ^té  chan- 

gee  en ySTd ^"'      réduit    -  -j_— — 

ou  '~T^-f  ei^  effai^ant  les  deux  termes  ah  àc 
—  ab  qui  fe  détruifent. 

46^.  Pour  tirer  les  entiers  qu'une  fra^lion 
littérale  peut  renfermer,  cela  fe  réduitïcomme 
en  Arithmétique,  à  dîvïfer  le  numérateur, 
parle  dénominateur,  autant  qu'il  eft  pcflible, 
&  en  fuivant  les  règles  données  ci-defTiis 
pour  la  divifion  ;  ainfi  la  quantité  — — ^ — -y 
peut  être  réduite  à  3  è-+-c-i ;  pareiile- 

h-    ,a--\-iab  +  ^bb  +  cc     ~       ,  ,    ■ 
quantité r ,  fe  réduit 

àû-f-a^H- j^^Yî  »  ^"  faifant  la  divïfion  par 
a~h  2  b. 

47-l''our  réduire  plufieurs  fra£tions  litté- 
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même  qu*en  Arithmétique  :  ainfi  pour  réduire 
à  un  même  dénominateur  ,  les  trois  fra£lions 

T-^  "7^  -çy  je  multiplie  les  deux  termes  ai^h 

de  la  première ,  par  àf  qui  eft  le  produit  des 
dénominateurs  des  deux  autres  fraûions,  Ôc 

j'ai  Ydf  J^  multiplie  de  même  les  deux  ter* 

mes  c  &  ^de  la  féconde,  par  ^/produit  des 

deux  autres  dénominateurs,  6c  j'ai  ^-^,;  enfin 

je  multiplie  les  deux  termes  e  &/de  la  der- 
nière,  par  3  ^  produit  des  dénominateurs  des 

deux  autres,  ^ï^^jTfy  ei'^foi'te  que  les  trois 
fradions ,  réduites  au  même  dénominateur  , 

j      .  adf     h  c  f\     h  de 

deviennent  ^-^^  ^,,  ^.. 

On  fe  conduiroit  de  la  même  manière  ^  fî 
les  numérateurs  ou  les  dénominateurs ,  ou 
tous  les  deux  étoient  complexes  ,  mais  en 
pbfervant  les  règles  de  la  multiplication  des 
nombres  complexes.  Ceft  ainfi  qu'on  trou- 
vera que  les  deux  fi:a£lions  ^-^j^  &  ^^ ,  ré- 
duites au  même  déaominateur ,  deviennent 

=-. —  ,  & ",-, y  en  multi- 

aa-^bb         *  aa  —  bb 

pliant  les  deux  termes  de  la  première  par 
a  —  ^ ,  &  lés  deux  termes  de  la  féconde 
par^-H-^. 
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48-  Quand  les  dénominateurs  ont  un  dî- 
vîfeur  ou  fatleur  commun,  on  peut  réduire 
les  fractions  à  un  même  dénominateur  ,  plus 
fîmplement  que  par  la  règle  générale  :  pat 
exemple  ,  fi  j'avois  les  deux  fraftions  j-, ,  .jz\ 
je  vois  que  les  deux  dénominateurs  feroienr 
les  mêmes  fi/étoit  faiseur  du  premier,  &  c 
facteur  du  fécond  ;  je  multiplie  donc  les  deux 
termes  de  la  première  fraclion  par/,  &  les 
deux  termes  de  la  féconde,  par  c;  ce  qui  me 
donne  j^^&  ^-^plus  fimples  que  ^^&  j^^ 
que  j'aurois  eues  en  fuîvant  le  règle  générale. 
Si  j'avois  les  trois  fradions  ~ ,  co  ~  î  j^ 
vois  que  fi/^étoit  fafteur  du  dénominateur 
de  la  première;  cç,  de  celui  de  la  féconde  ; 
&  iy,  de  celui  de  la  troifieme ,  les  trois  fra- 
ctions auroient  le  même  dénominateur  ;  je 
multiplie  donc  les  deux  termes  de  la  pre- 
mière, par/e-;  L's  deux  termes  de  la  féconde, 
par  cg\  &  les  deux  termes  de  la  troifieme  , 
par  ^/;&  j'ai  ^,  ff,  ^. 

Un  peut  appliquer  cela  aux  nombres,  en 
les  décompofant  en  leurs  fa£teurs.  Par 
exemple  ^V  ^  ir  ^^"t  la  même  chofe  que 
■: —  6c  -^;  je  multiplie  donc  les  deux  ter- 
mes  de  la  première  par  ^ ,  &  les  deux  termes 


I 
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3e  la  féconde  par  3  ,  6c  j'ai  77  &  :^. 

4 p.  A  regard  de  Taddition  &  de  la  fouftra- 
ûion,  lorfqu'on  a  réduit  les  fra£Uons  au  mê- 
me dénominateur ,  il  ne  s'agit  plus  que  de 
faire  l'addition  ou  la  fouflraftion  des  numéra- 
teurs. Ainfi ,  les  deux  fradions  "*"-^  &  — \  » 
réduites  au  même  dénominateur ,  ont  donné 
ci-delTus TT & ri ; , 

aa^  bb  aa-^  bb  '' 

fi  donc  on  veut  ajouter ,  on  aura ........ 

ab-i^ac-bb-- bc-haa^iac-h^b-ibc        .^      /i    •    > 

7x qui  fe  réduit  a 

%ab — ac  —  bb-^zbc^aa      a  •  /^  i» 

ri .  Au  contraire ,  fi  1  on 

a  a  —  b  b  '      ^ 

veut  retrancher  la  féconde  de  la  première , 

ab-hac'-^bb  —  bc  —  aa^  zac^^ab  -^  ibc 

on  aura -r7 

aa  —  bb 

qui  le  réduit  a rr . 

50.  Remarquons,  en  paflant,  que  pour 
retrancher  la  féconde  fradion ,  nous  avons 
changé  les  fignes  du  numérateur  feulement  : 
fi  Ton  changeoit  les  fignes  du  numérateur  & 
du  dénominateur  en  même-temps  ,  on  ne 
changeroit  point  la  fraction  ,  &  par  confé- 
quent,  au  lieu  delà  retrancher,  on  l'ajoute- 

roit  ;  en  effet  ^  eft  la  même  chofe  que  ^ 

félon  la  règle  q  ji  a  été  donnée  (35). 

5  I.  Pour  multiplier  J,  par—;  on  écrira  || 


j 
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en  multipliant  numérateur  par  numérateur 
&  dénominateur  par  dénominateur ,  confor-  ! 
mément  aux  règles  de  l'Arithmétique  y  de 
même  ^  a'x'-b  donnera  ^  a  b. 

Si  Ton  avoit  -j  à  multiplier  par  c ,  on  pour- 
roit  coiifidérer  c ,  comme  étant  —,  ce  qui  ra- 
mené cette  multiplication  au  cas  précédent , 
&  donne  -j  ;  mais  on  voit  que  cela  fe  réduit 

à  multiplier  le  numérateur  par  l'entier  c  ;  nous 

f)rendrôns  donc  pour  règle  dorénavant ,  cel- 
e-ci,  pour  multiplier  une  fracllon  par  in  en- 
tier ^  ou  un  entier  par  une  fraâion ,  il  faut 
multiplier  le  numérateur  par  l'entier ,  6*  co/z- 
ferver  le  même  dénominateur. 

Si  le  numérateur  &  le  dénominateur 
étoient  complexes ,  on  leur  appliqueroit  la 
règle  de  la  multiplication  des  nombres  com- 
plexes. 

5  ^ •  I^our  dîvifer  ^)  P^^  7 î   Topération 

{Ariih.'  10^)  fe  réduit  à  multiplier  -f-par  —, 
ce  qui  s'exécute  par  la  règle  précédente ,  & 
donne  ^.  Et  pour  divifer—^^,  P^^  ~^  ^ 
cela  fe  réduit  à  multiplier  ^-^,  par  ^^-^^ ,  ce 
qui  donne  (7^rzy(T^;  ou  ^-^7^^)^  ou , 
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en  faifant  la  multiplication  indiquée  dans  le 

1  /  aa —  h  h 

^numérateur  .  , — — r-,* 


Enfin ,  fi  Ton  avoît  -j  i  divîfer  par  c , 

on  pourroit  confidérer  c  ,  comme  étant  —  ^ 
i.  ce  qui  rameneroitau  cas  précédent,  &  ré- 
[  duiroit  à  multiplier -j- par — ce  qui  donne 

:  ^  ;  d  où  Ton  voit  que  jpour  divifer  une  fra^ 

âionpar  un  entier  j  il  faut  multiplier  le  dénomi-- 
■  nateurpar  V entier ,  &  conjcrver  le  numérateur. 

Des  Equations. 

5  3  •  Pour  marquer  que    deux  quantités 

jfont  égales  ,   on  les  fépare  l'une  de  Tautre 

1  par  ce  figne  = ,  qui  fe  prononce  par  le  mot 

égale ,  ou  par  les  mots  eji  égal  à  y  ainfi  cette 

[îexpreffion  a=b ^k  prononceroit  en  difant 

a  égale  b  ^  ou  a  eft  égal  à  b. 

Uaffemblage  de  deux  ou  de  plufieurs 
[quantités  féparées  ainfi  par  le  figne  c=:  ^  eft 
[ce  qu'on  appelle  une  Equation.  La  totalité 
^es  quantités  qui  font  à  la  gauche  du  figné=, 
forme  ce  qu  on  appelle  le  premier  membre 
de  l'équation  ;  &  la  totalité  de  celles  qui  font 
&  la  droite  de  ce  même  figne,  forme  \t  fécond 
[membre.  Dans  l'Iquation  -j^— 3  =  aJc-+-7, 
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4a:  —  3  forme  le  premier  membre,  &  2  «  4-  7 
forme  le  fécond.  Les  équations  font  d'un 
très-grand  ufage  pour  la  réfolution  des  quef- 
tions  qu'on  peut  propofer  fur  les  quantités. 

Toute  queftion  qui  peut  être  réfolue  par 
l'Algèbre  ,  renferme  toujours  dans  fon  énon- 
cé ,  foitexplîcitementjfoît  implicitement,  un 
certain  nombre  de  conditions  qui  font  au- 
tant de  moyens  de  faifir  les  rapports  des 
quantités  inconnues ,  aux  quantités  connues 
dont  celles-là  dépendent.  Ces  rapports  peu- 
vent toujours ,  ainfi  qu'on  le  verra  par  la 
fuite,  être  exprimés  par  des  équations  dans 
Icfquelles  les  quantités  inconnues  6c  les 
quantités  connues  fe  trouvent  combinées 
les  unes  avec  les  autres,  &  cela  d'une  ma- 
nière plus  ou  moins  compofée ,  félon  que  la 
queftion  eft  plus  ou  moins  difficile. 

Ainfi  pour  réfoudre ,  par  Algèbre  ,  les 
queftions  qu'on  peut  propofer  fur  les  quan- 
tités ,  il  faut  trois  chofes. 

1°.  Saifir  dans  l'énoncé  ou  dans  la  nature 
de  la  queftion ,  les  rapports  qu'il  y  a  entre 
les  quantités  connues  &  les  quantités  in-  , 
connues.  C'eft  une  faculté  que  l'efprit  ac- 
quiert, comme  beaucoup  d'autres ,  par  Tu- 
fage  ;  mais  il  n'y  a  point  de  règles  générales 
à  donner  là-defius. 

2".  Exprimer  chacun  de  ces  rapports  j  par 
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une  ëquation.  Cette  condition  peut  être  ré- 
duite à  une  feule  règle ,  que  nous  expofe- 
rons  par  la  fuite  ;  mais  l'application  en  eft 
plus  ou  moins  facile  félon  la  nature  des 
[ueftions ,  la  capacité  &  l'exercice  que  peut 
Lvoir  celui  qui  entreprend  de  réfoudre. 

5".  Réfoudre  cette  équation  ,  ou  ces  équa- 
ions,  c'elî-à-dire,  en  déduire  la  valeur  des 
quantités  inconnues.  Ce  dernier  point  eftfuf- 
ceptible  d'un  nombre  .déterminé  de  règles  : 
c'eft  par  lui  que  nous  allons  commencer. 

Comme  les  queftions  qu'on  peut  avoir  à 
réfoudre,  peuvent  conduire  à  des  équations 
plus  ou  moins  compofés  ,  on  a  partagé 
celles-ci  en  plufieurs  clafles  ou  degrés  que 
l'on  dîftingue  par  l'expofant  de  la  quantité 
ou  des  quantités  inconnues  qui  s'y  trouvent: 
nous  ferons  connoître  ces  équations  à  me- 
fure  que  nous  avancerons:  celles  dont  nous 
allons  nous  occuper  d'abord  ,  font  les  équa~ 
lions  du  premier  de^ré.  On  nomme  ainfi  les 
équations  dans  leiquelles  les  inconnues  ne 
font  multipliées  ni  par  elles-mêmes  ,  ni 
entr'elles. 

\  Des  Equations  du  premier  degré  j  a  une 
feule  inconnue. 

5  4-  Réfoudre  une  équation ,  c'eft  la  ré- 
I  duire  à  une  autre ,  dans  laijueUe  l'inconnue , 
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ou  la  lettre  qui  la  repréfente ,  (e  trouve  feule 
dans  un  membre  ,  &  où  il  n'y  ait  plus  que  des 
quantités  connues  dans  l'autre  membre. 

Par  exemple,  fi  Ton  propofoit  cette  ques- 
tion :  Trouver  un  nombre  dont  le  quadruple 
ajouté  à  ^  y  donne  .autant  que /on  triple  ajouté 
à  12.  En  repréfentant  ce  nombre  par  x  y  fon 
quadruple  feroit  4  x  ,  lequel  ajouté  à  5  fait 
4  X  -h  3  ;  d'un  autre  côté  le  triple  de  ce 
même  nombre  :x:  eft  3  x  ,  lequel  ajouté  à  1 2 
fait  3  X -H  12  ;  puis  donc  que  40:-+-  3  doit 
donner  autant  que  3  :x:-i~  12  ,  il  faut  que  le 
nombre  x  foit  tel  que  l'on  ait4x-+-3  =  3x-f- 
12;  c'eft-là  l'équation  qu'il  s'agit  de  réfou- 
dre ,  pour  trouver  le  nombre  demandé. 

Or  il  eft  évident  que  puifque  les  deux 
quantités  féparées  par  Je  figne  = ,  font  éga- 
les ,  elles  le  feront  encore  ,  fi  l'on  retranche 
de  chacune  3  x ,  ce  qui  réduit  l'équation  à 
x-^  3  =  12;  enfin  ces  deux  ci  feront  en- 
core égales,  fi  de  chacune  on  retranche  le 
même  nombre  3  ,  ce  qui  donne  jc  =  p  , 
&  réfout  la  queftion  ;  car  il  eft  évident  que 
X  eft  connu  ,  puifqu'il  eft  égala  une  quantité 
connue  p. 

L'objet  que  nous  nous  propofons  ici ,  eft 
de  donner  des  règles  pour  ramener  Fcqua- 
tion,  dans  tous  les  ca^,  à  avoir  ainii  l'in- 
connue feule  dans  un  membre ,  &  n  avoir 

que 
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tiue  des  quantités  connues  dans  l'autre  mem- 
bre. Pour  une  queftion  auflî  fimple  que  celle 
que  nous  venons  de  prendre  pour  exemple , 
l'ufage  des  équations  feroit  fans  doute  fuper- 
flu  ;  mais  toutes  les  queftions  ne  font  pas  de 
cette  facilité  ;  &  il  nes'aglt  encore  que  de  faire 
entendre  comment  la  queftion  eft  réfolue, 
lorfque  l'inconnue  eft  feule  dans  im  membre , 
&  qu'il  n'y  a  plus  que  des  quantités  connues 
dans  l'autre. 

Les  règles  pour  réfoudre  les  équations 
iont  il  s'agit  ici ,  c'eft-à-dire,  pour  les  ré- 
,uire  à  avoir  l'inconnue  feule  dans  un  mem- 
bre ,  fe  réduifent  à  trois  ,  qui  font  relatives 
aux  trois  différentes  manières  dont  l'inconnue 
peut  fe  trouver  mêlée  ou  engagée  avec  des 
quantités  connues. 

Dorénavant  nous  reprë fente rons  les  quan- 
tités inconnues  par  quelques-unes  des  der- 
nières lettres  jc^j',  ^  de  l'Alphabet,  pour  les 
idiftinguer  des  quantités  connues  que  nous 
repréïenterons  ,  ou. par  des  nombres,  où  par 
les  premières  lettres  de  l'Alphabet. 
55-.  L'inconnue  peut  fe  trouver  mêlée 
avec  des  quantités  connues ,  en  trois  maniè- 
res ;  1°.  par  addition  ou  fouftradion  ,  comme 
dans  l'équation  x  -+-  3  =  j  —  x,  2°.  Par  addi- 
tion ,  fouftradion  &  multiplication ,  comme 
dans  l'équation  ^j;—.  6=  2X-\-i6.  3°.  Enfia 
Algèbre.  X> 


1 


yo  Cours 

par  addition  ,  fouftra£tion  ,  multipllcatiottj 
divifion  ,  comme  dans  l'équation 
=^-J  a;H-  17  ;  ou  par  ces  dtux  dernières  opé- 
rations feulement ,  ou  par  la  dernière  leu- 
lement. 

Voici  les  règles  qu'il  faut  fuivre  pour  dé- 
gager l'inconnue  dans  ces  différents  cas. 

j  é.  Pour  faire  pajfer  un  terme  quelconque 
d'une  équation  ,  d'un  membre  de  cette  équation 
dans  l'autre  i  il  faut  effacer  ce  terme ,  &  l'écrire 
dans  t autre  membre  avec  un  figne  contraire  à 
celui  qu'il  a  dans  le  membre  où  il  eji.  Sur  quoî 
il  faut  fe  rappeller  qu'un  terme  qui  n'a  pas  de 
figne  ,  eft  cenfé  avoir  le  figne  -f*. 

Par  exemple,  dans  l'équation  43: -+-5  = 
3JC  -+■  1 2  ,  fi  je  veux  faire  paffer  le  terme  H-  j 
dans  le  fécond  membre  ,  j'écris  43c  =  jjc  -f- 
j2 — 5  j  où  l'on  voit  que  le  terme  5  n'eft 

filus  dans  le  premier  membre;  mais  il  eft  dans 
e  fécond  avec  le  figne  — ,  contraire  au  figne  -+- 
qu'il  avoir  dans  le  premier. 

Cette  équation  réduite ,  revient  à  4X  =  jw 
H-  p  ;  fi  l'on  veut  maintenant  faire  pafl*er  le 
terme  ^x ,  dans  le  premier  membre  ,  on 
écrira  ^x  —  3^  =  j  ,  qui ,  en  réduifant ,  de- 
vient 3C  ;^  9. 

Pareillement,  fi  dans  l'équation  ja: — -7 
s=  21  —  4a:  j  je  veux  faire  pafiTer  le  terme 
p-  7  dans  ie  fecoiid  membre  ;  j'écrirai  ^x  == 
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Il  — ^-+-7  ,  qui  fe  réduit  à  ^x=2Z  —  AX'* 
fi  )e  veux  enfuite  faire  paffer  ^x  ^  j'écrirai 
Ç3C  -H  4x  =  2  8  ,  ou  ,  en  réduifant  ,  9x=  28, 
Nous  verrons  dans  quelques  moments , 
comment  s'achève  la  réfolution  de  cette 
équation. 

La  raifon  de  cette  règle  eft  bien  facile  à 
faifir.  Puifque  les  quantités  qui  compofenc 
lepretTiier  membre  font,  enfemble,  égales 
à  la  totalité  de  celles  qui  compofent  le  fé- 
cond ,  il  eft  évident  qu'on  ne  trouble  point 
cette  égalité  ,  fi  ayant  ajouté  ou  ôté  à  l'un 
des  membres  un  terme  quelconque  ,  on  ajou- 
te ,  ou  l'on  ôte  à  l'autre  ,  ce  même  terme  ; 
or  ,  lorfqu'on  efface  un  terme  qui  a  le  Hgne 
,  c'eft  diminuer  le  membre  ou  il  fe  trouve  : 
il  faut  donc  diminuer  l'autre  de  pareille 
quantité  ,  c'eft-à-dire  ,  y  écrire  ce  terme 
avec  le  figne  — .  Au  contraire  ,  lorfqu'on 
efface  un  ternie  qui  a  Je  figne  — ,  il  eft  évi- 
dent qu'on  augmente  le  membre  où  il  fe 
trouve  ,  il  faut  donc  augmenter  l'autre  ,  de 
pareille  quantité  ,  c'eft-à-dire ,  y  écrire  ce 
terme  avec  le  figne  H-. 

57.  On  voit  donc  que  par  cette  règle 
on  peut  faire  pafler  à  la  fois,  dans  un  même 
membre  ,  tous  les  termes  affedés  de  l'incon- 
nue ,  &  toutes  les  quantités  connues  dans 
l'autre.  On  choifira  d'abord  dans  quel  mem- 
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bre  on  veut  avoir  les  termes  affedés  de  ï'S 
connue  ;  cela  eft  indilrcreut  :  je  fuppofe  (^  ^ 
ce  foit  dans  le  premier.  On  écrira  de  nou- 
veau l'équation,  en  obfervant  de  conferver 
aux  termes  afFedés  de  l'inconnue ,  &  qui 
étoient  dans  le  premier  membre ,  les  lignes 
qu'ils  avoient  ;  on  écrira  ,  à  la  fuite  de  ceux- 
là  ,  les  termes  afFe£ié s  de  l'inconnue,  qui 
fe  trouvent  dans  l'autre  membre ,  mais  en 
obfervant  de  changer  leur  fîgne.  A  la  fuite 
de  tous  ces  termes  ,  on  écrira  le  figne  = ,  6c 
l'on  formera  le  fécond  membre  ,  en  écri- 
vant les  quantités  connues  qui  compofoient 
d'abord  le  fécond  membre  ,  en  les  écrivant, 
dis  -  je  ,  avec  les  mêmes  lignes  qu'elles 
avoient ,  &  enfuite  les  quantités  connues 
qui  étoient  dans  le  premier  membre  ,  mais 
en  leur  donnant  des  lignes  contraires  à  ceux 
qu'elles  avoient.  C'efl  ainfi  que  l'équation 
7x  —  8  ^  14  —  4JC  devient  -jx  -f-  4X  =  14 
•^-  8  ,  ou  I IX  =:  22.  Pareillement  l'équation 
aoc^-bc  —  cx  =  ac  —  hx^  devient  ax  —  ex 
•^bx-=ac  —  bc. 

58.  Il  peut  arriver,  par  cette  tranfpofi- 
tion,  que  ce  qui  refte  des  x,  après  la  réduc- 
tion ,  fe  trouve  avoir  le  ligne  —  ;  par  exem- 
ple, fi  l'on  avoit  jx —  8  =4^  —  12  ,enpaf- 
fant  tous  les  x  dans  le  premier  membre ,  on 
auroit^.T  —  ^x^—  124-  8,  qui  fe  réduira 
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s—  x*=  -=-  4  ;  alors  il  n*y  a  qu'à  changer  les 
lignes  de  Tun  &  de  l'autre  membre  ,  ce  qui, 
,dans  le  cas  préfent ,  donne  -4-  a:  =-4-  4 ,  ou 
X  =  4j.  En  effet ,  on  étoit  également  maître 
de  tranfpofer  les  x  dans  le  fécond  membre  , 
ce  qui  auroit donné  —  8-f-  \2=s^x — 35c, 
qui  îe  réduit  à  4  =  :v ,  qui  eft  la  même  chofc 
.  aue  x=:  ^, 

5  9.  On  peut  fou  vent  abréger  la  réduc- 
tion de  Téquation ,  lorfqu^elle  eft  numérique ,' 
ou  lorfque  étant  littérale ,  elle  renferme  des 
quantités  femblables.  Si  ces  quantités  ont 
le  même  figne  dans  différents  membres^ 
on  efface  Tune^  &  on  diminue  l'autre  de 

J)areille  quantité  ;  au  contraire  on  les  ajoute  , 
orfqu'elles  ont  différents  lignes.  Par  exem- 
ple y  dans  Téquation  6b  —  4a  H-  2x  =  $a 
^  3x  y  j'efîàce  2X  dans  Je  premier  mem- 
bre ,  &  j'écris  feulement  x  dans  le  fécond , 
j'efface  $a  dans  le  fécond ,  &  j'augmente  ^a 
de  y  j ,  ce  qui  me  donne  tout  de  fuite  61^  — 
^a  =  x^  On  voit  donc  que  s'il  fc  trouvoit  de 
part  &  d'autre  ,  des  termes  parfaitement 
égaux  &  de  même  figne ,  on  pourroit  les^ 
fupprimer  tout  de  fuite  ;  c'eft  ainfî  que  l'équa- 
tion ja  -H  aè  ==  ja  -H  X ,  fe  réduit  tout  de 
fuite  h  2^  =  X. 

60.  Lorfqu'on  a  paffé  dans  un  membre, 
tous  les  termes  affedés  de  l'inconnue  ,   & 
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toutes  les  quantités  connues  dane  l'autre  mé 

bre  ;  s'il  n'y  a  point  de  fradîons  dans  l' équa- 
tion ,  il  ne  s'agit  plus  que  d'exécuter  la  règle 
fuivante,  pour  avoir  la  valeur  de  l'inconnue. 
Ecrive'^  l'inconnue  feule  dans  un  membre  ,  & 
donne^pour  divifeur  au  fécond  membre ,  la  quan- 
tité qui  multipliait  tinconnue  dans  le  premier. 

Par  exemple  ,  dans  l'équation  ix  —  8  = 
14  —  -jjc  que  nous  avons  traitée  ci-deflus  , 
nous  avons  eu  j  par  la  rranfpofition  &  la  ré- 
duiSion  ,  I  ijc  =  22  ;  pour  avoir  x  ,  je  n'ai 
autre  chofe  à  faire  qu'à  écrire  x^~ ,  qui  fe 
réduit  à  a:  =  2  ;  c'eft-à-dire ,  écrire  x  feul  dans 
le  premier  membre  ,  &  faire  fervir  fon  multi- 
plicateur 1 1  ,  de  divifeur  au  fécond  membre 
3.2.  En  effet,  lorfqu'au  lieu  de  iiac,  j'écris 
feulement  x,  je  n'écris  que  la  onzième  partie 
du  premier  membre  i  il  faut  donc  ,  pour  con- 
ferver  l'égalité ,  n'écrire  que  la  onzième  partie 
du  fécond  membre ,  c'eft-à-dire ,  divifer  le 
fécond  membre  par  1 1 . 

Pareillement,  fi  l'on  propofoit  l'équation 
ijjc  —  i-j  =  4x-t-2j  ;  après  avoir  paffé  (j5) 
tous  les  X  d'un  côté ,  &  les  quantités  connues  , 
de  l'autre  ,  on  aura  izx  —  4a:  =^  aj  H-  ly  , 
ou ,  en  réduifant ,  8x  =  4,0  ;  maintenant  pour 
avoir  jc,  j'écris  x,  =-V^,  qui  fe  réduit  à  Jc=r  y. 
Car,  lorfqu'au  lieu  de  Zx  j'écris  x  feulement, 
je  n'écris  que  la  huitième  partie  du  premier 
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membre  ;  je  dois  donc ,  pour  maintenir  l'éga- 
lité, n'iîcrire  que  la  huitième  partie  du  fécond 
membre,  c'efl-à-dire,  n'écrire  que  ^. 

Si  les  quantités  connues  qui  multiplient  x, 
au  lieu  d'être  des  nombres ,  étoîent  repré- 
fentées  par  des  lettres ,  la  règle  ne  feroit  pas 
différente  pour  cela  :  ainfi  dans  l'équation 
ax  =  hc  f  il  n'y  a  autre  chofe  à  faire  j  pour 
,  avoir  jc,  que  d'écrire  x  .= —. 

Si  après  la  tranfpofition  faits  >  il  y  a  plu- 
fieurs  termes  affi^dés  de  l'inconnue  ,  la  règle 
efl  encore  la  même  j  ainfi ,  dans  l'équation  ax 
'^hc  —  cjc  =  ac  —  bx  y  que  nous  avons  eue 
ei-defllis ,  on  a,  après  la  tranfpofition  ,  ax — ex 
H-  tjc  =  ûc  —  bc  ;  pour  avoir  jc  ,  il  ne  s'agit 
plus  que  d'écrire  Jt:=^^^^  ;  c'eft-à-dire  , 
écrire  x  feul  dans  un  membre ,  &  donner  pour 
divifeur  au  fécond,  la  quantité  qui  mukiplioic 
X  dans  le  premier ,  laquelle  eft  ici  a  —  c  -+-  ^, 
puifquela  quantité  ax — cx-\-bx  eft  x  multi- 
plié par  la  totalité  des  trois  quantités  a — c-A-b. 

6l.  On  voit  donc  que  lorfqu'aprcs  la 
tranfpofition  ,  il  y  a  plufieurs  termes  afteâés 
de  jc ,  on  doit ,  pour  avoir  la  valeur  de  x  , 
divifer  le  fécond  membre  par  la  totalité  des 
quantités  qui  affeftent  x  dans  le  premier  ,  en 
prenant  ces  quantités  avec  leurs  fignes  tels 
Div 
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qu'Us  font.  Far  exemple ,  dans  IVquatîort 
ax  =  bc  —  2JC ,  on  a  ,  par  la  tranfpofition  , 
ûa:  -+-  2JC  =  bc  ;  &  en  appliquant  la  règle 
a£lueUe  ou  la  divifion ,  on  aura  x  =  -^.  De 
même ,  l'équation  x  —  ab  =  bc  —  ax^  donne 
par  la  tranfpofition  x  -+-  jx  =  3c  -+-  ûè ,  &  par 
conféquent  x  =  -^— - —  ;  car  il  ne  faut  pas 
oublier  ici  (  5  )  que  le  multiplicateur  de  x 
dans  le  premier  terme  de  jc -t- ax ,  eft  i  j  en 
forte  que  dans  x  -\-  ax,  x  eft  multiplié  par 
I  -+-  a  ;  en  effet ,  dans  x  ~^ax  y  x  {t  trouve 
I  fois  de  plus  que  dans  ax, 

fi  2.  S'il  fe  trouvoit  quelque  quantité  qui 
fût  fa£lexir  commun  de  tous  les  termes  de 
l'équation ,  on  pourroit  fimplifier  ,  en  divî- 
fant  tous  les  termes  par  ce  fa£leur  commun  : 
par  exemple,  dans  l'équation  ijW  =  2jab 
H-  6bx ,  je  diviferois  par  ^b  qui  eft  fad:eur 
commun  de  tous  les  termes  ;  &  j'aurois  ^b 
=  9a  -+■  2X  ,  qui,  par  la  tranfpofition  ,  de- 
vient j&  —  ^a^^ax  ,àc  enfin  par  la  divifion , 

1  <5  —  pa  (A  —  ?a 

donne  — — -  =  x  ou  a:  :^ . 

6  3-  Les  règles  que  nous  venons  de  don- 
ner ,  ont  toujours  lieu  ,  lors  même  que  les 
différents  termes  de  l'équation  ont  des  déno- 
minateurs ,  pourvu  que  ces  dénominateurs 
ne  contiennent  pas  l'inconnue  i  mais  comme 
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l'application  de  ces  règles  efl  plus  facile  pour 
les  Commenc;ants  ,  lorfqu'il  n'y  a  pas  de  frac- 
tions dans  l'équation  ,  nous  allons  ajouter  ici 
une  règle  pour  faire  difparoitre  les  dénonÙT 
nateurs. 

64.  Pour  changer  .une  équation  dans  la- 
quelle il  y  a  des  dénominateurs ,  en  une  autre 
dans  laquelle  il  n'y  en  ait  plus ,  il  faut  muld-i, 
plier  chaque  urmequi  n'apas  de  dénominateur, 
par  le  produit  de  tous  Us  dénominateurs  ;  & 
multiplier  le  numérateur  de  chaque  fraâion  , 
yar  le  produit  des  dénominateurs  des  autres  frac- 
tions feulement. 

Par  exemple  ,  fi  j  avois  l'e'quatlon  —  -+-  4 
'=  ---+-'12  —  -  -  i  je  multipUerois  le  numé- 
rateur 2X  de  la  fra£tion  —  ,  par  3  5  ^  produit 
des  deux  'dénominateurs  j  &  7 ,  ce  qui  me 
donneroit  yox.  Je  multipiierois  le  terme  4 , 
qui  n'a  point  de  dénominateur  ,  par  105", 
produit  des  trois  dénominateurs  3  ,  j- ,  7  ,  ce 
qui  me  donneroit  .J20.  Je  multipiierois  le 
numérateur  ^x  de  la  fra£tion  —,  par  21  ^ 
produit  des  deux  dénominateurs  3  &  7 ,  & 
j'aurois  84X.  Je  multipiierois  12  ,  qui  n'a  pas 
de  dénominateur,  par  le  produit  loj  des 
trois  dénominateurs,  &  j'aurois  1260.  Enfin 
je  multipiierois  le  numérateur  yx  de  la  frac-. 


tion  *  j  par  i  j  ,  produit  des  deux  autres  d<â 
nominateurs,  ce  qui  me  donne  -^^x  ;  en  forî 
que  l'équation  propofée  ,  eft  changée 
celle-ci  yojc  -\-  420  =  S^jc-H  1260  —  j^x 
dans  laquelle ,  pour  avoir  jc ,  il  ne  s'agit  \  '  ' 
que  d'appliquer  hs  deux  règles  précédent» 
Par  la  première  (j5}  on  changera  cette  équa 
tion  en  70JC  —  S-^x-h  yfx  =  1260  — 4.2^ 
ou  ,  en  réduifantj  6ix  ^=  840  ;  &  par  la  f 
conde  {60)  ,«=>—,  qui  en  faifant  la  divà 
fion  ,  fe  réduit  a  x  =  i  J  ^^. 

La  raifon  de  cette  règle  eft  facile  à  : 
cevoir,  H  l'on  fe  rappelle  ce  qui  a  été  < 
{Arith.  iji  )  pour  réduire  plufieurs  fradiod 
au  même  dénominateur.  En  effet ,  fi  daj 
l'équation  propofée  -*-+-4  =  '^^-f- 12- 
on  vouioit  réduire  au  même  dénominateuri 
les  trois  frayions— ,—  ,^-,  il  faudroit  mul- 
tiplier  leurs  numérateurs  par  les  mêmes 
nombres  par  lefquels  notre  règle  actuelle 
prefcrit  de  les  mulcipiier ,  &  donner  à  ces 
nouveaux  numérateurs ,  pour  dénominateur 
commun  ,  le  produit  de  tous  le-s  dénomina- 
teurs ;  en  forte  que  l'équation  propofée  feroit 
changée  en  cette  autre  ■^^  H- 4  =  ^''^  -î-  la 
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^— ^^  ,  qui  eft  la  même  dans  le  fonds,  puif- 
que  (  Ar'uh.  88  )  les  nouvelles  fraSions  font 
les  mêmes  que  les  premières.  Maintenant , 
fi  ncHis  voulons  auffi  réduire  les  entiers  en 
fraction,  il  faut  {/ir'uh.  85)  multiplier  ces 
entiers  par  le  ddnominateur  de  la  fiadion 
qui  les  accompagne  ,  c'eft-à-dire ,  ici  par  i  oy 
qui  a  été  formé  du  produit  de  tous  les  dé- 
nominateurs qui  fe  trouvent  dans  l'équation  ; 

alors  on  aura = ;  mais 

il  eft  évident  qu'on  peut ,  fans  troubler  l'éga- 
lité ,  fupprimer  de  part  &  d'autre  le  dénomi- 
nateur commun,  puïfque  fi  ces  deux  quantités 
font  égales  étant  divifées  par  un  même  nom- 
bre ,  elles  doivent  Têtre  aufli  fans  cette  divi- 
fion  j  on  a  donc  alors  70X  -+-  420  =  84.x 
-+-  1260  —  7JX  ,  comme  ci-deflus. 

6')-  Si  les  différents  termes  qui  compo- 
fent  l'équation  ,  font  tous  des  quantités  lit- 
térales ,  la  règle  ne  fera  pas  ,  pour  cela , 
différente.  Il  faut  feulement  obferver  les  rè- 
gles de  la  multiplication  des  quantités  littéra- 
les :  ainfi  dans  l'équation  —  -\-b=^  ~\ , 

je  multiplie  le  numérateur  ax  par  le  pro- 
duit cd  des  deux  autres  dénominateurs ,  ce 
qui  donne  acdx.  Je  multiplie  le  terme  -4-^, 
par  le  produit  ^c*^  de  tous  les  dénominateurs. 
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&  j'ai  -V- ^*  cd.  Je  multiplie  ex  par  ^c,  & 
j'ai  ic*  jcy  enfin  je  multiplie  ah  par  l^d,  & 
j'ai  tz^*  t/,'  en  force  que  l'dquacion  devient 
acdx  •+-  /l'cd  =  ifc'-x-i-  ab^ d ,  laquelle, 
par  tranfpofition ,  donne  acdx  —  kcx  =  a^^d 

' —  b'^cd ,  &  (d  1  )  par  divifion  x  =  — tttttx» 
^d.  Lorfque  les  dénominateurs  font  com- 
plexes ,  on  peut ,  pour  foulager  lefprit ,  com- 
mencer par  indiquer  feulement  les  opéra- 
tions, pour  les  exécuter  enfuite  ;  ce  qui  eft 
plus  facile  en  les  voyant  ainfi  indiquées  :  par 

exemple  ,  fi  j'avois  - — r  -^  Ah  = -,  ;  j'd- 

crirois  tucx  (3a-hi)-f-4i^x  {a — h)  x  (511-+-^) 
=  ex X  (a  —  h)  ;  alors  fàifant  les  opérations 
indiquées,  j'aurois  3û'x-h  aôx -4-  xia^b  — 
%ab^  —  4e'  =^  acx  —  hcx i  tranfpofant ,  jiî'jc 
H-  abx  —  acx  H-  hcx  =  4^'  -i-  8d/>*  —  1 2fl''j  ; 
&  enfin,  (6^1)  en  divifant  Je= 7 r. 

Application  des  principes  précédents  à 

La  réfoiution  de  quelques  quejiions 

Jîmples. 

67 •    Quoique  nous  nous  fovons  propofé  - 
de  ne  traiter  avec  quelque  détail ,  des  ufages 
de  l'Algèbre  ,  que  dans  la  féconde  fettion  , 
nous  croyons  néanmoins  à  propos  de  préparer 
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a  ces  ufâges  ^  en  appliquant  dès  à  préfent  les 
principes  précédents ,  à  quelques  queftions 
affez  faciles.  Cela  nous  donnera  lieu  d'ail- 
leurs de  faire  quelques  remarques  utiles  pour 
la  fuite. 

Les  règles  que  nous  venons  de  donner  ;: 
font  fufïifantes  pour  réfoudre  toute  queftion 
du  premier  degré ,  lorfqu'une  fois  elle  eft 
exprimée  par  une  équation.  Pour  mettre  une 
queftion  en  équation  ,  on  peut  faire  ufage  de 
la  règle  fuivante  :  Repréfente':^^  la  quantité  ou 
les  quantités  cherchées  j  chacune  par  une  lettre; 
&  ayant  examiné  avec  attention  ,  ïétat  de  la 
queftion  ^  faites  y  à  Vaide  desfignes  algébriques , 
fur  ces  quantités  ^  fur  les  quantités  connues  ^ 
les  mimes  opérations  &  les  mêmes  raifonnements 
que  vous  ferie'i^^y  fi  connoiffant  les  valeurs  des 
inconnues  ^  vous  vouIut^  les  vérifier. 

Cette  règle  eft  générale ,  &  conduira  tou- 
jours ^à  trouver  les  équations  que  la  queftion 
peut  fournir.  Mais  il  eft  bon  d'en  diriger 
l'application  par  quelques  exemples. 

Queftion  première  :  Un  père  &  un  fils  ont 
cent  ans  à  eux  deux  :  le  père  a  40  ans  plus  que 
le  fils  :  on  demande  quel  efi  l'âge  de  chacun  ? 

Avec  une  attention  médiocre  ,  on  voit 
que  la  queftion  fe  réduit  à  celle-ci  :  Trou- 
ver deux  quantités  qui  réunies  faffent  1 00 , 
&  dont  l'une  furpaffe  l'autre  de  ^q,  Or  il  eft 
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facile  de  voir  que  dès  que  l'une  de  ces  quan- 
tités fera  connue ,  la  féconde  le  fera  aufli  , 
puifque ,  il  la  plus  grande ,  par  exemple  , 
écoit  connue,  il  ne  s'agiroit  que  d'en  ôter 
40  pour  avoir  la  plus  petite. 

Je  repréfente  donc  la  plus  grande  par  x. 
Maintenant ,  Ci  connoilTant  la  valeur  de  jc , 
je  voulois  la  vérifier,  j'en  retrancherois  40 
pour  avoir  le  plus  petit  nombre  ;  je  réunirois 
enfuite  le  plus  grand  &  le  plus  petit,  pour 
voir  sils  compofent  100.  Imitons  donc  ce 
procédé. 

Le  plus  grand  nombre  eft x 

Le  plus  petit  fera  donc x  —  40 

Ces  deux  nombres  réunis  font      2x  —  40 
Or ,  par  les  conditions  de  la 

queftion ,  ils  doivent  faire loo 

Donc 2x  —  40  =  100 

Il  ne  s'agit  plus,  pour  avoir  x,  que  d'ap- 
pliquer les  règles  données  (  ^6)  &  {60).  La 
première  donne  2x=  ioo-f-40  ou2x=J4o, 
&  la  féconde  x  =  ~-=^joi  ayant  trouvé 
le  plus  grand  nombre  x  ,  j'en  retranche  40 

fiour  avoir  le  plus  petit ,  &  j  ai  50  pour  ce- 
ui-ci.  Ainfi  les  deux  âges  demandés  font 
70  &  30. 

En  réfléchifiant  fur  la  manière  dont  nous 
nous  fommes  conduits  pour  réfoudre  cette 
queftion ,  on  peut  voir  que  les  raifonnemerits 
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que  nous  avons  employés  ,  ne  font  point  dé* 

Eendants  des  valeurs  particulières  des  nom- 
res  1  GO  &  40  qui  entrent  dans  cette  quef- 
tion  ;  6c  que  fi ,  au  lieu  de  ces  nombres  ,  on 
en  eût  propofé  d'autres  ,  il  eût  fallu  fe  con- 
duire de  même.  Ainfi  Ci  l'on  propofoit  la 
queftion  de  cette  manière  ge'néraie  :  Deux 
mbres  reunis  font  unefommc  connue  £•  reprê- 
(entée  par  a  ;  ces  deux  nombres  différent  entre 
eux  d'un  nombre  connu  repréfenté par  b  ;  com- 
ment trouverols  Je  ces  deux  nombres  ? 
Ayant  reprélenté  le  plus  grand  parce 

Le  plus  petit  fera  donc x  —  i; 

Ces  deux  nombres  réunis  font. . . .  2X  —  B, 
Or  félon  la  queflion ,  ils  doivent  compofer 
b  nombres  ;  il  faut  donc  que  nx  —  *  =  a. 
Tranfpofant ,  on  a  23c  =  a  h-  i,  &  divifant,' 

X= ou  JC  = H  — . 

Ceft-à-dire ,  que  pour  avoir  le  plus  ^rand, 
il  faut  prendre  la  moitié  de  a ,  &  y  ajouter 
la  moitié  de  /•  ;  ce  qui  m'apprend  que ,  lort 
que  je  connoîtrai  la  femme  a  de  deux  nom- 
bres inconnus ,  &  leur  différence  h  ,  j'aurai  le 
plus  grand  de  ces  deux  nombres  inconnus 
en  prenant  la  moitié  de  la  fomme,  &  y  ajou- 
tant la  moitié  de  la  différence. 

Puifque  le  plus  petit  des  deux  nombres 
eft  jc -^ i  j  il  fera  donc  —  "+-  ~—_  h,  ou  ,en 
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réduifant  tout  à  une  feule  fra£tion  (^.y) ,  îl 

fera J  c  eft-a-dire  ,  ou j 

donc  pour  avoir  le  plus  petit,  il  faut  ôteria 
moitié  de  (^ ,  de  la  moitié  de  a  ;  c'eft-à-dire  , 
retrancher  la  moitié  de  la  différence ,  de  la 
moitié  de  la  femme. 

On  voit  par-là ,  comment  en  repréfentanc 
d'une  manière  générale  ,  c'eft-à-dire ,  par  des 
lettres  ,  les  quantités  connues  qui  entrent 
dans  ces  queftions  ,  on  parvient  à  trouver  des 
règles  générales  pour  la  réfolution  de  toutes 
les  queftions  de  môme  efpece.  Cette  règle 
que  nous  venons  de  trouver ,  eft  celle  que 
nous  avons  donnée  (  Ge'om.  301  ). 

Souvent  des  queftions  paroilfent  différentes 
au  premier  coup  d'œil ,  ôc  cependant  après 
un  léger  examen  ,  on  trouve  qu'elles  ne  dif- 
férent que  par  l'énoncé.  Par  exemple ,  fi  l'on 
propofoit  cette  queftion  : 

Partager  un  nombre  connu&  repreJènte'parSf 
en  deux  parties ,  dont  l'une  Joh  moindre  ou  plus 
grande  que  l'autre ,  d'une  quantité  connue  &  rc 
prefente'e  parh.  11  eft  facile  de  voir  que  cette 
queftion  revient  au  même  que  la  précédente. 

Queftion  féconde  :  Partager  le  nombre  720 
en  trois  parties ,  dont  la  plus  grande  furpajfe  la 
plus  petite  de  So  ^  6»  dont  la  moyenne  furpajfz 
la  plus  petite  de  40. 

Si 


r  DE  Mathématiques. 

Si  l'on  me  difoic  quelle  efl  la  plus  petite 
partie  ;  pour  la  vérifier,  j'y  ajouteroîs  40  d'une 
part ,  ce  qui  me  donneroïi  la  féconde  ,  &  80 
d'une  autre  part,  ce  qui  donneroit  la  plus 
,rande  ;  alors  réuniflant  ces  trois  parties  ,  il 
iaudroit  que  leur  fomme  formât  7 .'  o. 

Nommons  donc  cette  plus  petite  parrie, 

I  ûc  en  procddant  de  la  même  manière , 
ou  s  dirons  : 

La  plus  petite  partie  eft  .  .  .  .     x 

Donc  la  moyenne  eft «-4-40 

Et  la  plus  grande a:  -4-  80 

Or  ces  5  parties  réunies  font  .  3  ar-h  120, 
D'ailleurs  la  queflion  exige 
qu'elles  faffent 720. 

II  faut  donc  que.  .  .  .    5  jc*+- 120^720. 
Appliquant  les  règles  ci-deflus ,  on  aura 

33c  =720 —  120  ou  3  x^^=6oo,  Ôcparconfé- 
quent*  =  2oo;  donc  la  féconde  partie  eft 
240;  &  Ja  plus  grande,  ;28o;  ces  trois  par- 
ties réunies  font  en  effet  720. 

Il  eft  encore  évident ,  dans  cet  exemple  ,' 
que  quand  les  nombres  propofés,  au  lieu  d'ê- 
tre 720  ,  40  &  So  ,  euffent  été  différents ,  la 
queftion  auroit  toujours  pu  fe  réfoudre  de  la 
même  manière  ;  ainfi  pour  réfoudte  toutes 
les  queftîons  dans  lefquelles  il  s'agit  de  par- 
tager un  nombre  connu  a  en  trois  parties , 
":eUes  que  l'excès  de  la  plus  grande  fur  la 
Algèbre,  E 
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plus  petite  foie  un  nombre  connu  &  repr^- 
fentc  pari,  &  que  l'excès  de  la  moyenne 
fur  la  plus  petite  foit  c  i  en  raifonnant  de 
même ,  on  dira  : 

Repréfentons  la  plus  petite ,  par  x 

La  moyenne  fera x-\~c 

Et  la  plus  grande .tc-4-3 

■  Ces  trois  parts  réunies  font.  .   5x-+-^-+-<J 
Or  elles  doivent  faire  ....      a 
Il  faut  donc  que  3  x-^b  -hc  ^=  a 
Donc  tranfpofànt ,   jjc^a — b  —  c,  & 

divifantjjc  = . 

C'eft-à-dire ,  que  pour  avoir  la  plus  petite, 
il  faut  retrancher  du  nombre  qu'il  s'agit  de 
partager ,  les  deux  exccs ,  &  prendre  le  tiers 
liii  rcfte  :  alors  les  deux  autres  font  faciles  à 
trouver.  Ainfi,  fi  l'on  demande  de  partager 
C-[.2  en  trois  parties  dont  la  moyenne  furpalle 
la  plus  petite  de  yj ,  &  dont  la  plus  grande 
furpafTe  la  plus  petite  de  87  ;  j'ajouterois 
les  deux  différences  7j  &  87 ,  ce  qui  me 
donneroit  162;  retranchant  162  de  64-2,  U 
refte  480 ,  dont  le  tiers  1 60  eft  la  plus  petite 
part.  Les  deux  autres  font  donc  ti5oH-7j 
ou  255" ,  &  i(îo  H-  87  ou  247. 

Au  refte  ,  les  deux  queftions  que  nous  ve- 
nons de  donner  pour  exemples ,  n'ont  pas 
befoin  du  fecours  de  l'Algèbre  i  mais  leur 
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fimplicitd  eft  propre  à  faire  voir  clairemenc 
[a  manière  dont  on  doit  faire  ufage  du  prin- 
cipe que  nous  avons  donné  pour  mettre  une 
queftion  en  équation. 

Queftion  troifieme  :  Partager  un  nombre 
connu  y  par  exemple  1 42  f  o,  en  trois  parues  qui 
ToUnt  entrtlUs  comme  les  nombres  j  ,  j  £•  n  • 
•ejl-à-dire ,  dont  la  première  Joit  à  lajeconde  :  : 
[  :  7  _,  £■  dont  la  première  foit  à  la  troifieme  :  : 
[  :  1 1. 

'  Si  je  connoiflbis  l'une  des  parties ,  la  pre- 
niere  ,  par  exemple ,  voici  comment  je  la 
vérifierois. 

Je  chercherois  par  une  règle  de  trois 
(  /Irith.  194.)  un  nombre  qui  fût  à  cette  i" 
partie  :  :  j  :  3  ;  ce  feroit  la  2*^''  partie.  Je  cher- 
cherois, de  même ,  un  autre  nombre  qui  K\t  à 
cette  1'" partie  ::  1 1 :  3  j  ce  feroitla  5"^ partie; 
réuniffant  ces  trois  parties ,  elles  devroîent 
former  14.2  jo.  Imitons  donc  ce  procédé. 

Soit  la  première  part. x 

Pour  trouver  la  féconde,  je  calcule  Je  qua- 
trième terme  de  cette  proportion  5  :  j  :  :  jc  : 
Ce  quatrième  terme.,  ou  la  féconde  partie, 

fera  donc — . 

Peur  trouver  la  troifieme ,  je  calcule  le 
[uatrieme  terme  de  cette  proportion  3  : 
i::x: 

Eij 
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Ce  quatrième  terme,  ou  la  troîfieme  par- 
tie ,  fera  donc — -• 

Ces  trois  parts  réunies  font  x  ~\ 1- 

,  ou  a:  -4- i 

î    '  î  ,  _. 

Mais  la  queftion   exige   qu'elles   faffenc 

14250  ;  il  faut  donc  que  x  -1 =  142JO. 

Pour  avoir  la  valeur  de  :c  ,  je  fais  (  6^  ) 
difparoître  le  dénominateur  3  ,  &  j'ai  3  x-H 
■i(5je  =  427jo,ou  151  je  =  42750;  donc  {60) 
en  divifant  par  ip,  x=^^^=  2250.  La  fé- 
conde part  qui  eft  —,  fera  donc  ^  ''^^-,  ou  î^^^, 
ou  3750  ;  &  la  troilieme  qui  eft— ,  fera 
ll^^lzll^  ou  ^^^  ,   ou  8250;  ces  trois  parts 

réunies  forment  en  effet  14250  ;  d'ailleurs  les 
trois  nombres  azfo  ,  3750,  8250,  font  entre 
eux  comme  les  trois  nombres  j  ,  5  &  1 1  ,  ce 
qu'il  eft  facile  de  voir  en  divifant  les  trois 
premiers,  par  le  même  nombre  750  ,  ce  qui 
{Arith.  1 7c)  ne  change  point  leur  rapport. 

Si  le  nombre  qu'on  propofe  de  partager,  au 
lieu  d'être  14250  ,  étoit  tout  autre;  s'il  étoit 
en  général  repréfenté  par  a  ,  &  que  les  nom- 
bres proportionnels  aux  parties  en  lefquelles 
on  veut  le  partager ,  au  lieu  d'être  3,5,  1 1 , 
fuffent  en  général  trois  nombres  connus  & 
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Teprdfentés  par  les  lettres  m ,  n  ,/>  y  il  eft  vifi- 
ble  qu'il  ne  faudroit  qu'imiter  ce  que  nous 
venons  de  faire. 

Ainfi ,  la  première  part  étant  repréfentée 
par X 

Pour  avoir  la  féconde,  je  calculeroîs  le 
4™^  terme  de  cette  proportion  m:  n  :  :  x: 

Ce  quatrième  terme  3  ou  la  féconde  part , 
lèroit  donc — . 

Et  pour  avoir  la  troifieme ,  je  calculeroîs 
le  ^'"e  terme  de  cette  proportion  m:  p  :  :  x: 

Ce  quatrième  terme  ,  ou  la  troifieme  parc , 
^roit  donc — . 

Les  trois  parts  réunies  feroient  doncx-f- 

■ i-^^jOuacH i— ;   or  elles  doivent 

faire  a  ;il  faut  donc  que  x-{-'^ —  =  a. 

ChafTant  le  dénominateur  ,  on  a  m  :v  -h  /ï  x 
-4-^  a:  =  m  û ,  &  par  conféquent  { (5i  )  en  di- 
vifant ,  x= — '^ — ;  ce  qui  nous  donne 
lieu  de  faire  remarquer  l'utilité  de  l'Algèbre  , 
pour  découvrir  des  règles  de  calcul. 

Si  l'on  vouloit  calculer  le  quatrième  terme 
d'une  proportion  dont  les  trois  premiers  fe- 
roient m-}-  n  ~{-p  :  m:  :  a  :  ;  il  eft  vïfible 
{Âriîh.  i7p)quece  quatrième  terme  feroic 
.    *"" —  :  &  puifque  nous  trouvons  que  x  eft 
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exprima  par  la  même  quantité ,  concluol 
en  que ,  pour  avoir  x  ,  il  faut  calculer  le  qua- 
trième terme  d'une  proportion  dont  le  pre- 
mier eft  ia  fomme  des  parties  proportion- 
nelles ;  le  fécond ,  la  première  de  ces  parties  ; 
&  ie  troifieme  eft  le  nombre  même  qu'il  s'a- 
git de  partager  ;  ce  qui  eft  précifément  la 
règle  que  nous  avons  donnée  (Arith.  197  ). 
Queftion  quatrième  :  On  a  fait  partir  de 
Dreux  ,  pour  Brejl ,  un  courier  qui  fait  2  lieues 
par  heure.  Huit  heures  après  (on  départ ,  on  en  a 
fait  partir  un  autre  de  Far  is,  pour  Bref,  &  ce- 
lui-ci fait  5  lieues  par  heure.^  On  demande  où  il 
rencontrera  le  premier  ^fâchant  d'ailleurs  quH 
y  a  i-j  lieues  de  Paris  à  Dreux. 

Si  Ton  me  difoic  combien  le  fécond  cou- 
rier doit  faire  de  lieues  pour  attraper  le  pre- 
mier j  je  vérifierois  ce  nombre  en  cette  ma- 
nière. Je  chercherois  combien  le  premier  a 
dû  faire  de  chemin  pendant  que  le  fécond  a 
été  en  marche  ;  &  comme  ils  en  doivent  faire  , 
en  même  temps,  à  proportion  de  leur  vîteffe , 
c'eft-à-dire  ,  à  proportion  du  nombre  de 
lieues  qu'ils  font  parlieure,  je  trouverois  com- 
bien le  premier  a  dû  faire ,  en  calculant  le 
quatrième  terme  de  cette  proportion..  3  :  2  ;  : 
le  nombre  de  lieues  faites  par  le  fécond  ,  eft 
au  nombre  de  lieues  que  ie  premier  aura 
faites  dans  le  même  temps.  Ayant  trouvé  ce 
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quatrième  terme ,  j'y  ajouterois  le  nombre 
de  lieues  que  le  premier  courier  a  dû  faire 
pendant  les  8  heures  qu'il  avoit  d'avance  , 
&  enfin  les  1  ^  lieues  de  Paris  à  Dreux  ,  qu'il 
avoit  auflî  d'avance  j  &  le  tout  devroit  for- 
mer le  nombre  de  lieues  que  le  fécond  a 
faites.  Conduifons-nous  donc  de  la  même 
manière  en  repréfentant  par  x ,  le  nombre 
de  lieues  que  fera  le  fécond  courier. 

Pour  trouver  le  nombre  de  lieues  que  le 
premier  fait  pendant  que  le  fécond  fait  x  ,  je 
calcule  le  quatrième  terme  de  cette  propor- 
tion . .  3  : 2  :  :  jc  :  ;  ce  ^"«^  terme  efl  —  î  or  pen- 
dant 8  heures ,  ce  même  premier  courier  a  dû 
faire  iClieues,  à  raifon  de  2  lieues  par  heu- 
re; &  puifqu'il  y  a  1 7  lieues  de  Paris  à  Dreux , 
fi  l'on  réunit  ces  trois  quantités  ,  on  aura 
~H- n5'-hï7,ou^-+-35  pour  le  chemin 
qu'aura  dû  faire  le  fecon^i  courier  ,  lorfqu'îl 
attrapera  le  premier.  Puis  donc  ,  qu'on  a  fup- 
pofé  qu'alors  il  auroit  fait  x  de  lieues ,  il 
iàut  que  ^—•+-  33  =  X. 

Il  ne  s'agit  plus  que  d'avoir  x  par  le 
moyen  des  règles  données  ci-dcflus.  Je 
chafle  donc  le  dénominateur  3  ,  &  j'ai  (  6^  ) 
l'équation  2  jc  -+-99  =  3  x;  tranfpofant  tous 
les  X  dans  le  fécond  membre  &  réduîfant , 
.     Eiv 
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J'ai  5)5  t=  x;  c'eft-à-dire,  que  les  deux  cou- 
riers  fe  rencontreront  ,  lorfque  le  fécond 
Courier  aura  fait  pp  lieues ,  ou  qu'ils  fe  ren- 
contreront à  pp  lieues  de  Paris. 

En  eifet  ,  pendant  que  le  fécond  fera 
5)p  lieues ,  le  premier  fera  66  lieues ,  puifqu'il 
fait  deux  lieues  pendant  que  le  fécond  en  fait 
trois;  or  il  a    i6  lieues  d'avance  ^  par  les 

5  heures  dont  fon  départ  précède  celui  du 
fécond,  &  il  a  de  plus  17  lieues  d'avance 
comme  partant  de  Dreux  ;  il  fera  donc  alors 
à  pp  lieues  de  Paris,  c'eft-à-dire,  au  même 
endroit  que  le  fécond. 

Avec  un  peu  d'attention  ,  on  voit  que 
quand  on  changeroit  les  nombres  qui  entrent 
dans  cette  queftion,  la  manière  de  raifonner 

6  d'opérer  n'en  feroit  pas ,  pour  cela  ,  diffé- 
rente. Repréfentons  donc,  en  général, parti , 
1  intervalle  des  deux  lieux  de  départ  ,  qui 
étoit  1 7  lieues  dans  la  queftion  précédente  : 
repréfentons  par  b  ,  le  nombre  d'heures  dont 
le  départ  du  premier  courîer  précède  celui 
du  fécond;  par  c  le  nombre  de  lieues  que  le 
premier  fait  par  lieure,  &  par  d  le  nombre 
de  lieues  que  fait  le  fécond  par  heure. 

Si  nous  repréfentons  toujours  par  x  le 
nombre  de  lieues  que  le  fécond  courier  doit 
faire  pour  rencontrer  le  premier ,  x  fera  en- 
core compofé  de  l'intervalle  des  deux  lieux 
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He  départ ,  du  chemin  que  le  premier  peut 
faire  pendant  le  nombre  è  d'heures,  &  enfin 
du  chemin  que  le  premier  fera  pendant  tout 
le  temps  que  le  fécond  fera  en  marche. 

Pour  déterminer  ce  dernier  chemin  ,  j'ob- 
ferve  que  les  deux  couriers  marchant  alors 
pendant  le  même  temps  ,  doivent  faire  du 
chemin  à  proportion  de  leurs  vitefles  ;  ainfi  x 
étant  Je  chemin  que  le  fécond  eft  fuppofé 
faire,  j'aurai  celui  que  fait  le  premier  pen- 
dant ce  temps ,  en  calculant  le  quatrième 
terme  d'une  proportion  qui  commenceroit 
par  ces  trois-cî  d:  c:  x:  i  ce  quatrième  ter- 
me fera  donc— y- {^rhk.  lyp)  ou  fimplement 
-^.  Or,  puifque  ce  premier  courier  eft  fup- 
pofé faire  le  nombre  c  de  lieues  par  heure  , 
il  a  dû  ,  dans  le  nombre  b  d'heures  ,  en 
faire  h  de  fois  autant,  c'eft-à-dire,  8  fois  fi  b 
vaut  huit,  30  fois  fi  è  vaut  trente  ;  en  gé- 
néral ,  il  en  doit  faire  autant  qu'il  y  a  d'unités 
dans  c  X  i»  ou />  c  j- il  en  a  donc  fait  une  quan- 
tité exprimée  par  b  c. 

Réunifions  donc  maintenant  le  nombre  de 
lieues-^  avec  le  nombre  de  lieues  bc,  &c  avec 
le  nombre  de  lieues  a  ,  &  le  tout  -j--^  bc 
'*+-  a  fera  ce  que  le  premier  a  dû  faire  ;  or 
a  fuppofé  que  x  était  ce  qu'il  a  dû  faire  ; 


donc        ^M 

J 


F, 
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x=-^-'rh  c  H-  a.  Chaffant  le  dénomina- 
teur, onzdx^c x-^hc  d~^a  d i  tranfpor- 
fant  j  dx —  cx=}}  cd~\~  ad  ;  dîvifant  enfin 
(tfi)onaj£:=  -^, — ^  ,  qui  donne  la  folution 
de  toutes  les  queftions  de  cette  efpece ,  au 
moins  tant  qu'on  fuppofe  que  les  deux  cou- 
riers  vont  du  même  côti^  ,  &  que  le  départ 
du  Courier  qui  va  le  moins  vite  ,  précède 
celui  du  fécond. 

Pour  montrer  Tufage  de  cette  formule ,  re- 
prenons l'exemple  précédent,  &  rappelions- 
nous  que  ,  dans  ce  cas ,  a  repréfente  1 7  lieues  ; 
c'eft-à-dire,  c=  17  ',  é=  S'*,  t:=  2',  ^--=5'. 
Alors  la  valeur  générale  de  x  devient  x  = 

■—— ,  c  eft-a-dire,  x  = =Pi'j 

comme  ci-deffus. 

Tel  eft  donc  l'ufage  de  ces  folutions  géné- 
rales ,  qu'en  y  fubftituant  à  la  place  des  let- 
tres ^  les  nombres  qu'elles  font  deftinées  à 
rcpréfenter  ,  &  faifant  les  opérations  que  la 
diipofition  &  les  fignes  de  ces  lettres  indi- 
quent, on  trouve  la  réfolutlon  de  toutes  les 
queftions  particulières  de  même  efpece. 

Par  exemple  ,  fi  l'on  propofoît  cette  autre 
queftion  :  L' aiguille  des  heures  d'une  inontrd  ré- 
pond à  17  minutes  ,  £■  celle  des  minutes  répond 
à  24;  minutes  J  ce/î-à-dire,  ^uiî  eji  3^  24.'  :  on 
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demande  à  quel  nombre  d'heures  &  de  minutes 
ces  deux  aiguilles  feront  l'une  fur  l'autre. 

Puifque  l'aiguille  des  heures  &  celle  des 
minutes  marchent  en  même  temps ,  la  quan- 


î  avons  reprdfenté  ce 


tité  b  par  laquelle  i 

dont  le  départ  d'un  des  courîers  précède  ce- 
lui du  fécond ,  eft  ici  zéro.  L'intervalle  des 
deux  lieux  de  départ  eft  ici  le  chemin  que  l'ai- 
guille des  minutes  a  à  faire  pour  venir  de  la 
vingt-quatrième  divifion  du  cadran  j  à  la  dix- 
feptieme  ,  c'eft  à-dîre,  quea  =  yj  divifions  : 
or,  pendant  que  l'aiguille  des  minutes  par- 
court les  60  divifions ,  celle  des  heures  n'en 
parcourt  que  y  ;  on  a  donc  c=  y,  d=  6a. 
Puifque  è  =  o  ,  Je  rejette  de  la  formule  x  =3 
— j33 —  ,  le  terme  bcdjOuby.c  d,  parce  que 
zéro  multiplié  par  tout  ce  qu'on  voudra  ,  fait 
toujours  zéro.  J'aurai  donc,  pour  le  cas  préfent 
x^-T-  ;  &en  fubftituant  pour  a,  d,  c  ,  leurs 

valeurs ,  :c  =  ^7 ^=- — =  57  —      î? — 

c'eft-à-dire ,  qu'il  faudra  que  l'aiguille  des 
minutes  parcourre  encore  yy  divifions  &  ^r  î 
ainfi ,  puifqu'elle  répondoit  à  la  vingt-qua- 
trième divifion,  elle  répondra  à  iJ  1  divifions  & 
^  ;  ou  ,  puifque  60  divifions  font  un  tour,  les 
deux  aiguilles  içront  l'une  fur  l'autre  à  2 1  '  -^^ 
;.de  l'heure  fuivsnte  j  c'eft-à-dire  ,  ^h  2 1  '  7, • 


I 
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L'avantage  des  folutions  Httëraîe»  fur  les 
folucioiis  numériques  ,  ne  confifte  pas  feule- 
ment en  ce  que,  pour  chaque  queftion  par- 
ticulière ,  il  ne  s'agit  plus  que  de  fubftituer 
des  nombres  :  fouvent ,  par  certaines  prépa- 
rations ,  on  rend  ces  folutions  fufceptibles 
d'un  énoncé  fimple  &  facile  à  retenir.  Par 
exemple  ,  la  formule  jc  =  -  ,_  .''  que  nous 
venons  de  trouver ,  eft  dans  ce  cas  :  la  quan- 
tité t/ étant  facteur  commun  des  deux  termes 
du  numérateur ,  on  peut  écrire  la  valeur  de  x 

en  cette  manière  ,  a:  =  — -j^ ;  or  ,  tous 

cette  forme,  on  peut  reconnoître  que  la  va- 
leur de  X  eft  le  quatrième  terme  d'une  pro- 
portion dont  les  trois  premiers  feroient  d — c: 
d\:a-\-bc:\  mais ,  de  ces  trois  termes ,  le 
premier,  d — c  ,  marque  la  différence  des  vî- 
teffes  des  deux  couriers  ;  le  fécond,  .i,  mar- 
que la  vîteffe  du  fécond  courier  ;  &  le  troi- 
fieme  ,  a  -(-  ^  c ,  eft  compofé  de  l'intervalle  a 
des  deux  lieux  de  départ ,  &  de  la  quantité 
h  c  ou  ex  h  qui  exprime  combien  le  premier 
courier  fait  de  Heues  pendant  le  nombre 
d'heures  qu'il  a  d'avance;  enforte  que  a-^~h  c 
marque  toute  l'avance  que  le  premier  a  fur 
le  fécond;  la  réfolntion  de  la  queftion  peut 
donc  fe  réduire  à  cet  énoncé  :  Multipliez  le 
chemin  que  le  premier  fait  par  heure ,  par  le 
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nombre  d'heures  qull  a  d'avance ,  &  l'ayant 
ajouté  à  l'intervalle  des  deux  lieux  de  dé- 
part ,  faites  cette  règle  de  trois. .  .  La  difK- 
lence  des  vîteffes  des  deux  couriers  eft  à 
la  vîtefle  du  fécond ,  comme  la  fomme  des 
deux  nombres  que  vous  venez  d'ajouter ,  eft 
quatrième  terme  :  ce  fera  le  nombre  de 
lieues  que  le  fécond  courier  doit  faire  pour 
rencontrer  le  premier.  Ainfi  dans  le  premier 
exemple  ci-defTus ,  le  premier  courier  ayant 
8  heures  d'avance  ,  &  faïfant  2  lieues  par 
heure,  on  a  i5  lieues  à  ajouter  à  17  lieues, 
intervalle  des  deux  lieux  de  départ,  ce  qui 
donne  33.  Je  calcule  donc  le  quatrième  ter- 
me de  cette  proportion  3  —  2:3::5î:,ou 
I  :  3  :  :  33  :  ;  ce  quatrième  terme  eft  i*p  , 
ccKiime  ci-defTus. 

Au  refte  ,  qu'il  y  ait  des  fra£lions  ou  qu'il 
n'y  en  ait  point,  c'eft  toujours  la  même  rè- 
gle. Par  exemple ,  fi  le  premier  courier  fai- 
foit  7  lieues  en  4  heures  ;  le  fécond ,  i  3  lieues 
en  î  heures  :  fi  le  premier  courier  avoîc 
ij  heures  d'avance,  &  qu'enfin  l'intervalle 
des  deux  lieux  de  départ  fut  de  42  lieues, 
je  dirois  :  Puifque  le  premier  courier  fait  fept 
lieues  en  4  heures ,  c'eft  |  de  lieue  par  heure  ; 
pareillement  ,  pour  le  fécond ,  c'eft  -^  de 
lieue  par  heure;  donc  pendant  les  ly  heu- 
res que  le  premier  a  d'avance  ,  il  doit ,  à 


outésT^ 


k 
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raifon  de  ^  de  lieue  par  heure  ,  faire  i  j 

~  de  lieue  ou  ~-  de  lieue  ,  lefquels  ajoutés 

à  42  lieues ,  font  42  ~+-  —^  ou  ~-i  je  calcule 

donc  le  quatrième  terme  de  cette  proportion 

2J.  —  1  ;  ij.  :  ;  izi .  j  ce  quatrième  terme  fera 

•7^ ^ ,  OU  {Arith.  ic6) -  ^  ' °  -^ ,  ou ,  { en  ré- 

duifant  les  deux  fractions  inférieures  ,    au 

même  dénominateur  ) ,  rr'^^  >  o"  -r"^  3  ou 

{Arith.  109)  -~^><-r7",  oi*  enfin -^-^^  ;  car 
en  omettant 'le  fa£leur  20  qui  doit  multiplier 
le  numérateur  &  le  dénominateur ,  on  ne 
change  rîen  à  la  fraction,  La  valeur  de  ■'-r^ 
ell  208  7^.  C'efl:  le  nombre  de  lieues  que  le 
fécond  Courier  feroit  obligé  de  faire. 

Réflexions  fur  les  quantités  pojiùves  & 
les  quantités  négatives, 

6ç.  Lorfqu'on  a  ainfi  réfolu  ,  d'une  ma- 
nière générale  ,  toutes  les  queftions  d'une 
même  efpece ,  on  peut  fouvent  faire  ufage 
de  ces  formules  générales  pour  la  réfolution 
d'autres  queftions ,  dont  les  conditions  fe- 
roient  tout  oppofées  à  celles  qu'on  a  eu 
en  vue  de  remplir  :  un  fimple  changement 
de  4-  en  — ,  ou  de  —  en  H- ,  dans  les  lignes 
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les  quantités ,  fuffit  fouvent.  Maïs  avant 
âe  faire  connoître  ce  nouvel  ufage  des  lignes, 
1  faut  les  confidérer  fous  un  nouvel  afpetl. 

Les  lettres  ne  repréfentent  que  la  valeur 
ibfolue  des  quantités.  Les  lignes  H-  &  — 
;n'onc  repréfenté  jufqu'ici  que  les  opérations 
de  l'addition  &  de  la  fouftradion  ;  mais  ils 
peuvent  aulîi  reprcfenter  ,  dans  plufieurs 
cas  ,  la  manière  d'être  des  quantités  les  unes 
à  l'égard  des  autres. 

Une  même  quantité  peut  être  confidérée 
fous  deux  points  de  vue  oppofés ,  ou  comme 
capable  d'augmenter  une  quantité  ,  ou 
cemme  capable  de  la  diminuer.  Tant  qu'on 
ne  repréfentera  cette  quantité  que  par  une 
lettre  ou  par  un  nombre,  rien  ne  défignera 
quel  eft  celui  de  ces  deux  afpects  fous  lequel 
on  la  conCidere.  Par  exemple  ,  dans  l'état 
d'un  homme  qui  auroit  autant  de  biens  que 
de  dettes ,  le  même  nombre  peut  fer%'lr  à 
exprimer  Ja  quantité  numérique  des  unes  & 
des  autres  ;  mais  ce  nombre,  tel  qu'il  foit, 
ne  feroit  point  connoître  la  différence  des 
unes  aux  autres.  Le  moyen  le  plus  naturel 
de  faire  fentir  cette  différence ,  c'efl  de  les 
dcfignet  par  un  ligne  qui  indique  l'effet 
qu'elles  peuvent  avoir  l'une  fur  l'autre  ;  or 
.l'effet  des  dettes  étant  de  retrancher  fur 
polfeflions  ,  il  eft  naturel  de  défiguer 
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celles-là  en  leur  appliquant  le  figne  — . 

Pareillement ,  fi  l'on  regarde  une  ligne 
droite  (  jFÏ^.  i.),  comme  engendrée  par  le 
mouvement  d'un  point  A  mû  perpendicu- 
lairement à  la  ligne  5C,  on  voit  que  ce 
point  pouvant  aller  ou  de  ^vers  1?  ,  ou  de 
A  vers  £ ,  fi  l'on  repréfente  par  a  le  chemin 
AD  ou  A  E  qu'il  a  fait ,  on  ne  détermine 
pas  encore  abfolument  la  fituation  de  ce 
point.  Le  moyen  de  la  fixer,  eft  d'indiquer, 
par  quelque  figne ,  fi  la  quantité  a  doit  être 
confidérée  à  droite  ou  à  gauche  ;  or  les 
fignes  H-  &  —  font  propres  a  cet  effet  ;  car 
fi  l'on  eftime  le  mouvement  du  point  A  à 
l'égard  du  point  X  connu  &  regardé  com- 
me terme  fixe  i  lorfque  le  point  A  fe  meut 
vers  I> ,  ce  qu'il  décrit  tend  à  augmenter 
L  A\  ^  lorfqu'il  fe  meut  vers  £ ,  ce  qu'il 
décrit  tend  au  contraire  à  diminuer  L  A  ',  ï\ 
eft  donc  naturel  de  repréfentcr  A  D  par  -\-  a 
ou  fimplement  par  c ,  &  au  contraire ,  de 
repréfenter  A  E  par  —  a.  Ce  feroit  tout 
le  contraire  ,  fi  au  lieu  de  rapporter  le  mou- 
vement du  point  A ,  au  point  L  ,  on  l'avoit 
rapporté  au  point  O. 

Les  quantités  négatives  ont  donc  une 
éxiftence  aufli  réelle  que  les  pofitives ,  Ôc 
elles  n'en  différent  qu'en  ce  qu'elles  ont 
une  acception  toute  contraire  ,  dans  le 
calcul.  Le» 
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■  Les  quantités  pofitivee  &  les    quantités 

■  hëgacives  peuvent  le  trouver  &  fc  trouvent 
fouvent  mêlées  enfemble  dans  un  calcul, 
non  -  feulement  parce  que  certaines  opéra- 
tions ont  conduit ,  comme  nous  l'avons  vu 
jufqu'ici ,  à  retrancher  certaines  quantités  , 
d'autres  quantités  ;  mais  encore  parce  que 
l'on  a  fouvent  befoin  d'exprimer  dans  le 
calcul ,  les  différents  afpetts  fous  lefquels 
on  confidere  les  quantités. 

yo.  Si  donc  après  avoir  réfolu  une  quef- 
tion ,  il  arrivoit  que  la  valeur  de  l'incon- 
nue trouvée  par  les  méthodes  ci  -  deflus  , 
fiit  négative  ;  par  exemple  ,  fi  l'on  arrivoit 
à  un  réiultat  tel  que  celui-ci,  :c=  —  3  ,  il 
fàudroit  en  conclure  que  la  quantité  qu'on 
a  défignée  par  x ,  n'a  point  les  propriétés 
qu'on  lui  a  fuppofées  en  faifant  le  calcul, 
mais  des  propriétés  toutes  contraires.  Par 
exemple ,  fi  l'on  propofoit  cette  queftion. 
Trouver  un  nombre  qui  étant  ajouté  à  if 
donne  10  ;  cette  queftion  eft  évidemment 
impoflible  ;  fi  l'on  repréfente  le  nombre 
cherché  par  x  ,  on  aura  cette  équation 
jc  -H  1 J  =  10,  &  par  conféquent ,  en  vertu 
des  règles  ci-deffus,  :>:  =  i o — ■!  j  ou  3c^=i —  j. 
Cette  dernière  conclufiorï  me  fait  donc 
voir  que  x  que  j'avois  confidéré  Comme  de- 
vant être  ajouté  à  15  pour  former  iq  ^  en 
i  Algèbre,  F. 
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doit  au  contraire  être  ptranché.  Ainfî  toute 
folution  négative  indique  quelque  fauffe  fup- 
pofition  dans  Ténoncé  de  la  queftion  ;  mais 
en  même  temps  elle  en  indique  la  correc- 
tion ,  en  ce  qu'elle  marque  que  la  quantité 
cherchée  doit  être  prife  dans  un  fens  tout 
oppofé  à  celui  dans  lequel  elle  a  été  prife. 

7  î  •  Concluons  donc  delà ,  que  fi  après 
avoir  réfolu  une  queftion  dans  laquelle  quel- 
ques-unes des  quantités  étoient  prifes  dans 
un  certain  fens  ;  fi,  dis-je ,  on  veut  réfoudre 
cette  même  queftion ,  en  prenant  ces  mêmes 
quantités  dans  un  fens  tout  oppofé  ;  il  fufEra 
de  changer  les  fignes  qu'ont  aâuellement 
ces  quantités.  Par  ex'emple ,  dans  la  queftion 
quatrième ,  réfolue  généralement  pour  le  cas 
où  les  deux  couriers  alloient  vers  un  même 
côté  ,  fi  je  veux  avoir  la  réfolution  de  toutes 
les  queftions  qu'on  peut  propofer  dans  le 
cas  où  ils  viennent  au-devant  l'un  de  l'autre, 
j'y  fatisferai ,  en  changeant ,  dans  la  valeur 

de  X  que  nous  avons  trouvée  x  =  -^— —  ^  le 

figne  de  c.  En  effet ,  puifque  le  premier  Cou- 
rier vient  au-devant  du  fécond,  au  lieu  de  s'en 
éloigner ,  il  diminue  le  chemin  que  celui-ci 
doit  faire  ;  il  le  diminue  à  raifon  du  chemin  a 
qu'il  fait  par  heure  ;  il  faut  donc  exprimer 
quec,  au  lieu  d'ajouter^  retranche  i  il  faut 
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3oiic^  au  lieu  de  --H  c,  mettre  —  c.  Ce  change- 
ment donnera x  ==  ■  r_^^  ;  car  en  changeant 

le  figne  de  c,  dans  le  terme  •+-  bcd  qui  n*eft  au- 
tre chofe  que  -hbdx'-{^  c^  il  faudroit  écrire 
-+'bdx —  c,  qui  (  24  )  revient  à  —  bcd. 

Confirmons  tout  cela  par  un  exemple  : 
fuppofons  deux  couriers  venant  en  fens 
contraires,  &  partis  de  deux  endroits  dloi- 
gnés  de  cent  lieues.  Le  premier  part  fept 
heures  avant  le  fécond ,  &  fait  deux  lieues 
par  heure  ;  le  fécond  en  fait  trois  par  heure. 
En  nommant  x  le  chemin  que  fera  celui-ci 
jufqu'à  la  rencontre ,  je  vois  que  x  fera  égal 
à  la  différence  entre  la  diftance  totale  &  le 
chemin  qu  aura  fait  le  premier  courier  :  or  le 
chemin  qu  aura  fait  celui-ci  eft  compofé  du 
chemin  qu'il  peut  faire  pendant  fept  heures  , 
&  du  chemin  qu'il  fera  pendant  que  le  fécond 
fera  en  marche  :  à  l'égard  de  ce  dernier  che- 
min ,  on  le  déterminera  en  calculant  le  qua- 
trième terme  de  cette  proportion  3  :  2  :  :  jc  . 

ce  4™^  terme  fera  —  ;  &  puifque  le  che- 
min que  fait  le  premier  courier  pendant  les 
fept  heures  qu'il  a  d'avance ,  doit  être  de  14. 
lieues ,  à  raifon  de  2  lieues  par  heure ,  il  aura 


1  X 


donc  fait  en  tout  14  H î  donc  il  ne  refle  à 

} 
faire  pour  le  fécond  courier  ^  que  la  quantité 

Fij 


100  —  14 — —ou  8(5  —  ^jc;  puis  donc  qu'on 
a  reprdfenté  par  x  ce  qu'il  avoit  à  faire  j 
il  faut  que  x  =  SiS  —  f  x;  équation  d'où  l'on 
tire  5x  =  2  y  8  —  2ar ,  ou  j-.v  =ï  2  y  S ,  ou  enfin 

.    Or  fi  l'on  fubftitue  dans  la  formule  x  = 

ad—hcê  ,  ,  .y, 

— -, —  que  nous  prétendons  convenir  a  ce 

cas  ;  fi  l'on  fubftitue  ,  dis-je  ,  100  pour  a ,  7 
pour  0,3  pour  d,6i.  2  pour  c  ,  on  aura  x  == 

qui  eft  abfolument  la  même  chofe, 

A  mefure  que  nous  avancerons  ,  nous  au- 
rons foin  de  fixer  de  plus  en  plus  l'idée 
qu'on  doit  fe  faire  des  quantités  négatives. 

y  2.  Comme  il  importe  beaucoup  d'ac- 
quérir la  facilité  de  mettre  en  équation,  nous 
joignons  ici  quelques  quertions  fimples,  pour 
exercer  les  commençants,  nous  contentant 
d'en  donner  le  réfultat  pour  fervir  à  confir- 
mer leurs  eflais.  Après  avoir  réfolu  ces  quef- 
tions  en  nombres ,  ainfi  qu'elles  font  propo- 
fées  ,  on  fera  très-bien  de  s'exercer  à  les  ré- 
foudre  ,  en  fubftituant  des  lettres  aux  nom-  " 
bres  ;  c'eft  en  imitant  ainfi  les  folutîons  par- 
ticulières ,  que  l'on  acquiert  la  facilité  de 
généralifer  &  d'étendre  fes  idées. 


i 
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Trouver  un  nombre  qui  étant  fuccejjivement 
ajouté  CL  %  ù  à  1  2  j  donne  deux  fo  unies  qui 
Joient  L'une  à  Vautre^ comme  3  ejià^. ..  Rép. 
il  5. 

Trouver  un  nomhrle  dont  ta  moitié^  le  tien  ; 
&  le,  y  réunis ,  furpajfent  ce  nombre  Je  7  . . .  i  ' 

Rép.  30. 

On  emploie  trois  ouvriers  dont  le  premier  fait 

5  toifcs  d^  ouvrage  par  jour  y  le  fécond  7  ^  6*  /e 
îroifieme  8  ;  on  demande  en  quel  temps  ces  trois 
ouvriers  y  travaillant  enfemblcy  feront  lootoifes  ? 
Rép.  j  jours. 

On  a  loué  un  ouvrier  parejfeux  à  raifon  de 

's.^folsvour  chaque  jour  qu  il  travailler  oit  ;  mais 

à  condition  de  lui  retenir^  fur  ce  qui  lui  feroit 

'    dû  y  6  fols  par  chaque  jour  quil  ne  travailleroit 

pas.  On  lui  fait  fon  compte  au  bout  de  ^o  jours  y 

6  il  je  trouve  quil  na  rien  à  recevoir  ;  on 
demande  combien  de  jours  il  a  travaillé  ?  • . . . 
RéD.  5  jours. 

Un  homme  acheté  un  cheval  quit  vend  en- 
fuite  100  liv.  déplus  quil  ne  l'a  acheté.  A  ce 
marché  ilfe  trouve  gagner  i  opour  cent  du  prix  - 
quil  le  vend;  on  demande  combien  il  l'a  acheté? 
Rép.  506.  Itv. 

On  a  payé  une  certaine  fomme  en  1^  paie- 
ments qui  ont  été  en  augmentant  toujours  de  la 
même  quantité ^  le  premier  paiement  a  été  dt: 

7  liv.  le  dernier  de  ^  7  liv.  on  demande  de  combien. 

F.»  • 
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chaque  paiement  augmentait?  .  •  .  .  Rép.  2  y. 

On  a  de  Veau  de  mer  y  qui  fur  32  livres  con^ 

tient  une  livre  de  fel  ;  on  demande  combien  il 

faudrait  y  mêler  d'eau- douce  pour  que  fur  32 

livres  du  mélange  ^  il  ny  eût  plus  que  2  onces 

de  fel? ...  Rép.  224  livres. 

Des  Equations  du  premier  degré  y  à 

plujieurs  inconnues. 

7  3  •  Soit  qu'il  y  ait  plufieurs  inconnues  l 
foît  qu'il  n'y  en  ait  qu'une ,  la  méthode  qu'on 
doit  fuivre  pour  mettre  en  équation  eft  tou- 
jours la  même.   Mais  ,  en  général ,  il  faut 
former  autant  d'équations  que  peuvent  en 
donner  les    conditions   de  la  queftion.    Si 
ces  conditions  font  toutes  diftinftes  &  in- 
dépendantes les  unes   des   autres  ,   &  fi  , 
en  même  temps  ,  chacune  peut  être  expri- 
mée par  une  équation,  la  queftion  ne  peut 
avoir  plus  d'une  folution ,  lorfque  toutes  ces 
équations  font  du  premier  degré  ,  &  qu'en 
même  temps  il  y  en  a  autant  que  d'incon- 
nues. Mais  fi  quelqu'une  des  conditions  fe 
trouve  ou  explicitement  ou  implicitement 
comprife  dans  quelqu'une  des  autres,  ou  fi 
le  nombre  des  conditions  eft  moindre  que  le 
nombre  des  inconnues ,  alors  on  aura  moins 
d'équations  que  d'inconnues  ;  &  la  queftion 
peut  avoir  une  infinité  de  folutions  ^  a  moins 
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que  quelque  condition  particulière  ,  maïs  qui 
ne  peut  être  exprimée  par  une  équation  ^ 
n'en  limite  le  nombre.  Nous  éclaircîrons 
tout  cela  par  des  exemples. 

Nous  fyppoferons  d'abord  deux  équations 
&  deux  inconnues. 

Les  fegles  que  nous  avons  établies  con- 
cernant les  équations  à  une  inconnue ,  ont 
également  lieu  pour  les  équations  à  plusieurs 
inconnues;  mais  il  faut  y  ajouter  la  règle  fui- 
vante  pour  les  équations  à  deux  inconnues. 

74*  ^renc^  dans  chaque  équation  la  valeur 
d*  une  même  inconnue^  en  opérant  comme  fi 
tout  le  refie  étoit  connu  :  égalc^  ces  deux  va- 
leurs ^  &  vous  aure^une  équation  qui  nerenferwe- 
ra  plus  que  la  féconde  inconnue^  que  vous  déter- 
minercT^  par  les  règles  précédentes.  Cette  Je-- 
conde  inconnue  étant  trouvée  ^  fubJlitueT^fa  va- 
leur dans  Vune  ou  ï autre  des  deux  valeurs  que 
vous  avcT^  p^tfes  par  la  première  opération  y  & 
vous  aure"^  la  féconde  inconnue. 

Par  exemple ,  fi  j'avois  les  deux  équations 
2x  -\-y  =  24,  yx  -^  5j=(jy .  De  h  première,' 
je  tirerois  en  tranfpofant ,  7x^^=2^ — y  y  &  en 

divifant .  x=  iî-^.  De  la  féconde  •  je  tire  en 

tranfpofant  ^  5x=  (îj  •—  jy  ,  &  en  divifanî^ 
^^  — 3y 

J'égale   les  deux   valeurs    de   «r  -    en 

F  iv 
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écrivant  ^^^^  ^  tlZl^y,  Equation  qulné 
renferme  plus  que  la  féconde  inconnue  j'. 

Pour  avoir  la  valeur  dej.' ,  je  chafîe  (  <3'4  ) 
les  dénominateurs  2  &  j  ;  &  j'ai  120  —  $y 
=  1  î  o  —  6y  :  tranfpofant  &  réduifant ,  j'ai 
/=  10. 

Pour  avoir  x ,  Je  fubftitue ,  au  Heu  dejy ,  fà 
valeur  10  dans  la  première  valeur  de  x  trou- 
vée cî-deflus.  (  On  pourroit  également  fubf-^ 
tîtuer  dans  la  féconde  ).  Cette  fubftitution  mQ 
donne  x^  ^-*-~-==-^=  7, 

7  5*  Prenons  pour  fécond  exemple,  lés 
deux  équations  — -r-y  =3  &c~x~^^y^=  19. 

Je  commence  par  chafifer  les  dénomina- 
teurs (  6'4) ,  dans  chacune  de  ces  équations  , 
ce  qui  les  change  en  ces  deux  autres ,  24  x— 
2$ y  =  60  Si.  S  X  -h  9  y  =^  22S.  De  la  pre- 
mière de  ces  deux-ci ,  je  tire  en  tranfpofant, 

a^x=(îo-î-2î'y,  &endivifant,  x= , 

Pela  féconde,  j'ai  en  tranfpofant,  8x  =  228 
"^  5  7,  &  en  divifant ,  x  =  lL_p22. 

J'égalç  ces  deux  valeurs  de  a:,  en  écrivant 

• =  — r~^i  équation  qui  ne  renïermq 

plus  que  y. 

Pour  avoir  la  valeur  de  cette  inconnue,  je 
chfiffç  les  dénominateurs ,  ôc  j'ai  485  -+-  200^ 
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ees  f 472  —  216 y;  tranfpofant ,  il  me  vient 
200jy*4-2i5y=5472  —  480,  quîfe  réduit 
à  4 1  (Jy  =  4PP  2  ;  enfin  ,  divifant ,  j'ai  y  = 


4  I  4     *-*• 


.  Pour  avoir  x,  je  mets,  au  lîeu  de^,fa 
valeur  1 2  dans  Tune  ou  l'autre  des  deux  va- 
leurs de  :v ,  dans  la  première  ,  par  exemple  ; 

c'eft  -  à  -  dire  ,  dans  çç  =  -2 ^ ,  laquelle 

devient  par-la ,  x  =  ^ = ^—  = 

^4  —  *  >  • 

'Jô.  Prenons  pour  troifieme  exemple,  les 

deux  équations  j  x  =  j  x^ \y —  p  & f  a:— 

Je  commence  par  faire  difparoître  les  dé- 
nominateurs (  (Î4.  ). 

J*ai  ^6x^=^  3  Çx  H-  5oy  -^  1 2(îo, 

Et  ^6x  •—  2oy  ==  5  jy  —  420. 

De  la  première  je  tire ,  en  tranfpofant  ôc 
réduifant,  21a:  =  6oy  •—  i25o  ,  ôc  en. divi- 
fant   ^_£^::Liil2 

La  féconde  me  donne  ;  en  tranfpofant  & 
réduifant  5'5x==  jjj^ — 420,  &  en  divifant^ 

Egalant  '  ces    deux   valeurs    de  x  ;   j*aî 

'éoy — \^6o  %^y  —  410 

Il  56 

pour  avoir  la  valeur  de  j'  dans  cette  équa- 
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tion,  je  chafle  les  dénominateurs^  &  j'aî 
335oy —  jo$6o=  iijfy — 8820,  tranfpo- 
(knt  &  réduifant ,  il  vient  220 çj^  =  5 1-740  ; 
enfin  en  divifant,  on  zy:^^—'  ~  ^8. 

^Pour  avoir  la  valeur  de  a: ,  je  fubftitue,  au 
lieu  de  ^  5  fa  valeur  28  ,  dans  Téquation 

X  ==  — :^ trouvée  ci-dellus  ;   ce  qui 

-I  ^oxx8  — 11^0  1^80-- ii^o  410 

donne  x  = = =  — 

B=  20. 

77«  Si  les  équations  étoîent  littérales, 
on  opéreroit  de  la  même  manière.  Ainfi ,  (i 
Ton  avoit  les  deux  équations  a  x -4-  ^y  -~c  , 
&  dx  -+-/y  =  ^ 9  da^^s  lefquelles  a, b^ c  d^e^f^ 
marquent  des  quantités  connues  ,  pofitives 
ou  négatives  ;  la  première  donneroît  ,  par 
tranfpofition  ax=:^c  —  by^  &  pardivifion, 

X  =  ^"^  -;  la  féconde  donneroit  de  même 

a 

par  tranfpofition  dx  -—  e  — fy ,  &  par  divi- 
fion  X  =  — r^«  Egalant  ces  deux  valeurs 
de  x ,  on  au f  oit  ^"^  ^  =  — ir"  î  chaffant  les 

•^  ad 

fraÛîons ,  onz  cd  —  bdy  =  ae  —  afy  ;  tranf- 
pofant ,  afy  —  bdy  =  ae  —  ci  ;  enfin ,  divï- 

fant((^i),onajK=^^3~. 

Pour  avoir  la  valeur  de  x ,  il  faut  fubfti- 
tuer  y  au  lieu  dey ,  fa  valeur  -j-j^  ?  dan§  Tune 
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des  deux  valeurs  de  x  •  dans  x  x=    ~    '^^ 
par    exemple.   Cette    fubftitution    donnera 

-      at'cd  -abe^hcd 

c-tf  X  — -; c  ' 

af-  b  d        •         •         >  af-^  h  d 

x=^ quirevientax= 

OU   (  4J  )  réduîfant  c  en  fra£lîon  ,      .     . 

afc-^bcd^abe  ^hcd  afc'-^abe 

~^fZrbd  af—  bd 

X  = ' ,   OU  JC  = " 

a  '  a  j 

,         V  afc  '^^  abc  n      t  v 

ou(y2),:«=^^^r:^,  ou  enfin(33), 

fc  —  b  e  -' 

^—af—bd'' 

7  8 .  Nous  avons  fuppofé  jufqu'icî  ,  que 
les  deux  inconnues  fe  trouvoîcnt  toutes  deux 
dans  chaque  équation.  Lorfque  cela  n'arrive 
point ,  le.  calcul  ne  diffère  des  précédents 
qu'en  ce  qu'il  eft  plus  fimple.  Par  exemple , 
fi  Ton  avoit  ^ax^^^&cx-H  dy  =  e  :  la 

première  donneroît  :r  =  —  ;  &  la  féconde  , 


X  = 


e  —  dy 


$a 


c 


.  Egalant  ces  deux  valeurs,  on 


3^  e  —  d 


auroit  —  = -^  :  d'où  chaflant  les  ,déno- 

minateurs ,  tranfpofant  &  réduifant  ^  on  tire 

^         "      5  ad 
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Des  Equations  du  premier  degré  , 

trois ,  &  h.  un  plus  grand  nombre 

d  inconnues. 

79*  Ce  que  nous  venons  de  dire  éta 
vne  fois  bien  conçu ,  il  eft  facile  de  voiri 
comment    on  doit  fe  conduire   lorfque 
nombre  des  inconnues  &  des  dquations  i 
plus  confidërable. 

Nous  fuppoferons  toujours  qu  on  ait  aif 
tant  d'<îquations  que  d'inconnues.  Si  l'on  ( 
a  trois ,  on  prendra  dans  chacune ,  la  valeu. 
d'une  même  inconnue ,  comme  fi  tout  le  rejl 
était  connu.  On  égalera  en  fuite  la  première  v(ù 
leur  à  la  féconde ,  6*  la  première  à  la  troi/îeme^ 
ou  bien  l'on  égalera  la  première  à  la  féconde , 
la  féconde  à  la  troifieme.  On  aura  ,  par  ce  pn 
cédé ,  deux  équations  à  deux  inconnues  fèuU\ 
vient  i  &  on  les  traitera  par  la  règle  précédenii 
(74):  . 

,    Soient ,  par  exemple ,  les  trois  équations  a 

8jc  H- y — 2^=     6^ 
m  r^     ,   î^-.^-^-5T=     7)  , 

L  Yi-i  la  première  ,  je  tire ,  par  tranfpofitioni 

t 


3X=  179- 


■  fy  —  7î  ;  &  ,  par  diviiion  i 


De  la  Ciconde  ,  j'ai,  par  tranfporition. 


ir. 
V 
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tx  =  64  -^  3y  '^  2^  ^   &  ,  par  divifion 

Dans  la  troificme ,  j'ai,  par  tranfpojfition  j 
^x  =  75  H-jy  —  31  j  &  par  divifion*  .  .  .  ^ 

Egalant  la  première  valeur  de  Je  à  la  fei 
conde,  jai  llEiiiyzzIl  ^  hlZLyjtll. 

Egalant  de  même  la  première  à  la  troî-J 
fieme ,  j'ai  ^^^"^^""^^  =. IL±-^l=llI. 

Comme  il  n'y  a  plus  que  deux  inconnues  i 
je  traite  cts  deux  dernières  équations  fui-^ 
vant  la  règle  donnée  (  74  )  pour  les  équakr 
tions  à  deux  inconnues.  Je  chaffe  donc  d'à-, 
bord  les  dénominateurs ,  ce  qui  me  donne 
les  deux  équations  fuivantes  1432  — 4qy — 
5^î  =  15^2  — p^  +  5:[,  &  8p5  —  a5jK—  3  ^l 

=  22;  +  5jK  — Pî- 

Je  prend;s  dans  chacune  de  ces  équations 

la  valeur  dey  :  la  première  me  donne,  en 
tranfpofant  &  réduifant ,  1240  —  ^^^=31/^ 

&  en  divifant  53/==  UâîJLJl,  La  féconde  me 

donne ,  en  tranfpofant  &  réduifant ,  6jo  -— 

-26'^=28y,  &  en  divifant ^j^=  fZlZLifi. 

J'égale   ces  deux  valeurs  de  jy  ^  &  j'aî 

1x40-61?        670-267         .  /•  1 

— I — -^  =  — ^— ^  ^  qm  ne  renferme  plus 
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qu'une  inconnue.  Pour  en  avoir  la  valeur  ^ 
je  chaffe  les  dénominateurs,  &  j'ai  34720  — ■ 
1735:^  =  20770  —  Soô:^.  Tranfpofant  &  ré- 
duifant  ,  il  vient  139SO  =  930:^;  divifant 
enfin  ,  on  a  ^=  ^^  =  ilfi.  =  i  y. 

Pour  avoir^,  je  mets  ,  au  lieu  de  :[ ,  fa  va- 
leur I  j ,  dans  réquationy  =  '^^^  "^  ^^  que 

nous  venons  de  trouver  ci-deffus  j  ce  qui  me 
,  1140-^1x1^       1140-^30       3T0 

^^^  y  31  ^^      fi  77       ^^* 

Enfin,  pour  avoir  x ,  je  mets ,  au  lieu  dej^, 

fa  valeur  10  ,  &  au  lieu  de  :j[,  fa  valeur  1  y , 

dans  Tune  des  trois  valeurs  de  x  trouvées 

qui  devient  par  -  la  a:  = — i. 

179  —  ^Q— 'lo^  __^  I7P  — 15^  c=-  il  Q 

80.  Si  toutes  les  inconnues  n'entroîent 
pas  à  la  fois  dans  chaque  équation  ,  le  calcul 
feroit  plus  fimple  ,  mais  fe  feroit  toujours 
d'une  manière  analogue. 

Par  exemple ,  fi  Ton  avoit  les  trois  équa- 
tions, $x-i-  ^y  =  6^ y  2y  —  ^=  II,  5x  -H 

4-  =  5*7.  La  première  donneroit  x  =  -^—^y 

la  féconde  ne  donneroit  point  de  valeur  de  :x:5 

la  troifieme  donneroit  x  =r  - ^  "~  ^^  ;  il  n'y  au* 

roit  donc  que  ces  deux  valeurs  de  :x:  à  égaler  ^ 


ci-deffus;  par  exemple,  dans  x 
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elles  donnent  ^"""^^  =  IZZH^^  équation  qui 

ne  renferme  plus  d'x  ,  &  qui  étant  traitée  ,' 
avec  la  féconde  équation  2y — ^=  1 1 ,  félon 
les  règles  des  équations  à  deux  inconnues  , 
donnera  les  valeurs  de  j^  &  de  :^.  En  achevant 
le  calcul ,  on  trouvera  :j^  =  p^j^  =  i  o,  jc  =  7. 
8  T .  On  voit  par-là  que  su  y  avoit  un  plus 
grand  nombre  d  équations ,  la  règle  générale 

leroit Prenc^  y  dans  chaque  équation ,  la 

valeur  et  une  même  inconnue  ;  égale:^  lune  de 
ces  valeurs  à  chacune  des  autres ,  6*  vous  aurcT^ 
une  équation  ù  une  inconnue  de  moins.  Traite':^ 
ces  nouvelles  équations  comme  vous  vencT^  de 
faire  pour  les  premières  j  ù  vous  aurev^encore 
une  équation  ù  une  inconnue  de  moins.  Conti^ 
nue:^  ainfijufquà  ce  qu  enfin  vous  parveniez  à 
n  avoir  plus  quune  inconnue. 

82  .  Il  ne  fera  peut-être  pas  inutile  de  placer  ici  une  règle 
générale  pour  déterminer  les  valeurs  des  inconnues  dans  les 
équations  du  premier  degré.  Lor(que  le  «ombre  des  inconnues 
eà  un  peu  con/îdérable,  &  que  les  équations  renferment  tous 
les  termes  qu'elles  peuvent  renfermer  ,  on  eft  conduit ,  par  la 
première  méthode  ,  fî  elles  font  littérales  ,  à  des  valeurs  plus 
compofées  qu'il  ne  convient;  â  la  vérité  ,  on  peut  les  réduire  ; 
mais  c'efl  un  travail  qui  devient  d'autant  plus  long  que  le  nom-» 
bre  des  inconnues  eft  plus  confîdérable.  D'ailleurs  nous  ré- 
duirons ,  par  la  (liite  ,  l'art  de  chalfer  \ts  inconnues  dans  les 
équations  qui  paffent  le  premier  degré ,  à  celui  de  les  chalïèr 
dans  celles  du  premier  degré.  Les  méthodes  que  l'on  a  eues 
jurqu'ici  pour  éliminer  ou  chafler  les  inconnues  ,  dans  les 
équations  qui  paflTent  le  premier  degré  ,  ont  toutes  (fî  l'on 
en  excepte  feulement  celles  qu'ont  données  MM.  Euler  & 
Cramer  )  l'inconvcnient  de  conduire  à  des  équations  beau- 
coup plus   compofées  qu'il   ï^e  faut.  Ces   dernières  jmême 
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fie  (Ont  point  à  l'abri  de  cet  inconvénient  ,  lorlqu'oil  a  pîui 
<!e  deux  inconnues.il  peut  donc  être  utile  de  donner  ici  des 
moyens  faciles  pour  avoît  les  valeurs  des  inconnues  dani 
les  équations  du  premier  deacé.  L'eft  ce  que  nous  allons 
faire  aprèï  avoir  expofé  une  Ééconde  méthode  qui  peut  avoit 
ion  utilité  dans  pluiîeurs  renconires. 

Soient  les  deux  équarions  i  x  -(-4y^^8i,&  ix  —  4*  =  9. 
Si  l'on  retranche  la  ieconde  de  U  première  ,  on  aura  Sy  ^^  71, 
&  par  conlèquent,y^'ir-^=9.  Au  contraire  fi  l'on  ajoute  la 
première  équation  a  la  féconde,  on  aura  6  je  =  90,  &  par 
conlcquent ,  x  =^^~  =  i^.  On  voit  donc  que  lorfque  les  deux 
équations  lônt  telles  que  le  coefficient  de  l'une  des  inconnues , 
eit  le  même  d^ns  chacune  ,  il  eft  trcs-facîLe  ,  par  une  (impie 
addiuon  ouunefimple  fouftraâion,  de  réduire  les  deux  équa- 
tions à  n'avoir  qu'une  inconnue. 

85.  Mais  ne  peut-on  pas  ramener  les  équaiions  à  cet  état  ÎOn 
le  peut  toujours  ;  ïi  (ïitïit  pour  cela  de  multiplier  l'une  dei  deux 
équations  par  un  nomore  convenable.  Voici  comment  on  doit 
s'y  prendre  pour  trouver  ce  nombre.  Soient  les  deux  équation» 
^w-^îy=6î,  S:î=c-4-8j'=iii. 

Je  repré(ènte  par  m  ,  le  nombre  dont  i!  s'agit ,  &  je  mul- 
tiplie l'une  des  deux  équations  ,  la  féconde ,  par  exemple, 
par  m,  ce  qui  me  donne  <;  mx  -t-  8  my  =  ir  1  m.  Je  l'ajoute 
avecla  première,  8c i'A  ^x-i- ^mx-^-^^y-t-S  my  =  6^-^i  uni 
qu'on  peut  écrire  ainfî  (^H-îTiJK-f-f  3-)-8/n)y=Éï  +  n  1  m« 

Si  je  veux  maintenant  faire  difparoitre  les  x,  je  n'ai  qu'à 
(ùppo(êr  que  le  nombre  m  eiî  tel  que  4  h-  f  m  ■=□ ,  ce  qui  me 
donne  m  =  -  -J.  Cette  fuppofîtion  réduit  l'équation  à  (j-t-B  m)  y 

dî  -t-  mm 
«Éj  ■+•  mm,  qui  donne_v  ^= — ~ —  ;  Equation  ,  qui  , 


Si  au  contraire  j'avois  voulu  faire  dilparoître  \esy  ,  j'a 
fupporém  lel  que  j  -t-  S  m -o,  c'elï-à-dire,  ijuej'aurois  éj_ 

kzéxo 


laroitre  ]esy ,  j'àij^^H 
ire,  ijuej'aurois  é^I^^ 
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a  zéro ,  le  coefficient  ou  multiplicateur  de  y ,  ce  qui  m^aurolfi 
donné  /7>  =  «  |.  Cette  Cippofîtion  réduit  Téquation  à  (4  -H  5m)  ^ 

îi:  ^J  -H  1 1 1  m,  qui  donne  ^ =— — -3 ,  équation ,  qui,  eil 

mettant  pour  m  Gl  Tàleut  aâuelle  ^^  | ,  devient  :c = 


jriô  — 333  187  4—*  — 

3x  — M  17  ir 

8  8 

^  84.  Si  l*6n  avoit  trois  équations  &  trois,  inconnues  ,  6û 
Ihultiplîeroit  là  (êcohde  par  un  nombre  m ,  &  la  troiâeme  pa£ 
lin  nombre  n  )  &  lés  ajoutant ,  ainfî  multipliées ,.  à  la  première  4 
on  (ùppolèroit  égal  à  zéro  ,  le  coefficient  de  chacune  de  deux 
des  trois  inconnues  x  ^  y  8c  :[,  On.  auroit  pour  déterminer  ni 
icîiy  deux  équations  que  l'on  traiteroit  comme  dans  le  cas 
précédent* 

Par  exempié  ^  prefions  les  trois  équations  ^x  4-  sy  -f-  7i 
=r  179  j.Sx-f-  3y  —  1^  =  64,  ^x — y  ^  3^  =  75  que  nous 
^vons  déjà  traitées.  En  multipliant  la  l^condé  par  m ,  la  troi-^ 
£eme  par  h ,  &  les  ajoutant  à  la  première  ,  on  aura  35?  -f-  Smod 
-4-  ^nx  4-$y  -^"  3/ny  -r  ny  H-  7\  —  ^tn^i  -+-  3n:(  =2  1 7^  H-  6/^nt 
-4-  7  j«  qu'on  peut  écrire  ainfî  ,  (5  -f-  8m  -H  572)  5:  -f-  (5  -+-  ini 
'•^n)y  '¥■'  (7  —  i/7i-*-3n)  î=  17^  4-^4/71-+- 75^^ 

Si  c'eft  ^  que  je  veux  avoir ,  je  fûppo'fèrai  ^-+-8/7i-4-^;f:=r:d 
&  5  -h  3m  —  ;i=o  5  ce  qui  réduit réquation  à  (7  —  irrt  -+-  ^rt)  ^ 

.,  ^        i7P-i-^4^-+-75'ï  a 

=  17^  -h  ^A^+l'y^y  qui  donne  f=s  ■  ^ 

7  —  2/îï  -f-  3/1     ^  ^ 

ï\  ne  s'agit  donc  plus  que  de  détermîfief  frt  &  n  ^  te  que  Tort 
fera  par  le  moyen  des  deux  équations  3  -H  8/7Z  -h  5^  =  o  ^ 
&f-f-3/7z  —  n  =  o,  que  Ton  traitera  coinme  dans  le  cas  pré-« 
cèdent  ;  c'eft-à-^ire ,  qu'on  multipliera  la  (fednde  par  un  norft-f 
htep ,  &  on  l'ajoutera  à  la  première^  ce  qui  donnera  4  -f-  5/i 
-f-8/^  -i-  -^pm-^-  571 — ;7Ai  =: G  -  qu'on  écrit  ainfî,  3 -+.  <^-l-/ 
(8  -4-  3;?)  m  -t-  (^.  — p)  n  =r  o*  Pour  avoir  n  ,  dn  fiippolera  8l 
*f-  3^  =  o ,  ce  qui  réduira  l'équation  à  3  -4-  5^  -f-  (ç  — ^)  n==6^ 

—2  —5/7 
j(ui  donne  ;i  =  •— ^ j  or  l'équâtîon  8  4^'  3/7  =i=  ô  ,  ddnfttf / 

Algeèré*  Q 
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=  —  I  ;  donc  n  = r-  ,  qui  Ce  réduit  à  n  ===  —  ;    pai* 

5  H *^ 

une  opération  (êmblable,  on  trouvera  m  s  -  ^ ,  flibflltuant  donc 

28  31 

d^ns  la  valeur  de r  on  aura  r  = "?1   ,quîfe 

'  *  —  i8  21 

7  —  2. h  3  •  -- 

23  23 

réduit  à  ^  =  iç.  On  volt  par-là  comment  on  s'y  fêrolt  pris  ,  fi 
au  lieu  de  ^  ,  on  avoît  voulu  avoir  j^  ou  x  ;.mais ,  lorlque  Tune 
des  inconnues  eft  trouvée  y  il  feroit  (uperllu  de  recommencer 
un  calcul  (êmblable  pour  chacune  des  autres ,  il  /aut  fùbdituec 
la  valeur  de  cette  inconnue  dans  les  équation^  propofées  ;  Se 
employant  une  équation  de  moins ,  on  détermine  les  autres 
valeurs  ,  comme  pour  le  cas  où  il  y  a  une  équation  de  moins. 
•85.  En  (îiivant  cette  méthode,  ou  ]a  première,  on  peut 
trouver  des  formules  générales  qui  repréfèntent  les  valeurs  des 
inconnues  dans  tous  les  cas  imaginables.  C'eft  ainfî  qu'on  trou- 
vera que  il  Ton  représente  généralement  .deux  équations  du 
premier  degré  à  deux  inconnues  par  ûv'c-f-  by^cz=:oy8c 
a'x  H-  ^'y  -f-  ^'  =  o  ,  ce  qu'oti  peut  toujours  faire ,  en  pafîant 
tous  les  termes  dans  un  même  membre  ,  &  reprélentant  par 
une  feule  lettre  la  totalité  des  quantités  connues  qui  multiplient 
chaque  inconnue  ,  &  la  totalité  des  termes  entièrement  connus  , 

!  trouvera  ,  dis-je ,  que  les  valeurs  de  ^^  &  dey  ,  font  expri- 
me'—  yc  a'c  —  ac' 

ces  en  cette  manière  :  x  =  -77 r; ,  y  =  -77 -. 

Pareillement ,  ^  Ton  repréfènte  trois  équations  du  premier 
degré  à  trois  inconnues , par ax -^  hy -^ c^-^-  J=  o ,  dx -f- h'y 
^^^  c\^d'  =zo  y  a"x  -4-  b^'y  H-  c"^ -f-  ^''  =  o ,  on  trouvera 
que  les  valeurs  de  :w ,  y  &  7  ,  font  exprimées  en  cette  manière  r 

—  --^^^'^^"'^^'^d^''-a"hd'-\-ab'*d'^a'h''d-^a"b'd 

^  ""*  ^ab'c*'-^ a'b c" -+- a" bV^a b" c' -H a' b*'c  —  a^'b^c 

—  ^^dc''-^a'dc"-^a^'dc''-\-ac'd''—a'cd'*'{-a''cd* 

^  ^  -^  ab'c" ^  a'b  c" -h a"b  c'  —  à  b"c' -h a'  b"c'^ a" b'c 
_  —  b'c"d^bc"  d'-^  h  c'd''hb"c'd'-b''c  d' H-  B'c  d" 

^  ^  'i-ab'(;"'^a'bç"^a"tc'''^a"bc''hab"c''^a"b'ir 


on 
mces 
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l'our  4  équations  &  4  Inconnues ,  on  aurolt  quatre  frayions 
dont  le  numérateur  &  le  dénominateur  aurolent  chacun  24  ter- 
mes. Ils  aurolent  i  lo  termes  pour  5  Inconnues  ;  720 ,  pour  6  ,  & 
ainfî  de  fuite,  (èlon  le  produit  des  nombres  i.  &•  5*  4.  5.  &c.  '^■ 

Application  des  Règles  précédentes  a 

la  réfolution  de  quelques  quejlions  qui 

renferment  plus  d'une  inconnue. 

8  6.  Queftion  première  :  Un  homme  a  deux 
tfpeces  demonnoie  :  fept  pièces  de  la  pliis  forte 
ejpece ,  avec  dou^^e  pièces  de  la  féconde  ,  font 
288  livres  ;  &  12  pièces  de  la  première  efpece  , 
avec  fept  de  la  féconde  font  3^8  livres.  On  de-- 
mande  combien  vaut  chaque  ejpece  de  monnoie  ? 

Si  Ton  favoit  combien  vaut  chaque  ef- 
pece de  pièce ,  en  multipliant  la  valeur  d*une 
pièce  de  la  première  efpece ,  par  7 ,  &  celle 
d*une  pièce  de  la  féconde  efpece  ^  par  1 2  , 
&  ajoutant  les  deux  produits ,  on  trouveroit 
288  livres;  pareillement,  en  multipliant  la 
valeur  d'une  pièce  de  la  première  efpece  , 
par  12,  celle  de  la  féconde  par  7 ,  &  ajou- 
tant les  deux  produits ,  on  trouveroit  3  5  S. 


•  si  l*on  veut  s'înftruîre  plus  i 
fond  de  la  manière  de  déterminer 
tes  valeurs  des  inconnues  dans  les 
Equations  du  premier  degré  »  on 
peut  confulter  l'Ouvrage  que  nous 
avons  public  en  1779  ,  fous  le  titre 
Théorie    générait    dss    EquationslUiûiÀics, 

Gij 


Mgébrîques ,  Paris  »  in-4^.  On  y 
trouvera  une  méthode  très-généraJe 
&  très-expéditivc  pour  déterminer 
toutes  â  la  fois  ou  féparément,  les 
valeurs  des  inconnues  dans  les 
Equations ,  foit  numériques  ,  £bîç 
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livres  ;  cûla  étant ,  fi  je  repr^fente  par  x  îe 
nomlre  de  livres  ou  la  valeur  d'une  pièce  de 
la  première  efpece ,  &  par  j'  celle  d'une  pièce 
de  la  féconde  efpece ,  je  pourrai  raifonner 
alnfi  : 

Chaque  pièce  de  la  première  efpece  va- 
lant X,  les  fept  pièces  vaudront  7  fois  a:, 
ou  -jx  ;  par  la  même  raîfon  12  pièces  de  la 
féconde  efpece  vaudront  12  j-  ;  il  faut  donc 
que  7.V-H  12  y  c^  288. 

Un  raifonnement  femblable  a  l'égard  de  la 
féconde  condition  ,  fera  voir  qu'il  faut  que 
12  X'^jy=  5j8.  Il  ne  s'agit  donc  plus  que 
de  trouver  les  valeurs  de  x  &  de^.  Pour  cet 
effet ,  je  prends  dans  chaque  équation  la 
valeur  de  x.  La  première  me  donne ,  après 
la  tranfpofition  &  la  dïvifion  ,x=^  - — ~  '- j 
la  féconde  me  donne  x  =  ^~  ~~^  >  j'égale  ces 
deux  valeurs  de  jc  ,  &  j'ai  l'équation  - — — — 


Pour  tirer  de  cette  dernière  la  valeur  àty^ 
je  chafTe  les  dénominateurs  (64)  &  j'ai  34.f(S 
~~  i44y  =  2^06  —  4PJ  ,  ou  en  tranfpofant 
&  réduifant  iJJo  =^  pjjy ,  ou  enfin  en  divifant, 
y  =  — —  =  1 0.  Pour  avoir  x  j  je  reprends  U 
première  valeur  de  :«  ,  favoir  x  =  -  ^~'^-^ 
&  fubflituant  pour^y,  fa  valeur   10,   j'ai 
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288  —  TZXTO  s88— TIO  1^8  , 

x=:  —' — -= =r    -  =  24-;aonc 

7  ^  7  ^  ^        . 

la  plus  forte  pièce  étoit  de  24  livres  &  la 
plus  petite  de  10  livres.  En  effet ,  7  pièces  de 
514  livres  font  1 6S  livres ,  qui  avec  1 2  pièces 
de  10  livres  ou  120  livres,  font  288  livres. 
De  plus,  s 2  pièces  de  24  livres,  qui  font 
s 88  livres  ,  avec  fept  pièces  de  10  livres  qui 
£ont  70  livres ,  donnent  3^8  livres. 

Queftion  féconde  :  On  a  mêlé  enfemble  une 
certaine  quantité  (tor  &  une  certaine  quantité 
d argent.  Tout  le  mélange  fait  un  volume  de 
1 2  pouces  cubes  j  &  peje  1 00  onces  :  un  pouce 
cube  (tor  pefe  1 2  onces  j  ^  &  un  pouce  cub^ 
d'argent  en  pefe  6  j.  On  demande  quelle  ejl  la 
quantité  d'or  h  quelle  efi  la  quantité  d'argent 
qui  ont  été  alliés  ?   , 

Si  Ton  connoiffoit  le  nombre  de  pouces 
cubes  de, chaque  efpecé  de  matière ,  en  ajou- 
tant ces  deux  nombres ,  ils  donneroient  1 2 
pour  leur  fomme.  De  plus,  en  prenant  12 
onces  j  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  pouces  cu- 
bes d'or,  c'eft- à-dire ,  en  multipliant  12  f  par 
le  nombre  des  pouces  cubes  d*or ,  on  auroit 
le  poids  de  l'or  qui  entre  dans  le  mélange , 
&  en  multipliant  de  même  6  onces  f  par  le 
nombre  des  pouces  cubes  d'argent ,  on  auroit 
le  poids  de  l'argent ,  &  en  ajoutant  ces  deux 
produits  ils  formeroient  1 00  onces. 

G  iij. 
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Raifonnons  donc  de  la  même  manière  en 
reprérentant  par  x  le  nombre  des  pouces  cu- 
bes d'or  j  &  par^  le  nombre  des  pouces  cubes 
d'argent  :  il  faut  donc  que  x  H-j/  ^13.  D'un 
autre  côté  ,  chaque  pouce  cube  d'or  pefant  1 2 
onces  y  ,  ou  ^  d'once ,  un  nombre  x  de  pou- 
ces d'or  pefera  -^  x  x  ou  — .  Par  la  même  rai- 
fon  chaque  pouce  cube  d'argent  pefant  6  on- 
ces I  ou  -^  d'once  ,  un  nombre  y  de  pouces 
cubes ,  pefera  ^xyou  ^y  ;  donc  l'or  &  l'ar- 
gent réunis  pèleront  ^x-^^  ~y  ;  or  ils  doi- 
vent peferi  00  onces, donc-— x-j--^^^  100. 

Pour  trouver  les  valeurs  de  je  &  dejx  j  )e 
chafle  les  dénominateurs  de  cette  dernière 
équation,  &  j'ai  î42jc -+- i8(î_y  =  2700.  pe 
la  première  équation  je  tire  a;  =  la  — y  y  & 
la  dernière  donne  x  =  ^^°°  ~  ' — -  ;  égalant 

1  I  ^"^^         ï7co  —  iSôy 

ces  deux  valeurs ,  on  a  1 2  —  y  ^ • , 

Pour  avoir^  je  chafTe  le  dénominateur ,  & 
îl  me  vient  4104  —  ^^2.y==  2700  —  iZ6y  ; 
tranfpofant  &  réduifant,  1404=  ijtfy,  & 
enfin  en  divifantj^  =  Vrr  =  P  j  ^^  comme 
on  a  trouvé  j;  =  1 2  — y  ,  on  a  donc  x  =  ^  , 
c'eft-à-dire  ,  qu'on  a  mêlé  3  pouces  d'or  avec 
$  pouces  d argent.  En  effet,  le  tout  fait  12 
pouces  cubes.  D'ailleurs  j  pouces  cubes  pe- 
lant chacun  12  onces  f  font  58  onces ,  &  ^ 
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pouces  cubes  pefant  chacuQ  6  onces  g  font  62 
onces  5  Icfquelles  avec  les  38  font  100  onces. 

Si  les  deux  matières  qu  on  a  mêlées  avoient 
des  pefanteurs  fpécifiques  *  différentes,  & 
file  volume,  ainfî  que  le  poids  total  du  mé- 
lange ,  étoient  différents  de  ce  qu'on  vient  de 
fuppofer,  la  méthode ,  pour  trouver  les  quan- 
tités de  chaque  efpece  de  matière ,  n^en  feroit 
pas  moins  la  même  ;  ainfi  pour  renfermer  dans 
une  feule ,  toutes  les  folutions  des  queftions 
de  cette  efpece ,  flippofons  généralement  que 
le  nombre  total  des  pouces  cubes  des  deux 
efpeces  de  matière  foit a. 

Que  le  poids  total  du  mélange  exprimé 
en  onces  foit • b. 

Que  le  poids  d'un  pouce  cube  de  la 
première  matière  foit c^ 

Et  celui  d'un  pouce  cube  dç  la  féconde 
foit ^. ........ .d. 

c  &L  d  étant  exprimés  en  onces. 

Alors  fî  nous  repréfentons  par  x  le  nombre 
des  pouces  cubes  de  la  première  matière ,  & 
par  j^  le  nombre  de  pouces  cubes  de  la  fe- 


* 


On  appelle  pejanteur/ptfci- 
/ique  ,  la  pefànteur  d'un  corps 
dont  le  volume  eft  conftu. 
Quand  on  dit  :  un  tel  corps  pefè 
I  z  livres  ;  on  ne  détermine  que 
le  poids  de  ce  corps  &  non  pas 
celui  de  refpcce  de  matière 
dont   xi   eil  compoié  ^    mais 


quand  on  dit ,  par  exemple  : 
îi  pouces  cubes  d'eau  com- 
mune pefènt  7  onces  6  gros , 
alors  on  détermine  la  pelàn- 
teur  de  cette  efpece  d'eau  ;  on 
met  en  état  de  déterminer  com- 
bien pe(ê  tout  autre  volume 
connu  de  cette  même  eau» 

Giv 
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conde  ;  nous  aurons  pour  première  tîquatîoii 
X  -^  y  =  a. 

D'ailleurs  chaque  pouce  de  la  première 
matière  pefant  c  d'onces ,  dès  qu'il  y  a  x  de 
pouces  cubes ,  la  quantité  de  la  première  ma- 
tière pefera  c  x  x  ou  ex.  Par  la  même  raifon  , 
Ja  quantité  de  la  féconde  matière  pefera  ((y  y 
en  forte  que  le  total  pefera  cx-^-dy  ;  &  comme 
jl  efl:  fuppofé  pefer  i ,  il  faut  que  ex  +  i/y  —  A. 

Cela  pofé  ,  la  première  équation  donne 
pe  =  a  —y  ,■  la  féconde  donne  x  =*  -^— ^;  éga- 
lant ces  deux  valeurs ,  on  a  a  —  y  =  ~-^> 
eliaiïant  le  dénominateur ,  il  vient  ac-r-cy^h  '{ 
*—  dy  ;  tranfpofant  &  divifant ,  y  =  -rErd- 

Pour  avoir  la  valeur  de  jc ,  il  faut  fubfti- 
tuçr  dans  l'équation  x  =  a  ■ — y ,  la  valeur 
qu'on  vient  de  trouver  pour  v ,  &  l'on  aur^ 
pc:^  a  =  ■  .^,  f  où  l'on  voit  que  j'ai  changé 
les  fignes  du  numérateur  de  —z~o  P^'''^^  ^}^^y 
doit  être  retranché  de  c  (  1 1  ).  Cette  valeur  dq 
!X  peut  être  fimplifiée  ,  en  réduifant  le  tout  en 

fraÊlion  (4.5:) ,  ce  qui  donnera  jc= -^ —  , 

pu  en  réduifant ,  x  '=^  -^^ . 

JLes  valeurs  x  ==  7  ■  &  y  = j 

^uç  Ton  vient  de  trouver ,  peuvent  fournir 
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*ine  règle  fufceptible  d'un  énoncé  affez  fim- 
ple ,  pour  la  réfolution  générale  de  toutes  les 
(guettions  de  cette  efpeee. 

Pour  trouver  cette  règle ,  il  faut  faire  at- 
tention i^,  que  ^  marque  le  poids  total  du 
mélange;  2^,  que  a  marquant  le  nombre  total 
des  parties  du  mélange  ,  &  c/  le  poids  d'une 
des  parties  de  la  féconde  efpeee ,  a  d  marque 
ce  que  peferoit  le  volume  du  mélange ,  s'il 
étoît  compofé  feulement  de  la  matière  de  la 
féconde  efpeee.  En  effet ,  fi  tout  le  volume 
étoit  d'argent ,  par  exemple ,  on  trouveroit 
fon  poids  total ,  en  multipliant  la  pefanteur  i 
d'un  pouce  cube  d'argent ,  par  le  nombre 
total  a  des  pouces  cubes.  Enfin  le  dénomina- 
teur c — (f  eft  la  différence  des  pefanteurs  fpé- 
cifiques  de  chaque  efpeee  de  matière. 

Si  l'on  analyfe ,  de  même  ,  la  valeur  à^y  ; 
on  verra  que  jc  eft  ce  quç  peferoit  le  volume 
du  mélange ,  s^il  étoit  uniquement  compofé 
de  la  première  matière.  De-là  on  pourra  con- 
clure cette  règle. 

Calculey^  ce  que  peferoit  le  volume  du  mélange , 
s'il  étoit  compofé  feulement  de  la  féconde  ma- 
tière i  retranche':^  ce  poids  du  poids  total  actuel 
du  mélange  ^  &  divijeT^  le  refle  par  la  différence 
des  pefanteurs  fpécifiques  des  deux  matières  : 
le  quotient  fera  le  nombre  des  parties  de  la  pre- 
jniere  matière  qui  entre  dans  le  mixte. 
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Au  contraire ,  pour  avoir  le  nomhre  des  par- 
ties de  ta  féconde  matière  ,  calcule?^  ce  quepejè- 
roit  U  volume  du  mélange ,  s'il  étoit  tout  entisr 
de  la  première  matière  y  retranche-^-en  le  poids 
total  aâuel  du  mélange  ,  &  divife:^  le  rejîe  par 
la  même  quantité  que  ci-deffus. 

Cette  règle  eft  précifément ,  ce  qu'on  ap- 
pelle en  Arithmétique ,  la  règle  d Alliage  ;  & 
qu'en  Arithmétique  nous  avons  renvoyée  à 
cette  troifieme  Partie. 

On  peut ,  à  cette  même  queftion  ,  en  rame- 
ner une  infinité  d'autres  ,  qui ,  au  premier 
coup  d'œil  ^  ne  fembicnt  pas  de  même  efpece  : 
par  exemple  ,  celle-ci  ;  Faire  5-22  livres  en  42 
pièces  ,  les  unes  de  24  livres  ,  &  les  autres  de  6 
livres  y  car  avec  un  peu  d'attention  ,  on  voit 
que  cette  queftion  eft  la  même  que  cette  au- 
tre ;  un  mixte  compofé  de  42  pouces  cubes 
de  matière  ,  pefe  5-22  onces  :  des  deux  matiè- 
res qui  y  entrent ,  l'une  pefe  24  onces  par 
fiQuce  cube  ,  &  l'autre  6  onces.  En  fuivant 
a  règle  précédente  ,  on  trouvera  qu'il  faut 
I  j  pièces  de  24  liv.  &  27  pièces  de  6  livres. 

La  même  règle  ferviroic  encore  à  réfoudre 
cette  autre  queftion.  Un  pied  cube  d'eau  de  mer. 
pefe  74  livres ,  un  pied  cube  d'eau  de  pluie,  pefe 
70  livres  ;  combien  faudroit'il  mêler  cnfenibU 
d'eau  de  mer  &  d'eau  de  pluie  ^  pour  faire  de^ 
l'eau  qui  pesât  73  livres  par  pied  cuber         ^ 


ube  f         ^H 
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On  voit  par-là ,  combien  il  peut  être  utile 
de  s'accoutumer  de  bonne  heure  à  repréfen- 
ter  y  d'une  manière  générale  j  les  quantités 
^connues  qui  entrent  dans  les  queftions  ,  &  à 
interpréter  ou  traduire  les  résultats  algébri- 
ques des  folutions  des  problêmes. 

Queftion  troilîeme  :  On  a  trois  lingots  dans 
chacun  defquels  il  entre  de  l'or  ^  de  l  argent  6» 
du  cuivre.  U alliage  dans  le  premier  efi  tel  que 
fur  1 6  onces  j  ily  en  a^  d^or^  8  d! argent  &  i  de 
cuivre.  .Dans  le  fécond  fur  16  onces  ,  ily  en  a 

5  d^or  j  7  d'argent  &  ^  de  cuivre.  Dans  le  troi- 
fiente  fur  1 6  onces ,  ily  en  a  2  d'or  ^  p  d'argent 

6  $  de  cuivre.  On  veut  ^  en  prenant  différentes 
parties  de  ces  trois  alliages  ^  compofèr  un  qua- 
trieme  lingot  j  tel  que  Jîir  1 6  onces ,  il  s'en 
trouve  4.  onces  &y^  enory  j  ^  en  argent ,  & 
S  YôCn  cuivre. 

Repréfentons  par  x  le  nombre  d'onces 
qu'il  faut  prendre  du  premier  lingot  ;  parj/, 
le  nombre  d'onces  qu'il  faut  prendre  du  fé- 
cond ;  &  enfin  par  :[ ,  le  nombre  d'onces  qu'il 
faut  prendre  du  troifieme. 

Puifque  1 6  onces  du  premier  contiennent 

7  onces  d'or  ,  on  trouvera  ce  que  x  d'onces 
de  ce  même  lingot  peuvent  contenir  d'or , 
en  calculant  le  quatrième  terme  de  cette  pro- 
portion 16  :  7  :  :  AT  :  ;  ce  quatrième  fera  —^ 
par  un  raifonnement  femblable ,  on  trouvera 
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qu'en  prenant^  d'onces  du  fécond  lingot, 
on  prend  ^  en  or ,  &  fur  le  troifieme  ~.  Ces 
trois  quantités  réunies  font  ^^  "*"  ^"J  "*"  ^^  î  oi; 
on  veut  qu'elles  faflent  4  fl  ou  ff  i  donc 


Pour  fatisfaire  à  la  féconde  condition. ,  on 
remarquera  ,  de  même ,  qu'en  prenant  x  d'on- 
ces  fur  le  premier  lingot  j  on  prend  néceffaï- 
rement  —  d'onces  en  argent ,  fur  le  fécond 
-■|  ,  &  enfin  fur  le  troifieme ,  on  prend  né- 
ceflairement  -^  .  ces  trois  quantités  réunies 
font  — — ~ — — ,  &  comme  on  veut  qu'elles 
faffcnt  7  \^  ou-,V-,  on  aura  — — ~— ^=-^, 

En  procédant  de  la  même  manière  ,  on 
aura  ,  pour  fatisfaire  à  la  troifieme  condition  , 

1  équation  — '  .-^  =  ff* 

Comme  le  nombre  1 6  eft  divifeur  commun 
des  deux  membres  de  chacune  des  trois 
équations  qu'on  vient  de  trouver,  on  peut  le 
fupprîmer  ;  &  alors  on  aura  les  trois  équa- 
tions fuivantes "jx  -h  yy  -f-  2^  =:  79 , 

Sj:-4-7}'-t-p^^=  122,  x-^-^y-h  ^i-=  JJ. 
r  de  3c  on  aura« 


Tirant  de  chacune  ,  la  valeui 
_  7g-îv-n         _ 
r-T.  ;: »  •*  ~ 


t 
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4y  —  5: 2^  y  égalant  la  première  valeur  de 
»  à  la  feconde  &  à  la  troifieme  (  7P  ) ,  on 
aura  7^~-5y— h  _^  izz—iy—n  ^  79  — $y—  i^ 

7  8  ^         ^  7 

=  y  y  —  4y  —  $:j^,  équations  qui  ne  renfer- 
ment plus  que  deux  inconnues ,  &  qu  il  faut , 
par  conféquent,  traiter^  félon  <;e  qui  a  été 

dit  (74)- 

Pour,  cet  effet ,  je  commence  par  faire  dif- 
paroître  les  divifeurs  j  &  j'ai  632  —  ^cj  -^ 

ï5^=8;4—  4Py  —  53^,&7P—  ÎJK  —  ^î 
=  38 j  —  28/  —  3S^9  ou  5  en  paflant  tous 
les^  d'un  côté  &  réduifant,  9y=  222  — 47:5^ 
ôc  23y  ^=i  306  —  35^;  la  première  de  ces 

deux  équations  donne  y  ^^  ^^^  ~  ^^^  ;  &  la 
féconde  ^y  =  ^^  ""^^^  ;  égalant  ces  deux  va- 
leurs dej. ,  j'ai  '^-^  =  '-^^  ;    chaffant 

lesdivifeurs^  ^106"—  io8i:[=27j4  —  2^7:5^; 
tranfpofant^jTio^ — 2754=  108 1:5^  —  ^P7îî 
réduifant,  25^2  =  784:^;  &  enfin ,  en  divi- 

Pour  avoir  la  valeur  dejy ,  je  fubftîtue  dans 
l'une  des  deux  valeurs  qu'on  a  trouvées  ci- 
deflus  pour  jy  ,  j'y  fubftitué  ,  dis- je ,  au  lieu 
de  :^ ,  fa  valeur  3  ,  qu'on  vient  de  trouver  ; 

par  exemple ,  en  fubftituant  dansj^ = —^ 

jaiy= =  -^=rp_. 


Enfin ,  pour  avoir  a;,  je  fubftitua,  au  lu 
dey  &  de'^,  leurs  valeurs  p  &  3  dans  l'ui 
des  trois  valeurs  qu'on  a  trouvées  ci-delfijl 
pour  X  ;  par  exemple,  dans  la  dernière  ,  i 
voir  jc^^  jy  —  4y  —  y^,  &  cette  valeur  c 
vient  jc^^yy  —  ^6  — •iy  =  yy  —  yi  = 
c'eft-à-dîre ,  puifqu'on  trouve  3c  =  4  ,^  = 
&  ^  =  3  ,  qu'il  faut  prendre  4  onces  du  pi 
niier  lingot,  9  du  fécond  ,  &  5  du  troifiemi 
&  alors  le  nouveau  lingot  contiendra  en  oi 
4  onces  &  7x  j  S"  argent ,  7  onces  -j-^  ;  & 
cuivre,  5  onces  7^. 

En  effet ,  puifque  le  premier  lingot  coi 
tient  fur  \6  onces ,  7  onces  d'or,  8  d'argei 
&  i  de  cuivre  ;  il  eil  évident  que  fi  l'on  prei 
4  onces  feulement  de  ce  lingot,  on  aur; 
d'once  en  or,  -f^  en  argent  &  ~ï  en  cuiv] 
Par  une  raïfon  femblable ,  en  prenant  9 
du  fécond  lingot ,  on  aura  7-^  en  or ,  -fj-  > 
gent,  &  —■  en  cuivre;  &  en  prenant  3 
du  troifieme  lingot,  on  aura -7%  en  or, 
argent,  &  -f^en  cuivre. 

Réunîffant  les  trois  quantite's  de  cliaqi 
efpece  de  matière  ,  provenantes  des  trois  lii 
gots ,  on  aura  -fl,  -Vr-j  to  ou  4  -|-f ,  7  |{ 
3  7^  pour  les  quantités  d'or  ,  d'argent  & 
cuivre  qui  entreront,  en  effet,  dans  le  qui 
trieme  lingot. 
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Des  cas  oïl  les  quefllons  propofées  ref-, 
tent  indéterminées  ,  quoiqu'on  ait 
autant  d' Equations  que  d'inconnues  ; 
&^  des  cas  ou  les  quejiions  font  im-- 
pojfibles. 

8^7-  Il  arrive  quelquefois  que  quoiqu'on 
ait  autant  d'équations  que  d'inconnues,  la 
queftion  qui  a  conduit  à  ces  équations  refte 
néanmoins  indéterminée ,  c'eft-à-dire ,  qu'elle 
eft  alors  fufceptible  d'un  nombre  indéfini  de 
folutions. 

Ce  cis  a  lieu  lorfque  quelques-unes  des 
conditions  ^   quoique   différentes  en   appa- 
rence ,  fe  trouvent  être  les  mêmes  dans  le 
fonds.    Alors  les    équations  qui  expriment 
ces  conditions  font,  ou  des   multiples  les 
unes  des  autres  ,    ou ,  en  général ,  quel- 
ques -  unes    d'entr'elles  ,    font    compofée^ 
d'une  ou  de  plufieurs  des  autres  ,  ajoutées 
ou  fouftraîtes  ,  multipliées  ou  divifées  par 
certains  nombres.  Par  exemple ,  une  quef- 
tion qui  conduiroit  à  ces  trois  équations 
5^  •+-  3j^  -+-  2:5[^  =  1 7 ,  8jc  -+-  2y  -4-  47  =  20  ; 
1 8:x:  -4-  8y  -4-  8:^^=  ^4,  feroit  fufceptible  d'un 
nombre  indéfini  de  folutions,  quoiqu'il  fem- 
ble  ,  d'après  ce  que  nous^vons  vu  plus  haut, 
que  x^y  &  ^,  ne  peuvent  avoir  chacun 
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qu'une  feule  valeur.  De  ces  trois  équatiottî  j 
la  dernière  eft  compofée  de  la  féconde  ajou- 
tée avec  le  double  de  la  première.  Or  il  eJï 
évident  que  les  deux  premières  étant  une  fois 
fuppofées  avoir  lieu  ,  la  troifieme  s'enfuie 
néceffai rement  ;  que  par  conféquent ,  elle 
n'exprime  aucune  nouvelle  condition  :  on  eft 
donc  dans  le  même  cas  que  fi  l'on  avoit  feu- 
lement les  deux  premières  équations  ;  of 
nous  verrons  dans  peu  que  lorfqu'on  n'a  que 
deux  équations  pour  trois  inconnues,  chaque 
inconnue  eft  fufceptible  d'un  nombre  indé- 
fini de  valeurs. 

S  8-  Le  calcul  fait  toujous  connoître  les 
cas  dont  il  s'agit  ici  :  voici  comment.  Il  n'y 
a  qu'à  procéder  à  la  recherche  des  incon- 
nues ,  ielon  les  règles  données  ci-delTus  : 
alors  Cl  quelqu'une  des  équations  eft  com- 
prife  dans  les  autres  ,  on  arrivera  dans  le 
cours  du  calcul  ,  à  une  équation  identique  y 
c'eft-à-dire ,  à  une  équation  dans  laquelle 
les  deux  membres  feront  non  -  feulement 
égaux ,  mais  encore  compofés  de  termes 
fembiables  &  égaux  :  autant  on  trouvera 
d'équations  identiques,  autant  il  y  aura  d'é- 
quations inutiles  parmi  celles  qui  auront  été 
propofées. 

Par  exemple  ,  fi  de  chacune  des  deux 
équations  6x~i~Sy=i  12  Sx.  x  'i-  jj  ==  2  ,  ]g 

tire 


t 
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dre  la  valeur  de  x^  j'aurai  x  =  ~j^  ôc  x=2 

— jj^  :  égalant  ces  deux  valeurs,  j'aurai  ^-^-^ 

s=  2  — ~yy  ou  chaffant  les  dénominateurs  ,• 
36  —  24^=  36  —  2^yy  équation  identique  ôc 
qui  ne  peut  faire  connoître  la  valeur  de  y  , 
parce  qu*après  la  tranfpofition  &  la  réduc-^ 
tion ,  on  eft  conduit  ii  cette  équation  o  =  d. 
Pareillement,  des  trois  équations  ci-deP* 

fus  on  tire  x  =  — -^ — -j  x  = ^— ^  & 

a:  =  ^^~  ^"~  ^^  égalant  la  première  de  ces 
valeurs  à  la  féconde  &  à  la  troifieme ,  on 
aura HllllJJ  =  -Q-^y-^i  &  UnlIzLi^ 

5  8  5 

54—  y^  ^   chaffant  les  dénominateurs  •  tranf- 
18       '  ' 

pofant ,  réduifant  9  &  divifant ,  on  aura ,  par 

la  première  ^y  = ^i  &  par  la  féconde  , 

y  =  L-±_li;  valeurs  qui  étant  égalées ,  don- 

15/^        •  -1         •  3^-+-4î  3^H-4? 

nent  1  équation  identique  — ^^  =     ^^    •  : 

il  n'y  a  donc ,  dans  ce  cas  ,  que  deux  équa- 
tions réellement  diftinâes. 

Mais  fi  Ton  avoit  les  trois  équations  fui- 
yantes  : 


h2^  = 

=  24 

=  6^0 

=  72 

LGEBHE, 

H 
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La  première  donneroit  x  =  -'''*  '-^ 


féconde ,  après  avoir  chaffé  les  di^nomina- 
teurs  ,  tranfpofé ,  réduit  ,  &c ,  donneroic 
»o^y^^  j  troifieme,  :c=  ^^^î. 
Egalant  la  première  de  ces  valeurs  à  la  fé- 
conde &  à  la  troifieme,  on  auroit  ■^'^ ~  ^•^- — — 


fant  les  dénominateurs  ,  <5oo  —  j^y  —  jo^  , 
=  5oo— 7yjy— îo:;;,&3tfo— 4vy— îo^ 
=  36^0  —  45^ —  30:^,  équations  identiques 
&  donc  on  ne  peut  tirer  ni  y  ni  ^ ,  parce  { 
qu'elles  fe  réduifent  chacune  à  o  =  o.  Il  n'y  . 
a  donc  ici  ,  à  proprement  parier  ,  qu'une  I 
feule  équation.  \ 

Les  queftions  qui  conduifent  à  de  pareils  ' 
réfultats  ,  font  indéterminées  ,  mais  ne  font 
pas   impoflîbles.  Nous  verrons  dans  peu  , 
comment  on  doit  les  traiter. 

Sg.  Dans  les  cas  dont  nous  venons  de  parler,  le  numérateur  8t 
Je  dénominateut  de  chacune  des  valeurs  des  inconnues  x,y,  j. 
Sec  ,  que  nous  avons  données  (  B(  )  deviennent  o  ,  ce  qui 
doit  être ,  ainlî  qu'on  peut  le  conclure  focilûiiient  de  ce  que 
nous  venons  de  dire.  On  peut  donc  ,  par  le  moyen  de  cet 
mêmes  formules  générales ,  reconnoitve  les  cas  ou  quelques-  | 
unet  des  Équations  lèront  comprîlës  dans  les  autres.  | 

90,  Lorfqu'une  queftion  qui  ne  conduit 
qu'à  des  équations  du  1"  degré  eft  impofli- 
ble  ,  on  s'en  appercoic  à  ce  que  la  fuite  du 
calcul  conduit  à  une  abfurdité  ;  par  exeni- 
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pie  y  conduit  à  dire ,  4  =  5.  Si  Ton  avoic  , 
par  exemple  y  les  deux  équations 

yjc-t-    sy=    30 
&  aox-i-  12/=  13-. 

La  première  donneroit  x  =  l^Hl?^  &  la  fe- 

conde  5C  =  '^^~"^>  égalant  ces  deux  va- 

leurs,  on  a  i^^^=  ÎIHIÎZ;  chafîant  les  dé- 

nomînateurs^  on  a  6^00  —  (Soy=  6j^  —  60 y 

3ui  conduit  à  600  =  ^7  j,  ce  qui  eft  atfurde  ; 
onc  la  queftion  qui  conduiroit  aux  deux 
^uatîons  y  a: -H 3^=  30,  &  20JC-h  i2y=s 
ijy,  eft  impoflible  &  abfurde. 

9 1  •  Les  folutions  négatives  indiquent 
aufli  une  forte  d'impoITibilité  dans  la  ques- 
tion ;  mais  cette  impoflibilité  n'eft  pas  ab- 
folue  y  elle  eft  relative  au  fens  dans  lequel 
les  quantités  ont  été  prifes  ;  en  forte  qu'il  y  a 
un  (ens  dans  lequel  ces  (blutions  font  naturel- 
les &  admiflibles  ;  voyez  ce  qui  a  été  dit  (70). 

Des  Problêmes  indéterminés. 

9  2 .  On  appelle ,  Problème  indéterminé  , 
toute  queftion  a  laquelle  on  peut  fatisfaire  en 
plufîeurs  manières ,  fans  pouvoir  déterminer 
parmi  toutes  ces  manières ,  quelle  eft  celle 
qui  donne  lieu  à  la  queftîon.  Ces  fortes  de 
ProbJêhies  ont  toujours  moins  de  conditions 
que  d incomiues  ;  &  envifagés  généralement , 
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ils  font  fufceptibles  d'une  infinité  ^e  fblu- 
tlons  ;  mais  il  arrive  fouvent  aufli  que  le 
nombre  de  ces  folutions  eft  limité  par  quel- 
ques conditions  qui  ne  pouvant  pas  être  ré- 
duites en  équations ,  ne  permettent  pas  de  dé- 
terminer d'une  manière  direiSe  le  nombre 
des  folutions  que  la  queftion  peut  avoir. 

Si  l'on  propofoit  cette  queftion  :  Trouver 
deux  nombres  qui  pris  enjemhle  fajjent  24Î 
en  nommant  x  l'un  de  ces  nombres, &j  l'au- 
tre ,  on  auroit  x  H-jy  =  24 ,  équation  de  la- 
quelle on  tire  x-=2'\;  — y.  Or  cette  queflion 
eft  fufceptible  d'une  infinité  de  folutions,  fi 
par  X  ai  y  on  entend  indifféremment  des 
nombres  entiers ,  ou  des  nombres  fadionnai- 
res ,  &  des  nombres  pofitifs  ou  négatifs  :  il 
fuffit ,  pour  y  fatisfaire ,  de  prendre  pour  y  tel 
nombre  qu'on  voudra,  &  de  conclure  la  va- 
leur de  X  de  l'équation  x  =  24 — y ,  en  y 
fubftituantpour  jy  le  nombre  qu'on  aura  pris 
arbitrairement;  ainfi  ii  l'on  fappofe  fuccef^ 
fivement^  =  1  jjy  =  1  -~,y  =  2,  y  =  2  j ,  &c. 
on  aura  x  =25  ,  a:=22 -j-,  x=2  2  ,  ac  =  21  y, 
&c.  Mais  fi  l'on  ne  veut  que  des  nombres 
entiers  &  pofuifs,  alors  le  nombre  des  folu- 
tions eft  limité  ;  car  pour  que  x  fait  pofitif,  il 
faut  que  y  ne  foît  pas  plus  grand  que  24.  Et 
puifqu'on  ne  veut  que  des  nombres  entiers, 
U  eft  évident  que  l'équation  ne  peut  avoir  « 
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it  que  25  folutions  en  y  comprenant  o  :  en 
forte  que  fuppofant  fucceffivement^  =  o  , 
=  I ,  y  =2,^=  3,  &c  ,  on  aurax=  24, 

2J,  JC  =  22jJC^2I,  &C. 

ç  ^ .  Mais ,  lorfqu'on  ïmpofe  la  condition 
[que  les  nombres  demandés  foient  des  nom- 
bres entiers  &  pofitîfs ,  on  ne  voit  pas  tou- 
I    jours   aufÏÏ   facilement  que  dans  l'exemple 
L  précédent  ,    comment   on  peut  fatisfaire  à 
Bcette  condition  :  les  queftions  fuivantes  font 
■propres  à  le  faire  connoîcre. 
W     Queflion  première.  On  demande  en  combien 
'     de.  manières  on  peut  payer  î'42  livres  y  en  don- 
nant des  pièces  de  17  livres  &  recevant  en 
échange  des piecesÀe  1 1  livres, 

Repréfentons  par  x  le  nombre  des  pièces 
de  1 7  îiv.  &  par^  celui  des  pièces  de  1 1  liv.  ; 
en  donnant  x  pièces  de  17  liv.  on  payera 
X  fols  17  liv.  ou  17X  :  en  recevant  y  pièces 
de  1  i  liv.  on  recevra  i  ly:,  par  conséquent  , 
on  aura  payé  17  x —  v^y\  &  puifqu'on  veut  • 
payer  542  Uv.  on  aura  17  x —  i  i_y=  5'42, 
Tirons  la  valeur  de j^ ,  c'eft-à-dîre^  de  l'in- 
connue qui  a  le  moindre  coefficient ,  Ôc  nous 
auronsjy=  ^~ — ~, 

Comme  on  n'a  que  cette  équation,  on 
voit  qu'en  mettant  arbitrairement  pour  x  tel 
nombre  qu'on  voudra,  on  aura  pour^  une 
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valeur  qui  fatisfera  sûrement  à  l'équaû  ^^ 
mais  comme  la  queflion  exige  que  x  Sx.y 
foient  des  nombres  entiers  :  voici  comment  i! 
faut  s'y  prendre  pour  y  parvenir  directement. 
La  valeur  de  jk  =  llJLzl^  fg  réduit  ,  en 
faifant  la  divifion  autant  qu'il  eft  poflible^ 
à_y  =  j:  —  4-9  ■+"  ""  ~~  i  îl  faut  donc  que 
— ^^foit  un  nombre  entier  :  foit  u  ce  nom- 


quent  i5:!c — 3  =  iiu  &  a:  =  ^^-^^^  , ou,  en 
faifant  la  divifion  ,  x  =  u  -h  ■  "  ^-^  ;  il  faut 
donc  que  ^"  ■  fafle  un  nombre  entier  :  foici 
ce  nombre  entier  ;  on  aura  -,■-  =  / ,  &  par 
conféquent  $ U'h  3  =^  6t&cu=  — ^^  =  / 
H-  --^;  il  faut  donc  que  ^^-^  fafTe  un  nom- 
bre  entier  :  foit  j  ce  nombre  entier,  on  aura 
— -^  =  5j&  parconféquenti=y  JH-3  :  l'opé- 
ration eft  terminée  ici  ,  parce  qu'il  eft  évi- 
dent qu'en  prenant  pour  s  tel  nombre  entier 
qu'on  voudra ,  on  aura  toujours  pour  t  un 
nombre  entier  tel  que  l'exige  la  queftion , 
piilfqu'il  n'y  a  plus  de  dénominateur. 

Remontons  maintenant  aux  valeurs  de  x 
ècjy  :  puifqu'on  a  trouvé  u  =  ^~^  ;  en  met- 
tant pour  t  fa  valeur  5^  j  -H  3  ,  on  aur% 
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s  tf  i  -t-  3  :  &  puifqu'on  a 
i^trouvé  X  =  '-'""*"-?-  j  en  mettant  pour  u  fa  va- 
ïeur ,  on  aura  x  =  — — ^ '-"*"-  =;  1 1  i'  H-  5  : 
enfin  ,  puifqu'on  a  trouvé  y  =  '^^  "*,  en 
fubftituant    pour    jc   fa    valeur  ,   on    aura 

l87J-(-  loi — (41  •      n     I 

^  = —  =  1 7  f  —  40  ;  ainfi  les 

valeurs  correfpondantes  de  x  &  de  ^  font 
X  ^=  i]s  •+•  6  f  &cy^  17s  —  40.  Par  la  pre- 
mière ,  on  eft  libre  de  prendre  pour  s  tel 
nombre  entier  qu'on  voudra  ;  mais  la  féconde 
ne  permet  pas  de  prendre  s  plus  petit  que  3  ; 
en  effet  y  devant  être  pofitir ,  il  faut  que  17  j 
foit  plus  grand  que  40  ,  ou  que  s  foit  plus 
grand  que  fy  ,  c  eft-à-dire ,  plus  grand  que  2. 
On  peut  donc  fatisfaîre  à  cette  queftion 
d'une  infinité  de  manières  différentes ,  qu'on 
aura  toutes  en  mettant  dans  les  valeurs  de  x 
&  àty,  au  lieu  de  s,  tous  les  nombres  entiers 
pofitifs  imaginables  depuis  5  jufqu'à  l'infini  ; 
ainfi  pofant  fuccefiivement  5=5,5=4, 
s=  ^  j  s=  6,s  =^7  3  6cc ,  on  aura  les  va- 
leurs correfpondantes  de  x  &  de  y  comme  il 
iiiit  :  jc  =  3p.  — _/  =  1 1 
=^  jo  =28 

=  (5i  t=47 

=  72  =  (ÎJ2 

?=»  S5  ,  ôcc,  =  7P 
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Dont  chacune  eft  telle  qu'en  donnant  là  o 
nombre  de  pièces  de  17  liv.  ddfigné  par  x  ^  [ 
&    recevant   le    nombre   correfpondant    de 
pièces  de  1 1  liv.  défigné  par  y  ,  on  payera 
542  livres. 

Queftion  féconde.  Faire  741  liv.  en^i 
pièces  ,  de  trois  efpeces  ;  favoir ,  de  24  liv.  de 
iji  liv.  &  de  10  livres. 

Soient  x,j  &L  :[  les  nombres  de  pièces  de 
chacune  de  ces  trois  efpeces  ;  puifqu'on  veut 
€n  tout  41  pièces  j  on  aura  1°,  x-i-y  -^  -i^ 
î=4i. 

2°.  Chaque  pièce  de  la  première  efpece 
valant  24  liv. ,  le  nombre  x  des  pièces  vaudra 
X  fois  24  liv.  ou  24  Je;  par  la  même  raifon^y 
pièces  de  la  féconde  efpece  vaudront  19^,  ôc 
^  pièces  de  la  troifieme  efpece  vaudront  1  o  ^; 
ainli  les  valeurs  réunies  des  trois  nombres  de 
pièces  différentes,  monteront  à  24JC  -+-  \^y 
H-  10^;  &  comme  elles  doivent  monter  à 
741  liv.  on  aura  24  x -\-  i siy  -+-  10^=741, 

Je  prends ,  dans  chacune  de  ces  équations, 
la  valeur  d'une  même  inconnue  ,  peu  im- 
porte laquelle  ;  de  jc ,  par  exemple ,  Ôc  j'ai 

gale  ces  deux  valeurs,  &j'ai4i — y — ^=3 

^^ ^ — ^,  ou  chaflantle  dénominateur, 

5)84— 34^  — 24^=741— ipj/—  ioî;_; 

I I 
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tranfpofant  &  réduifant,  on  a  243=y^-4-i4:{. 
Je  prends  maintenant  la  valeur  de  y  qui 

a  le  plus  petit  coefficient ,  &  j'ai  j'  =,^^^  ^^"^^ 

1=  48  —  27^'^^~'^'^i  orjr  &  i  devant  être 

des  nombres  entiers  ,  il  faut  que foit 

un  nombre  entier  :  foit  donc  t  ce  nombre 

entier;  on  aura  ^—-^'^=t^ou  3  —  4^=5^; 

donc  ?  =  ^-^^^^^  =  —  r-4-^^— ^;  il  faut  donc 

^-que  -î foit  un  nombre  entier  :  foit  u  ce 

nombre;  on  aura ^^=z^,  ou  5  —  t=^^u^ 

4 

&  par  conféquent  r=  3  — ^u. 

Remontons  maintenant  aux  valeurs  dej^, 

Puilqu'on  vient  de  trouver  ^  ==  i^^lli ,  on 
aura  en  mettant  pour  t  fa  valeur,  :j^=  ^^ — ^°" 


20  W—  li 


it=r  j^  —  3  ;  &  puifqu'on  a  trouvé 

M3  —  î4j  j  ^j^  mettant  pour  :(^,  fa  valeur  ; 

^  245  —  70W-+-4Î'         ^8^  —  jou  _ 

on  aura  jr  =  --^ — ^ ^  =  — -^— =  57 

—  14Z/. 

Enfin,  puifqu*on  a  trouvé  a:= 41  — -^ — \^ 
on  aura:c=  41  —  y?  4-  142/—  y  i/-+-5  = 
pr^  —  13.  En  forte  que  les  valeurs  corref- 
pondantesde:»,^  &:[,font  a;=ptf —  13  , 

y=Sl — H^>  ^1  =  5  ^ — ^5  ^  dans  îcfquellcs 
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on  peut  mettre  pour  u ,  tel  nombre  entîef 
qu'on  voudra ,  pourvu  qu'il  en  rdfulte  des 
nombres  pofitifs  pour  jc ,  ^  &  ^  :  or  cette 
condition  emporte  ces  trois  autres.  i°.  Que 
p  u  foit  plus  grand  que  i  j  ;  ou  que  u  foit  plus 
grand  que  -^  ou  i  ^.  2^.  Que  J7  foit  plus 
grand  que  14a,  ou  que  u  foit  plus  petit  que 
■77  ;  c'ell-à-dire ,  plus  petit  que  4  t^.  $°.  Enfin 
que  y  u  foit  plus  grand  que  3  ,  ou  u  plus 
grand  que  y  ,  ce  qui  ne  peut  manquer  d'arri- 
ver ,  dès  qu'on  obfervera  la  première  condi- 
tion ;  ainfi  le  nombre  des  folutïons  eft  donc 
très-limité,  &  fe  réduit  à  trois  que  l'on 
trouve ,  en  donnant  à  u  pour  valeurs  les  nom- 
bres  2  ,  j  &  4 ,  qui  font  les  feuls  que  l'état 
de  la  queftion  admette.  On  ne  peut  donc 
faire  741  liv.  en  41  pièces  de  trois  efpeces 
propofées ,  qu'en  prenant  les  nombres  de 
pièces  marquées  ci-deiïbus  ,  &  qu'on  trouve, 
en  mettant  pour  u,  les  nombres  2,  5  &  4  , 
fucceflîvement  dans  chacune  des  valeurs  de 

^^_  ^  y  i 

^^H                   s  •  '•  ■  '  '•  ^9  •  '  ■  •  ~'     7 
^^t-'  H lî 

W  2? i 17 

I  Dans  le  cours  des  divifions  que  l'on  fait 

I  pour  réduire  la  valeur  de  l'indéterminée  à 

I  un  nombre  entier  j  rien  n'oblige  à  prendre 


i 


DE  Mathématiques,  12 j 
le  quotient  plutôt  au-defTous  de  fa  véritable 
valeur ,  qu'au-deffus.  Il  eft  même  quelque- 
fois plus  expéditif  de  le  prendre  de  cette 
dernière  manière. 

Par  exemple,  fi  j'avois  l'équation  15^  = 
$2x-^  :3P,  au  lieu  d'en  conclure  y  =  2x 

7  -+-  ~ en  prenant  2  x  pour  valeur  du 

quotient  de  52  Jc  divifé  par  15),  en  nombres 
entiers  i  je  concluroîsj'  =  3  x  -+-  7  ~~-^  ^ . — 
en  prenant  plutôt  3  x  pour  quotient ,  parce 
que  ce  quotient  eil  plus  approchant ,  &  que 
l'excédent  5"  x  dont  je  tiens  compte  en  lui 
donnant  le  figne — ,  a  un  coefficient  plus 
petit,  ce  qui  ne  peut  manquer  d'abréger  le 
calcul.  Je  fais  enfuite  —  ^-—  ==  u  ;  &  j'en 
conclus  x= ,  &  par  la  même  raifon  , 

x=  1  — 4m-  ■ .  Faifant  — -—  =^£  f  j'ai 

enfin  u^yr —  1  ;  ce  qui  achevé  la  folution 
plus  promptement  que  fi  j'avois  pris  cha- 
que quotient  au-deflbus  de  fa  véritable  va- 
leur. Si  on  remonte  ,  comme  ci-deflus  ,  aux 
valeurs  de  xfic  de^j  on  trouvera  jc^  y  -^ 
ijr,  &^=2i —  j2f,  qui  en  donnant  à  f  pour 
valeurs  ,  tous  les  nombres  négatifs  depuis 
zéro ,  donneront  toutes  les  folutions  pofîti- 
yes  de  l'équation. 


is  polm-       ^m 
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Des  Equations  du  fécond  degré ,  à.  , 
feule  inconnue. 

94-  O"^  appelle  Equation  du  fecorid degré^ 
celles  dans  lefquelles  la  plus  haute  puilTance 
de  l'inconnue  ,  eft  cette  même  inconnue  mul- 
tipliée par  elle-mêmej  ou  dlevëe  à  fon  quatre. 
Ainiî  l'équation  5  jc'=  1 2  j  ,  eft  une  dquation 
du  fécond  degré,  parce  que  dans  le  terme  jx' 
la  quantiré  jc  eft  multipliée  par  elle  même. 

9  5  ■  LorCque  l'équation  ne  renferme  d'au- 
tre puiftance  de  finconnue ,  que  le  quarré  , 
elle  eft  toujours  facile  à  réfoudre  :  il  fuffit  de 
dégager  le  quarré  de  l'inconnue  ,  de  tout  ce 
qui  peut  le  multiplier ,  ou  le  divifer;  ou  des 
quantités  qui  peuvent  fe  trouver  jointes  avec 
ïui ,  par  les  fignes  -4-  ou  — ,  ce  qui  fe  fait  par 
les  règles  données  (  ffi" ,  (îo  6c  6^)  ■-,  après 
quoi  il  n'y  a  plus  qu'à  tirer  la  racine  quarrée 
de  chaque  membre. 

Par  exemple  ,  de  l'équation  yjc*=  i2j,je 
conclus,  en  divifantpar  5,  jc*  =  -4-^  =  25"  , 
&  tirant  la  racine  quarrée  de  chaque  mem- 
bre, x=:^  :  car  il  eft  évident  que  fi  deux  quan- 
tités font  égales ,  leurs  racines  quarrées  fe- 
ront auffi  égales ,  &  il  eft  également  clair  que 
X  eft  la  racine  quarrée  de  x*. 

Pareillement  fi  j'ai  l'équation  -,  x*^jx' 
-+-7;  je  charte  les  fraisions  ,  &  j'ai  2^  x*. 


Ë 
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fc=î  12*'-+- loy  i  tranfpofant  ,  2^x^ — i2jc" 
:=iof,ou  i3x*=  loy  ;  divifanc  par  ij  , 
x'  =  ^,'  ;  donc  x  =  1^—-^-  ;  ce  figne  y^  mar- 
que qu'on  doÎE  tirer  la  racine  quarrée. 

Lorfqu'on  doit  tirer  ia  racine  quarrée  de  la 
fra£lion,  comme  dans  le  caspréfenc,  on  fait 
defcendre  les  jambes  du  figne  y  {  qu'on  ap- 
pelle  /%/if  radical)  au-deffous  de  la  barre  qui 
fépare  les  deux  termes  de  la  fraâion.  Alais 
Il  l'on  n'avoit  à  repréfenter  que  la  racine 
quarrée  de  l'un  ou  de  l'autre  des  deux  termes 
de  la  fradion ,  le  radical  feroit  tout  entier  au- 
deffus  ou  au-deffous  de  la  barre  de  divifion  i 
ainfi  pour  marquer  qu'on  veut  divilèr  par  5  , 
la  racine  quarrée  de  40 ,  on  écrîroic  — . 

Si  la  quantité  dont  on  doit  tirer  la  racine 
quarrée  étoïc  complexe,  on  donneroit  au 
radical  une  queue  qui  recouvrît  toute  la 
quantité  ;  par  exemple ,  pour  marquer  la  ra- 
cine quarrée  de  ^ai>-{-h*,  on  écriroit  V^^ah+è^. 
Quelquefois  aufli ,  fans  donner  une  queue 
au  radical,  on  renferme  la  quantité  complexe, 
entre  deux  crochets,  qu'on  fait  précéder  du 
figne  ï^,  en  cette  manière  V^  {  ^ab  -^h^  ). 

Q  f).  Nous  avons  vu  (  24  )  que  lorfque  le 

tiplicande  &  le  multiplicateur  avoîent 
deux  le  même  figne ,  le  produit  avoît 
lurs  le  figne  -f-.  Cela  étant,  lorfqu'on  a 
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à  tirer  la  racine  quarrée  d'une  quantité  quî  â 
le  figne  -H ,  on  doit  indifféremment  donner 
à  cette  racine  quarrée  le  figne  -+•  ou  le 
fignc — ;  ainfi  dans  Téquation  précédente  x' 
=  25-,  on  peut ,  lorfqu'on  tire  la  racine  quar- 
rée ,  dire  également ,  qu'elle  eft  +  J  ,  & 
qu'elle  eft  —  ^  ,  parce  que  chacun  de  ces 
nombres  multiplié  par  lui-même ,  reproduit 
toujours  H-  2j  ;en  forte  que  la  réfolution  de 
l'équation  x^  =  2^  s'écrit  ainfi  x=  ±  î  ,  ce 
qui  fe  prononce  en  difant  x  égale  plus  ou 
moins  y  1  &  équivaut  à  ces  deux  équations 

Pareillement  pour  la  féconde  équation  cî- 
deflus  ,  on  écriroJt  x=-^\/'^^-  *. 

97-  Lorfqu'on  a  à  tirer  la  racine  quarrée 
d'une  quantité  précédée  du  figne  — ,  oa 
couvre  le  tout ,  du  radical ,  que  l'on  fait  audi 
précéder  du  double  figne  ±  j  ainfi  (i  l'on 

*  On  pourroît  demander  îcî 
pourqtMÏ  nous  ne  donnons  p» 
aulTi  le  double  fil 


r  membre  f  La  réponfêeA, 
qu'on  le  peut  ;  mais  cela  ne 
mené  à  rien  de  nouveau.  En 
effet  lî  l'on  écrit  ±  ;c = -j-  j ,  on 
»  quatre  équations -t-x 


l-ï. 


-î.- 
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-î-La  dernière, 
géant  les  fîgnes ,  revient  à  la 
première.  Il  en  eftde  même  de 
la  troifîeme,  reladvementà  Ja 
tëcande. 


Il  faut  fe  garder  de  confîdé- 
r  la  valeur  de  x  dans  la  pce- 


écant  la  même  que  d:ins  U  Se- 
conde .v=-  5,  quûi-^ue  ces  deux 
valeurs  (ôïent  expnmées  par  le 
même  caraâere  ou  la  même 
lettre  x.  Cette  lettre  x  eft  un 
ligne  par  lequel  an  repréfënie 
h  quantité  que  l'oncherch'ej 
il  peut  délîgner  des  quantités 
difiï'rentes,  comme  le  mnl 
Ecu  délîffne  des  quaniifés  dilfé- 
rentes,  Sans  difterentJ  pajs. 


J 
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avoîtx'  =  —  4- ,  on  écriroit  a:  =  +  \/"^~^\ 
&  quoiqu'on  puiffe  tirer  la  racine  quarrde 
de  4.,  qui  cft  2  ,  il  ne  fajjdroitpas  écrire  jc  = 

'1  eft  eflentiel  ici  de  faire  attention  au 

figne  • —  de  la  quantité  qui  eft  fous  le  radical. 

98-  Lorfqu'une  équation  conduit  ainfi  à 
tirer  la  racine  quarrée  d'une  quantité  néga- 
tive ,  on  peut  conclure  que  le  Problême  qui  a 
conduit  à  cette  équation  ,  eft  irapoflible  :  en 
eifet  uae  quantité  négative  ne  peut  avoir  de 
racine  quarrée ,  ni  exa£lement ,  ni  par  appro- 
ximation; car  il  n'y  a  aucune  quantité  foit 
pofitive,  foit  négative  ,  qui  étant  multipliée 
ir  eile-même  puifle  produire  une  quantité 
négative  ;  il  eft  bien  vrai  que  —  4,  par  exem- 
ple ,  peut  être  confidcré  comme  venant  de-+-3 
multiplié  par  —  2  ;  mais  ces  deux  quantités 
ayant  un  figne  différent  ne  font  point  égales  , 
&  par  conféquent  leur  produit  n'eft  pas  un 
quarré.  Ainfi  ,  lorfqu'on  propofe  de  tirer 
la  racine  quarrée  d'une  quantité  négative , 
on  propofe  une  chofe  abfurde  ;  donc  tout 
problême  qui  fe  réduira  à  une  pareille  opé- 
ration ,  fera  un  problême  impolTïble.  C'eft  à 
ce  caraÊlere  qu'on  diftingue  l'impcflibilité 
des  queftions  du  fécond  degré. 

Au  refte  ,  il  ne  faut  pas  pour  cela  re- 
garder ,  comme  inutile,  la  confidération  des 
racines  quarrées  des  quantités  négatives  :  il 


i. 
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arrive  afTez  Couvent  qu'une  queftîon  quoi- 
que poilîble  n'admet  de  folution  que  par  le 
concours  de  pareilles  quantités  dans  lef- 
quclles  à  la  fin ,  ce  qu'il  a  d'abfurde ,  dif- 
paroît.  On  appelle  ces  fortes  de  quantités  , 
quantités  imaginaires.  Ainfi  y —  a ,  eft  une 
quantité  imaginaire  ;  a-h  ]/ —  ^,  efiune 
quantité  imaginaire. 

99.  Ce  que  nous  venons  dédire,  fuflït 
pour  la  réfolution  des  équations  du  fécond 
degré ,  lorfqu'il  n'y  a  pas  d'autres  puiffances 
de  xque  le  quarré.  Mais  outre  le  quatre  de 
l'inconnue,  il  peut  encore  y  avoir  (&  cela 
arrive  le  pli.s  fouvent)  la  première  pulflance 
de  l'inconnue  multipliée  ou  divifée  par  quel- 
que quantité  connue  ,  comme  dans  cette 
équation  x^ —  ^x  =12.  Alors  l'artifice  qu'on 
doit  employer  pour  réfoudre  l'équation,  con- 
fifte  à  préparer  le  premier  membre  de  ma- 
nière à  en  faire  un  quatre  parfait  :  cette  pré- 
paration fuppofe  avant  tout ,  trois  chofes  ; 
1° ,  qu'on  ait  paffé  dans  un  feul  membre  tous 
les  termes  affedés  de  a:  ,  &  les  quantités 
connues  dans  l'autre  ;  cela  s'exécute  par  ce 
qui  a  été  dit  fy5):2°.  Que  le  terme  qui 
renferme  x* ,  foit  pofitif  ;  s'il  avoir  le  figne — , 
on  changeroit  tous  les  fignes  de  l'équation , 
ce  qui  ne  troubleroit  point  l'égalité  ;  }".  Que 

là 
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le  terme  qui  renferme  x*  y  foit  libre  de  tout 
multiplicateur  ou  de  tout  divifeur  ;  s'il  n'é- 
toit  point  dans  cet  état ,  on  Ty  ameneroit , 
en  multipliant  tous  les  autres  termes  de  Té- 
quation  par  ce  divifeur  ,  &  en  les  divifant 
par  le  multiplicateur.  Par  exemple  ,  fi  j'avois 
a  réfoudre  Téquation  ^^x  —  j  x"  =  4  —  zx  ^ 
\^  y  je  pafTerois  tous  les  x  dans  le  premier 
membre,  en  écriiîûnt  le  terme  x*  le  premier, 
&  j'aurois  — \x'^^x  4-  2jc  =  4,ou — ^x^ 
•4-  (Jjc  ==  4  ;  2^ ,  je  changerois  les  lignes  pour 
rendre  x""  pofitif,  &  j'aurois  \  x^  — 6x  =? — 4  ; 
5® ,  je  multiplierois  par  y  ,  ce  qui  me  don- 
ncroit3x' —  300:  =  —^  20  ;  enfin  je  divife- 
rois  par  3  j  &  j'aurois  x^  —  i  ojc  =  —  •^. 

Comme  on  peut  toujours  ramener ,  à  cet 
état ,  toute  équation  du  fécond  degré  ^  nous 
ne  nous  occuperons  aâuollement  que  d'une 
équation  préparée  de  cette  manière. 

100.  Cela  pofé  ,  pour  réfoudre  urie  équa-. 
tion  du  fécond  degré  ,  il  faut  fuivre  cette 
règle  :  . 

PrencT^  la  moitié  de  la  quantité  connue  qui 
multiplie  X  dans  le  fécond  terme  :  éleveT^  cette 
moitié  au  quatre ^  ù  ajoute T^ce  quatre  à  chaque 
membre  de  L'équation ,  ce  qui  ne  changera  rien 
à  r égalité.  Le  premier  membre  fera  alors  un 
quatre  parfait.  Tire':^  la  racine  quarrée  de  cha- 
que membre  ,  ù  faites  précéder  celle  du  fécond 
Algèbre,  I 


membre  ,  du  double  figne  +  ;  l'équation  ferd 
réduite  au  premier  degré. 

Quant  à  la  manière  de  tirer  la  racine  quarrée 
du  premier  membre  ,  on  tirera  la  racine  quar- 
rée du  qiiarré  del'inconnuejôc  celle  du  quarré 
qu'on  a  ajouté  :  on  joindra  cette  féconde  à  la 
première ,  par  le  fignc  qu'aura  le  fécond  terme 
de  l'équation. 

Par  exemple  ,  ayant  l'équation  x'^  H-  6x 
=  1  lî ,  je  prends  la  moitié  de  la  quantité  con- 
nue (5,  qui  multiplie  x  dans  le  fécond  terme  : 
je  quatre  cette  moitié  ,  &  j'ajoute  à  chaque 
membre  le  quarré  p,  j'ai  jc'  H-  dx -+- p  î=  2  j  ; 
il  ne  s'agit  plus  que  de  tirer  la  racine  quarrée, 
ce  que  je  fais  en  prenant  la  racine  quarrée 
de  x^  qui  eft  x ,  puis  celle  de  p  qui  eft  3  ;  fie 
comme  le  fécond  terme  6x  de  l'équation  a 
le  figne  -+- ,  j'en  conclus  que  jc  H-  5  ,  eft  la 
racine  quarrée  du  premier  membre.  Quant  à 
celle  du  fécond,  elle  eft  j  ou  plutôt  (^6")+  j; 
par  conféquent  x  H-  3  =  +  y.  Pour  avoir :c, 
il  ne  s'agit  plus  que  de  tranfpofer,  &  l'on  aura 
X  =  2ir  J  — 'Si  c'ell-à-dire  ,  que  r  a  deux 
valeurs  i  favoir  x  =  -hj  —  5  =  2,  &x  = 
—  j  —  5  =  —  8.  Nous  verrons  ci-après  ce 
que  fignifie  cette  féconde  valeur. 

Pour  entendre  la  raifon  de  cette  règle,  il 
faut  fe  rappeller  ce  que  nous  avons  remarqué 
(25); favoir  que  le  quarré  d'une  quantité  con'i- 
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pofée  de  deux  termes ,  contient  toujours  le 
quarré  du  premier  terme',  le  double  du  pre- 
mier terme  multiplié  par  le  fécond  ,  &  le 
quarré  du  fécond* 

Cela  pofé  y  lorfqu*il  $'agit  d'ajouter  à  une 
quantité  telle  que  x^  -\-  6xy  ce  qui  eft  nécef- 
faire  pour  en  faire  un  quarré  parfait,  il  faut  re- 
marquer 1°  y  que  cdtte  quantité  contient  dé;à 
un  quarré  x^  qu'on  peut  confidérer  comme 
le  quarré  du  premier  terme  x  d'un  binôme. 
2®  ,  Qu'on  peut  toujours  Cônfidérer  le  terme 
fuivant  6x ,  comme  étant  le  double  de  a;  mul- 
tiplié par  une  autre  quantité.  5®,  Que  cttt^ 
autre  quantité  eft  neceflairement  la  moitié 
de  6  multiplicateur  de  x.  Il  ne  manque  donc 
plus  que  le  quarré  de  cette  féconde  quantité  , 
c'eft-à-dire  ,  le  quarré  de  la  moitié  du  multi-^ 
plicate.ur  de  x  dans  le  fécond  terme.  On  voit 
que  ce  raifonnement  eft  général ,  quel  que 
foit  le  multiplicateur  de  x. 

Quant  à  la  règle  que  nous  donnons  en 
même-temps  pour  extraire  la  racine  quarrée 
du  premier  membre  ,  elle  eft  également  une 
fuite  de  la  formation  du  quarré  ;  puifque  les 
deux  quarrés  extrêmes  qui  fe  trouvent  dans 
le  quarré  d'un  binôme  étant  les  quarrés  des 
deux  termes  de  la  racine ,  il  eft  évident  qu'il 
ne  s'agit  que  de  tirer  féparément  les  racines 
de  ces  deux  quarrés  pour  avoir  ces  deux  ter* 
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mes.  Maïs  on  doit  donner  au  fécond  terme 
de  ia  racine,  le  même  {igné  qu'a  le  (ëcond 
terme  de  l'équation  ,  parce  que  de  même  que 
le  calcul  fait  voir  que  le  quarré  de  û-+-  b  eft  a^ 
-f-aiïi-h^* ,  de  même  il  fait  voir  que  le  quarré 
de  c  —  è  eft  fl""  —  2ab  ■+■  b\ 

Application  de  la  Règle  précédente  ,  k 

la  Résolution  de  quelques  quejlions 

dujei:ond  degré. 

TOI.  De  quelque  degré  que  doive  être 
l'équation,  il  faut  toujours ,  pour  mettre  la 
queftion  en  équation  ,  faire  ufage  de  la  règle 
que  nous  avons  donnée   Cj). 

Queftion  première.  Trouver  un  nombre  tel 
que  fi  à  fon  quarré,  on  ajoute  "èfois  ce  même 
nombre  ,  le  toutfaffe  5  3  ? 

Si  je  connoiiibis  ce  nombre  .  que  j'appelle 
a: ,  il  eft  évident  que  j'en  prendrois  le  quarré 
x"-  ;  qu'à  ce  quarré ,  j'ajouterois  8  fois  ce  nom- 
bre ,  c'eft-à-dire  ,  8jc  ,  &  que  le  tout  .v"  H-  8jc 
formeroit  33  ;  il  faut  doncque«*-h  81:=  53. 

Pour  réfoudre  cette  équation,  j'ajoute  à 
chaque  membre,  le  nombre  16  qui  eft  te 
quarré  de  la  moitié  du  nombre  8  qui  multi- 
plie X  dans  le  fécond  terme  ,  &  j'ai  a*  h-  Zx 
-+-  1 6  =  4P  ,  équation  dont  le  premier  mem- 
bre eft  un  quarré  parfait.  Je  tire  la  racine 
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quarrde  de  chaque  membre  ,  en  obfervanc  la 

donnée  (  1 00) ,  &  j'ai  Jf  -H  4  =  rb  7  î 
par  conféquent  »  =  +  7  —  4.  j  qui  donne  ces 
deux  valeurs  dejf,»=-+-7  —  4  =  5  &.v 

î)e  ces  deux  valeurs  ,  la  première  fatîsfaic 
à  la  queftion ,  pulfque  5  qui  eft  le  quarr.c 
de  5  ,  étant  ajouté  à  8  fois  j  ou24,fait33. 
A  l'égard  de  la  féconde ,  comme  elle  eft  né- 
gative ,  elle  indique  qu'il  y  a  une  autre 
queftion  dans  laquelle  prenant  x  dans  un  fcns 
tout  contraire  ,  la  folution  feroit  1 1  ;  c'eft-à- 
dire ,  que  la  féconde  valeur  de  .v  doit  fatis- 
faire  à  cette  autre  queftion  :  Trouver  un  nom- 
Ire  tel  que  Ji  Je  fon  quarrc\  on  retranche  8  fois 
ce  même  nonilre  ,  le  rejîe  foit  î  î  =  es  qui  eft  en 
effet;  car  le  quarré  de  1 1  eft  121  ,  &  8  fois 
1 1  font  88  ,  lefquels  retranchés  de  121  ,  il 

refte  n- 

Pour  confirmer  ce  que  nous  avons  dit  fur 
les  quantités  négatives  (70) ,  remarquons  que 
cette  féconde  queftion  niife  en  éqiiatlon  , 
donnfï  jc' — ■  8a:  =  î  î  ,  laquelle  étant  réfolue 
félon  la  règle  ,  donne  a:  =  ±  7  -h  4  ;  c'eft-à- 
dire ,  ces  deux  valeurs  ,x=ji&:ï=3  —  j, 
qui  font  précifément  le  contraire  de  celles  de 
la  première  queftion. 

102.  On  voit  par-là  qu'une  équation  du 
fécond  degré ,  à  une  feule  inconnue  ,  a  tou- 
liij 
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jours  deux  folutions.  Car  les  deux  valeurs 
1 1  &  —  5  fitbftitii^es  j  au  lieu  de  v,  dans  l'é- 
quation A*  —  8.V  =  5  ^  ,  la  réfolvent  égale- 
ment,  c'eft-à-dire  j  réduifent  également  le 
premier  membre  à  ïj.  On  vient  de  le  voir 
pour  1 1.  A  l'égard  de  —  3  ,  fon  quarré  eft 
-hs  ;  &  8  fois  —  î  ,  font  —  24,  qui,  retran- 
chés de  H-  p  ,  donnent  -+-  p  -+-  24. ,  félon  ce 
qui  a  été  enfeigné  (i  ;)• 

Mais  on  voit  en  même-temps  que  fi  toute 
équation  du  fécond  degré  a  deux  folutions , 
il  n'en  etl:  pas  toujours  de  même  de  la  quef- 
tion  qui  a  conduit  à  cette  équation  ;  car ,  dans 
le  cas  préfent ,  la  féconde  valeur  —  3  ,  ne 
réfout  que  la  queftlon  contraire.  Au  refle  ,  il 
arrive  fouvent  que  les  deux  folutions  del'équa- 
tion  ,  font  aufli  toutes  deux,  folutions  de  la 
queftion.  Nous  en  verrons  un  exemple  dans 
la  troifieme  queûion. 

Queftion  féconde.  On  devait  partager  17J 
livres  entr-c  un  certain  nombre  de  perfonnes  ; 
niais  il  y  en  a  deux  d'abfentes  &  qui ,  par  cette 
raifon ,  ne  doivent  pas  avoir  part.  Cette  circons- 
tance augmente  de  i  o  livres  la  part  de  chaque 
prejenti  on  demande  combien  il  devait  d'abord 
y  avoir  de  partageants  ? 

Si  je  favois  quel  eft  ce  nombre ,  je  divi- 
feroîa  175-  par  ce  nombre,  pour  connoître 
combien  chacun  auroit  eu  ,  n  toutes  les  per- 
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tonnes  euffent  été  préfentes.  Je  divîferois 
enfuite  par  ce  même  nombre  diminué  de  2  , 
pour  connoître  combien  chaque  partageant 
aura  réellement  ;  enfin  je  verrois  fi  en  ôtant 
•  G  lit^res  de  ce  fécond  quotient ,  le  refte  eft 
^égal  au  premier.  Imitons  ces  opérations  ^  en 
repréfentant  par  x  le  nombre  cherché. 

Si  tous  étoîent  préfents ,  chacun  auroit 

donc  -^^  ;  mais  s'il  manque  deux  perfonnes, 

chaque  partageant  aura  -^^  ;  puis  donc  que 

ce  dernier  nombre  doit  être  plus  grand  de  i  o, 

que  le  premier  ^  il  faut  que  -^ — -10  =  —. 

Pour  réfoudre  cette  équation ,  je  chaffe  les 
dénominateurs  ;  &  félon  la  remarque  faite 
(66)  j  j'écris  17 jx  —  10  {x  —  2)  x  =  175  x 
(x  —  2)  j  puis  faifant  leô  opérations  indiquées^ 
j'ai  175 a; — io:va; -h  20a:  =  175*^  —  3^0; 
fupprîmant  175' a;  de  part  &  d'autre,  puis 
changeant  les  fignes  (  pp  ) ,  on  a  i  o  a:  a: 
. —  20Ar  =  35'o  ;  enfin  en  divifantpar  10 ,  il 
vient  XX  —  sa;  =  5j  ,  équation  a  laquelle 
il  ne  s'agit  plus  que  d'appliquer  la  règle  don- 
née (  100).  Je  prends  donc  la  moitié  —  1  du 
multiplicateur  —  2  de  x.  Je  quarre  cette 
moitié  ,  ce  qui  me  donne  -H  i  ,  que  j'ajoute  à 
chaque  membre ,  &  f  ai  ;c*  —  2a:  -4-  i  =-   3  6^  j 

tirant  la  racine  quarrée  ,jaiA:-— i=2t^^ 

liv 
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&  par  confôquent  .v  ^=  +  5-f-  i ,  qui  donne 
x  =  7&x=—  j.  La  première  eft  le  nombre 
cherché  ;  car  i  ?  y  divifc  par  7  ,  donne  2  y  ;  & 
17  S"  divjfé  par  7  —  2  ou  f  ,  donne  îy  qui 
excède  2j  de  10.  Quant  à  la  féconde*  elle 
réfuut  la  queftion  ol'i  l'on  ruppoferoic  qu'il 
s'agit  de  partager  17)  livres  avec  deux  nou- 
veaux furvenus ,  &  que  cette  circonfîance 
diminue  de  1  o  livres  la  parc  que  chacun  auroït 
eue  fans  cela. 

Queflion  troifieme.  Un  homme  acheté  On 
cheval  i  qu'il  vend  ,  au  bout  de  quelque  temps  ^ 
pour  2^  pljioles.  A  cette  vente  ,  il  perd  autant  ^ 
pour  cent ,  que  le  cheval  lui  avait  coûte.  On 
demande  combien  illav  it  acheté  ? 

Si  l'on  me  difoit  ce  que  le  cheval  a  coûté, 
je  vérifierois  ce  nombre  en  cette  manière. 
Je  le  retrancherois  de  1 00  ,  &  je  ferois  cette 
règle  de  trois  :  Si  100  fe  réduifent  au  nombre 
que  vient  de  me  donner  la  fouftrattion  ,  à 
combien  le  nombre  prétendu  doit-il  fe  rédui- 
re ?  Ayant  trouvé  ce  quatrième  terme,  il  de- 
vroit  être  égal  à  24. 

Nommons   donc  x  le  nombre  cherché  , 

c'eft-à-dire  ,  le  nombre  de  piftoles  que  le 

cheval  a  coûté.  Alors  puifque   loo  font  fup- 

■pofés  fe  réduire  à   lOo  —  .v ,  je  trouverai  à 

^  combien  .v  doit  être  réduit,  en  taifant  cette 

\  regle-de  crois ,  ioq  :  100  —  .v  :  ;  -v  :  ;  le  qua- 
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même   terme  fera —  {Arith.  1 7p)  ou 

_.  —     — ^ 

-  ;  puis  donc  qu^on  fuppofe  que  le 


100 


prix  du  cheval  a  été  réduit  à  24  piftoles  y  il 
faut  que =  24, 


100 


Pour  réfoudre  cette  équation^  je  chafle  le 
dénominateur  ,  &  j'ai  iooa:  —  xx  =^  2400  , 
ou  en  changeant  les  fignes  xx  —  ioo;c  = 
—  2400,  Je  prends  donc  (100)  la  moitié  de 
■—  1 00  qui  eft  — 5'o  ;  je  Téleve  au  qu'arré  ,  ce 
qui  me  donne  H-  25*00  à  ajouter  à  chaque 
membre.  L'équation  devient  xx  —  ioo;ç 
^-  25*00  -=  25*00  —  2400  =  100;  tirant  la 
racine  quarrée  ^  j'ai  x  —  So  =  -±:  10, &  par 
conféquent^  :v  ==  jo  Hr  10,  qui  donne  ces 
deux  valeurs  ap  =  60  &  a:  =  40  ,  dont  cha- 
cune réfout  la  queftion  ;  enforte  que  le  prix 
du  cheval  peut  également  avoir  été  de  60  ou 
de  40  piftoles  :Téhoncé  de  la  queftion  n'eft 
pas  fuffifant  pour  déterminer  lequel  de  ces 
deux  prix  a  eu  lieu.  Si  Ton  veut  vérifier  ces 
deux  folutions ,  on  verra  qu'en  fuppofant  que 
le  cheval  a  été  acheté  60  piftoles  3  puifqu'a- 
lors  1 00  fe  réduifent  à  40  3  5o  fe  réduiront  à 
24.  Et  dans  le  fécond  cas ,  on  verra  de  même, 
que  1 00  fe  réduifant  à  5o  ,  40  fe  réduiront 
à  24. 

I  o  3  •  Dans  les   queftions  précédentes  ^ 
Féquation  a  eu  deux  folutions,  lune  pofitive 


f; 
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l'autre  nëgatîve.  Dans  la  dernière ,  elle  eo  a 
deux  poficives  Elle  peut  en  avoir  auflî  deux 
négatives.  Mais  cela  n'arrive  que  lorfque 
rdnoncd  de  la  queflion  eft  vicieux  ;  car  alors 
chacune  de  ces  deux  folutions  négatives, 
indique  (70)  que  l'inconnue  doit  être  prife 
dans  un  fens  tout  oppofé  à  celui  de  l'énoncé. 
Par  exemple ,  fi  l'on  propofoit  cette  queftion  ; 
trouver  un  nombre  tel  que  fi  à  fon  quarré 
on  ajoute  neuf  fois  ce  même  nombre  ,  & 
encore  le  nombre  5^0  ,  le  tout  faffe  jo  ;  cette 
queftion  mife  en  équation  donneroit  x'  -+-  ^x 
-4-  jo  =  30,  qui  en  fuivant  les  règles  données 
plus  haut ,  deviendroit  fuccelïïvenient  .ï'-i-p.v 

=  —  20,  jt*H-p;i:-H-5J.^=^^^ 20^=-^; 

tirant  la  racine  quarrée  a:H-^  =  ±T)  *3ui 
donne a;=  —  -f-f-  '-=—  ^^Sax^^ — \ — \ 
ï=-  —  j.  Ce  qui  indique  que  la  queftion  doit 
être  changée  en  cette  autre  :  Trouver  un  nom- 
bre tel  que  fi  après  avoir  ajouté  ço  à  fon  quat- 
re ,  on  retranche  du  tout ,  p  fois  ce  même 
nombre  demandé  ,  il  refte  50. 

10 4-  L'algèbre  a  donc  cet  avantage, 
que  non-feulement  elle  réfout  les  queftions, 
mais  elle  fait  encore  diftinguer  fi  elles  font 
bien  ou  mal  propofées  j  &  fi  elles  font  im- 
poffibles ,  elle  le  fait  connoître  âulli  :  noua 
en  avons  déjà  donné  le  caractère  (p8).  Si 
l'on  en  veut  un  exemple ,  il  n'y  a  qu'à  ré- 
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foudre  la  queftion  troifieme ,  en  y  fuppofant 
vingt-fix  piftoles   au   lieu   de   vingt-quatre. 

Uéquation  fera  '-^^^^  =  2^>ou  100^— xa: 
t=2(Joo,  ou.:cx —  ioov  =  —  2(^00,  qui, 
félon  la  règle  (  100  ) ,  devient  xx  —  i  ooa:  -H 
2 joo  =  2500  —  2600  =  —  100  y  tirant  la 
racine  quarrée  x—$o=  Hh^ —  100 ,  &  en- 
fin a;  =  ;o +V^^^^^^^7ôo7  or  nous  avons  vu  (p  8) 

que  la  racine  quarrée  d'une  quantité  négative 
eft  impoffible. 

Queftion  c^ztntm^.  Deux perfonnes  fe font 
réunies  dansjun cùfunierce  :  l^une  a  mis ^o' louis 
qui  ont  rejié  17  mois  dans  lafociété.  Le  fécond 
na  fourriitfes  jbnds  quau  bout  de  j  mois  y  c^eji* 
à' dire  j  quils  n'ont  été  que  12  mois  dans  lafo- 
ciété.  Ces  fonds  que  Von  ne  connott  point  ^  font  y 
avec  le  gain  qui  lui  revient  j  26  louis.  Le  gain 
total  a  été  de  1 8  louis  &  ^;on  demande  ce  que  le 
fécond  avoit  mis  ^  &  combien  chacun  a  gagné? 

La  queftion  fe  réduit  à  trouver  la  mife  dû 
fécond  ,  car  il  eft  évident  que  le  gain  de  cha- 
cun fera  facile  à  trouver  enfuite.  Repréfen- 
tons  cette  mife ,  ou  le  nombre  de  louîs  de 
cette  mife  par  x.  Puifque  .les  50  louis  du 
premier  ont  été  1 7  tnois  dans  la  fociété ,  ils 
doivent  lui  avoir  produit  autant  que  produi- 
roîent  17  fois  30  louis  ou  j  10  louis  pendant 
un  mois.  Pareillement ,  puifque  la  mife  x  du 
fécond  a  été  12  mois  dans  la  fociété ,  elle 
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dnit  lui  avoir  produit  autant  que  12  fois  x  de 
louis  ou  I2JC  produiroienc  pendant  un  mois; 
ainii,  on  peut  regarder  la  fociëté  ,  comme 
n'ayant  duré  qu'un  mois,  mais  en  fuppofant 
que  les  niifes  aient  été  y  i  o  &  1  aa:  ;  cela  étant, 
pour  favoir  ce  que  le  fécond  doit  gagner ,  il 
faut  {Arith.  ipy)  calculer  le  quatrième  terme 
de  cette  proportion  j  i  o  -+- 1 2X  :  18^::  1 2 jc  : 

Ce  quatrième  terme  lera ,  qui  re- 
vient à  _Jillf — ;  or  il  efl:  dit  dans  la  queftion 
que  le  gain  du  fécond  &  fa  mlfe  x  font  26 
louis;  donc  — ^'^"^ 1-3C=2<Î. 

ÎIO-I-IIJC 

Pour  réfoudre  cette  équation  ,  çhsffons  le 
dénominateur,  fc  nous  aurons  22 jx  -h  x 
(  710  -r-  i?jc  )  ^  21?  (  j  10  -H  12JJ  ) ,  ou  j  en 
faifant  les  multiplications  indiquées,  2  2yx 
-t-  jiox  4-  \2xx  ■=  1  3 ado  ^^  312X.  Tranf- 
pofant  &  réduifant,  on  a  \2xx  -^  ■^i^x  = 
i^26"o  ;  divifant  par  12  ,  a:  '-f-  ^,-  x  =  --,*,  ~ 
qui  fe  réduit  à  x'  H-  -^-^  x  =  1 1  o  f  ;  prenant 
donc  la  moitié  de -4--)  qui  eft -4-- ;  élevant 
cette  moitié  au  quarré ,  &  l'ajoutant  à  chaque 
membre  ,  on  aura  x*  -+-  ~-  x  -+-  ^-^s'P~  = 
^l^  -4-  iioy  =  ^-^  ,  en  réduifant 
iioj   en  fraction.    Tirant    donc    la    racine 

quarrée  ,  on  aura  x  -+-  -4--  ==  ±  V     ^-^l— 

=■  ±  ■^-  ;  donc  a:  i=3  —  ^-  ^h  ~F"  î  1"^ 


i 
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donne  pour  la  feule  valeur ,  qui  fatisfafle  à  la 
queftion,  X  s= ^— 1-  r=  —  =  20  ;  la 

mife  du  fécond  étoit  donc  de  20  louis  ;  par 
conféquent  fon  gain  étoit  de  5 ,  &  celui  du 
premier  de  1 2  !• 

I  O  5  •  A  regard  des  équations*  littérales  , 
la  regleeft  abfolument  la  même.  Si  Ton  avoit 
à  réfoudre  Téquation  abx  —  axx  —  b^c  y  con- 
formément à  ce  qui  a  été  dit  (pp  &  loo),  je 
changerois  cette  équation  en  axx  —  abx = — 

b*c  y  puis  en  xx^^bx  = ^  ;  j'ajouterois  à 

chaque  membre  le  quarré  de ;  c'eft-à-dîre, 

H f  oc  1  aurois  xx  —  px  -f--  = ; 

4  '       '  •   4.      4       a' 

tirant  la  racine  quarrée ,  j'ai  x  — — =  + 

^         j^  a  2  —  ^         4        a  • 

I  O  ^.  Lorfque  Téquatîon  eft  littérale  , 
elle  peut  fe  préfenter  fous  une  forme  plus 
compofée  que  nous  ne  Tavons  vue  jufques 
ici  ;  mais  on  peut  toujours  la  ramener  à  trois 
termes  en  cette  manière.  Soit  Téquation  ax* 
*4-  tcx  —  a^b  =  bx^  —  ab'^  —  acx.  Je  paffe 
dans  un  feul  membre  tous  les  termes  affec- 
tés de  Xy  en  obfefvant  d'écrire  de  fuite, 
tous  ceux  qui  ont  les  mêmes  puiffances  de  x, 
&  j'ai  ax^  —  bx^  H-  bcx  -4-  acx  =  a*b  —  ab^. 
Je  remarque,  à  préfent,  que  ax*  ? — bx*  neft 
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autre  chofe  que  {a  —  b)x  x'^. ,  ou  (a  —  h)  x*  ; 
pareillement^  fcx  H-  acx  n'eft  autre  chofe 
que  [  bc  -^  ac  )x  ^  enforte  que  l'équation 
ax"^  —  bx^  -4*  bcx  H-  acx  --=  à^b  —  ab^  peut 
s'écrire  airifi  (a  —  ^)  a:*  H-  (  ic  -h  ac)  x  =  a'b 
^^ab^\  or  les  quantités  a  ^  b  ^  c  ^  étant  des 
qu-iRtités  connues  y  on  doit  regarder  a  —  h  , 
ic.'+'aCj  &  a^b  —  û^*  comme  des  quantités 
toutes  connues  ;  on  peut  donc,  pour  abréger, 
repréfenter  chacune  de  ces  quantités  par 
une  feule  lettre  ,  &  fuppofer  a  —  b  =  77iy  bç 
^•^  ac  =^71^  a'b  —  ab'  =p  y  &c  alors  Téqua- 
tion  eft  réduite  à  mx*  -4-  nx  ^=^  p  ^  qui  eft 
dans  le  cas  des  précédentes ,  &  qui  étant 
réfolue  fuivant  les  mêmes  règles ,  deviendra 

fuccelïîvement  x^  ^  --  x=  —  ^  puis  a:*  -4--^ 


:v •+--%=-%•+■— (en  ajoutant  le  quarré  de 
la    moitié    de  —  •  c*eft-à-dire ,  de  —  )  ;  tirant 

la  racine  quarrée  •  x-^ — ^  =^+k     — a  -*-  —  • 

enfin  x  =  =-?  +  ïX5l  -l.  r. 

107.  Au  refle  on  ne  fait  ces  fortes  de 
transformations  que  lorfque  le  calcul  qu'on 
auroit  à  faire  fans  elles,  feroit  très-com- 
pofé  ;  car  dans  ce  même  exemple,  après 
avoir  mis  l'équation  propofée ,  fous  la  forme 
{a-^b)  x'  -^  {bc-^  ac)  X  =  a'b  -^  ab\  on 


\ 
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peut  la  traiter ,  fans  trop  de  calcul ,  comme 
les  précédentes  ,  en  divifant  d'abord  par  a  — 

7  •    1  ^    ,    bc  -^  ac  t 

I  p  ,  ce  qui  donne  •  •  .  a:  H ^^  x  ==  aPi 

maintenant  il  faut  ajouter  de  part  &  d'autre 
le  quarré  de  la  moitié  de  -^3/  9  c'eft-à-dire, 
quarré  de  — —-  ;  mais  on  peut  fe  conten- 
ter de  Tindiquer  en  cette  manière  (—^7-1)  > 

amii  on  aura  x  H 7-  x  -\^  ( V=: 

a — p  \za  —  zb/ 

(  d~T^)*  "**  ^  ^  î  tirant  la  racine  quarrée  3 
on  aura ; 

.    bc  +  ac  ,    'Mx    /  bc  -^  ac  \^  y      - 

enfin  x=--^±:  l^ (".^^t^^ ^  ah 

xa-zb"^  \ia  —  iby 

10  8*  Quoiqu'on  puifTe  ,  lorfqu'on  a 
conclu  la  valeur  de  x  ,  laiffer  le  radical  dans 
l'état  où  il  eft ,  jufqu'à  ce  qu'on  vienne  aux 
applications  numériques  ;  néanmoins  ,  il 
oeut  être  fouvent  utile  de  lui  donner  une 
brme  plus  fimple ,  en  réduifant  au  même  dé- 
nominateur les  deux  parties  qui  fe  trouvent 
fous  ce  radical.  Sur  quoi  il  faut  obferver 
qu'on  peut  fouvent  les  réduire  au  même, 
dénominateur  d'une  manière  plus  fimpIe  que 
par  la  règle  générale  donnée  (  47  )  ;  &  cela 
en  fe  conformant  aux  obfervations  que  nou$ 
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avons  (aîtes(48)î  prenons,  pour  exemple 

^"'^  IL-  -j-  -^  :  pour  réduire  à  un  même  déno- 
minateur les  deux  quantités -^&  —  ^  i*ob-» 

^  ferve  que  leurs  dénominateurs  aduels  ont  unt 
fadeur  commun  m  ,  &  que  par  conféquent  ^ 
fi  je  multipliois  les  deux  termes  de  la  frac- 
tion —  ,  par  4m  qui  eft  le  fécond  faâeur  du 

premier  dénominateur ,  alors  elle  auroît  le 
même  dénominateur  que  cette  première  frac- 
tion j  c'eft  pourquoi  je  changef^  —i^-^ 


y 4'W  m 

cnr     Llti^j  or  comme  le  radical  mar- 

4771*     ^ 

que  qu'il  faut  tirer  la  racine  quarrée  de  la 
fraaion  ,  c*eft-à-dire  (  Aiith.  142  )  du  numé- 
rateur &  du  dénominateur  ;  je  tire  celle  du 
dénominateur    qui   eft  un   quarré  j    &   j'ai 

Yj^'t.^P^  •  ainfi  dans  Téquation  ci-defliis  •  où 

im 

nous  avons  trouvé  x  =  ^^^  -\-v  — — h  — • 
on  peut  changer  cette  valeur  de  jc ,  en  cette 

dénominateur  commun  2m)  y  en  cette  autre , 

Dé 


autre  •  x  = ^  ,  ou  (a  caule  du 
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ï^c  rextraction  di  la    racine  quarrcc 
des  quantités  littérales. 

109.  La  réfolutîon  des  équations  du  fe- 
rond  degré  conduit  donc ,  comme  nous  ve- 
nons de  le  voir  ^  i  extraire  la  racine  quarrée 
des  quantités  ,  foît  numériques  foit  littérales. 
Nous  n  avons  rien  à  ajouter  à  ce  que  nous 
avons  dit  des  premières  en  Arithmétique* 
Nous  allons  parier  des  dernières. 

Lorfqu'il  a  été  queftion  de  la  multiplica- 
tion des  quantités  monômes  (18)^  nous 
avons  dit  que  le-produit  renfermoit  toutes 
les  lettres  du  multiplicande  &  toutes  celles 
du  multiplicateur  ;  or  ,  lorfqu*on  élevé  une 
quantité  au  quarré ,  le  multiplicande  &  le 
multiplicateur  font  les  mêmes  ;  donc ,  dans 
un  quarré  monôme ,  chacune  des  lettres  de  la 
racine  doit  être  deux  fois  fadeur  ;  donc  Tex- 
pofant  de  chacune  des  lettres  d'un  quarré 
monôme  doit  être  double  de  celui  des  mêmes 
lettres  dans  la  racine  ;  donc  pour  avoir  la  racine, 
quarrée  et  une  quantité  monôme  ,  il  faut  donner 
à  chacune  des  lettres  de  cette  quantité  y  un  expo- 
fant  moitié  moindre  y  fuivant  cette  règle ,  la 
racine  quarrée  de  a*  eft  a ,  celle  de  a^  efl  a^ , 
celle dea*^•c^  efl:  abc^  celle  de  a'^b^c^  eft  a*â'c\ 

1 1 0.S'il  fe  trouvoit  un  expofant  impair , 
ce  feroit  donc  un  figne  que  la  quantité  pro- 

jiLGSBRE,  K 
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pofée  n'eft  point  un  qiiarr^  parfait  ;  alors  } 
en  fuivanc  h  règle ,  il  refteroit  un  expofant 
fraâionnaire  qui  défigneroit  qu'il  refte  à  tirer 
la  racine  qiiarrée  de  la  quantité  qui  auroit  cet 
expofant.  Ainfi  la  racine  quarrée  de  a'ù^c^  eft 

ah^c'  ou  abb'^ c'  ;  car  on  peut  confidcrera'é'c*, 
comme  à'b'^bc'', 

L'expofant  fra£lionnaire  a  donc  ici  le  même 

ufage  que  le  (Igne  V  ',  ainfi  aèi'c%  ou  (ce  i\\xi 

cft  la  même  chofe)  ahcb^éqm\z\iit2.abc^]/'b. 
Donc  réciproquement ,  fi  une  quantité  mo- 
nôme eft  afi'edée  du  figne  l/" ,  on  pourra  fup- 
primer  ce  radical ,  pourvu  qu'on  prenne  la 
moitié  de  chacun  des  expofants. 

III,.  Cette  remarque  fert  à  fimplifier  les 
quantités  afîe£tces  du  figne  ,  lorfque  cela  eft 
poffible.    Par  exemple ,  la  quantité  Va^b^c 

^tant  la  même  chofe  que  d^  b'^  c"^,  fe  réduit 

àcôè^c",  ou,  en  remettant  le  radical,  au 
lieu  des  expofants  fradionnaîres  ,  à  ab  {/"bc. 
De  même  K  a^b^c^  fe  réduit  à  a'b'c  yac ,  en 

r  confidérant  n'èV  comme  a'^b'^c^ac ,  &  pre- 

I  nant  la  moitié  des  expofants  4  ,  4  &  2.  On 

m  trou 

I  oui 

I  dén. 

I  enB 


trouvera  de  même  que  f/'—Ce  réduit  zaï/"—^ 
ou  bien  fi  l'on  multiplie  le  numérateur  ôc  le 
dénominateur  par/,  fe  réduit  à  a  Ktt»  ou 
enfin  à  4  \Cafi 


J 
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112.  On  voit  donc  que  pour  faire  fortir 
hors  du  radical  les  fafteurs  que  Ton  peut  en 
faire  fortir ,  il  faut  prendre  la  moitié  des  expo- 
sants de  ces  fadeurs.  Au  contraire  pour  faire 
entrer  fous  le  radical  un  fadeur  qui  feroît  au 
dehors ,  il  faudra  doubler  Texpofant  de  ce 
fadeur ,  c'eft-à-dire  ,  élever  ce  fadeur  au 
4g[uarré.  Ainfî  a  y^b  peut  être  changé  en  V^a^b  ; 

aV^  --  peut  être  changé  en  j/"  —  qui  fe  ré-; 

duît  à  Vab.  De  même  {a^b)  V^c  peut  être 
changé  tn\^  {a '■^by  c. 

1 1  3  •  Jufqu'îci  nous  n'avons  pas  eu  égard 
su  coiëfficîent.  S'il  y  en  avoit  un ,  &  qu'il 
fut  un  quarré  parfait ,  on  en  tireroit  la  racine 
quarrée  félon  les  règles  de'  l'Arithmétique  ; 
Ainfi  V^ça^h^  devient  ^ab  Vb.  De  même, 
j/'ioa^  à^b^c  devient  32  ahv^bc. 

I  I  4*  Mais  fi  le  coefficient  n  étoît  point 
un  quarré  parfait ,  il  faudroit  voir  s'il  ne  peut 

as  être  décompofé  en  deux  fadeurs  dont 
'un  foît  un  quarré  parfait  dont  on  tireroit  la 
racine  ,  &  on  laifTeroit  l'autre  fous  le  radical; 
ceft  ainfi  que  V^%a^b^  fe  réduit  à  ^abVs^s 
parce  que  48  étant  :=  ^^^3  y    f/'^^a^b^  = 

On  trouvera  de  même  que  i/'$i2a^b^  fe  ré- 
duit à  1 6ab  V  2(1- 

I I  J .  Si  la  quantité  affedée.  du  fignc  ra?^ 


l 


arr^n 
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dical ,  efl  complexe  &  n'eft  point  un  qii: 
parfait ,  il  faut  examiner  fi  elle  ne  peut  pas 
être  dé^onipofée  en  deux  facteurs  ,  dont  l'un 
feroit  un  quarré  parfait  i  alors  on  tîreroit  la 
racine  de  celui-ci ,  &  on  lailleroit  l'autre  fous 
le  radical.  Lorfque  le  faQeur  quarré ,  s'il  y 
en  a  ,  eft  monôme,  il  eft  toujours  facile  à 
appercevoir.  Par  exemple  ,  dans  la  quantité 
^^^if'  —  jû'i'  -1-  <5^' ,  je  vois  que  ^*  , 
eft  faâeur  de  tous  les  termes  ,  en  forte 
que  cette  quantité  équivaut  à  cette  autre 
*^(4d'  —  ja'é-t-  6b'')xb'  ;  je  tire  donc  la  ra- 
cine quarréede^',  Ôc  j  ziby^a^ — ;a'i+{î3'. 

I  I  6.  Mais  lorfque  ce  faâeur  quarré  doic 
Être  complexe  ,  ou  lorfque  la  quantité  com- 
plexe qui  eft  lous  le  radical ,  eft  elle-même 
un  qnarriî ,  il  faut  bien  fe  garder ,  pour  en 
avoir  la  racine  ,  de  tirer  féparément  la  racine 
quarr(^e  de  chacun  des  termes  qui  la  com- 
pofent.  Par  exemple  ,  fi  l'on  avoit  a'  -h  è", 
on  fe  tromperoit  beaucoup  fi  l'on  prenoit 
a-'rb  pour  cette  racine  ,  puifqua  le  quarré  de 
a  -T-  b  n'eft  pas  ti"  H-  ^* ,  mais  a'  -h  aai  H-  b' 
(  2j  ).  û'  -f-  i'  n'a  point  de  racine  exa£te  en 
lettres.  Voici  la  méchode  qu'il  faut  fuivre 
lorfque  la  quantité  complexe  propofée  eft 
fufceptlble  d'une  racine  exafle. 

I  ly.  Soie  donc  la  quantité  6oc3 -1-3  (5  a" 
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2$b*.  Pour  en  avoir  la  racine  quarrée> 
j'ordonne  les  termes  de  cette  quantité  par 
rapport  à  Tune  de  fes  lettres  :  par  rapport  à  a^ 
par  exemple , 

3  5û*-h^oû3H-2 j J*  f  6a^  ^h  Racine, 

H-6'oa^+253* 
^—6oab — 2$b^ 

o 

Je  prends  la  racine  quarrée  du  premier 
terme  sôu""  ^  laquelle  eft  6a  que  j'écris  à  côté 
de  la  quantité  propofée. 

Je  quarre  cette  facine  &  j'écris  le  quarré 
3  5a*  fous  le  premier  terme ,  avec  le  figne  — , 
pour  le  retrancher.  La  rédudion  faîte  ,  il 
refte  H-  6oab  H-  2  y3*. 

Sous  la  racine  6a  j'écris  fon  double  12a 
que  j'emploie  pour  divifer  le  premier  terme 
6oab  de  la  quantité  reftante  6oab  -h  2<;b*. 
Je  trouve  pour  quotient  H-  j^  que  j'écris  à 
la  fuite  de  la  racine  6a  ^  &c  j'ai  6a  -+•  ^b 
pour  la  racine  cherchée  ;  mais  pour  confir- 
mer cette  opération ,  j'écris  aufli  le  quotient 
^b  que  je  viens  de  trouver,  à  côté  de  12a, 
&  je  multiplie  le  total  12a  •+-  5^  par  ce 
même  quçtient  ^b  ;  je  porte  à  mefure  p  les 
produits  fous  la  quantité  602b  -H  25^* ,  ea 
obfervant  de  changer  les  fi^nes  de  ces  pro- 
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duits  ;  faifant  enfuite  la  réduélîon ,  îl  ne  reftc 
rien  ;  j'en  conclus  que  la  racine  trouvée 
6a  ^  Sb  eft  la  racine  quarrée  exaûe  de 
j^a* -f- 5oû/^ -H  2  j3\ 

Prenons  pour  fécond  exemple ,  la  quantité 
5)J*  —  i2ab  -4-  i5c*  -H  4û*  -H  i6ac  —  24^c. 
J'ordonne  cette  quantité  par  rapport  à  la  let- 
tre j ,  &  j'ai ........ 

4^' — iiab-hi6ac-i'9^ — i^hc-i-iéc^yia — 3M-4C  Racine 


—4a- 


4^  —  33 


l^  Reile- riaà-^i éac-^p^* — 24^^-f-i ^c*  J  4a  —  ^* -f-  4c 

a«i  Reflc  -H  i^^t^  —  24^^  ■+-  1^^* 

«—  1 6ac  -t-  24^4:  —  1 6c^ 

Dernier refte.  ..•• o  ^ 

Je  tire  la  racine  quarrée  de  4a*  :  elle  eft 
aa  5  que  j'écris  à  côté.  Je  quarre  2û  ,  s&  je 
récris  avec  le  figne  — ,  fous  ^a^  ;  faifant  la 
réduâion,  il  relie  —  \2ab'+  i6ac+^b*  — 
a^bc  -4- 1 6c''. 

Au  dellous  de  la  racine  2a ,  j*écrîs  fbn 
double  4a  ,  que  j'emploie  pour  divifer  le 
premier  terme  —  1 2ab  du  refte  :  je  trouve 
pour  quotient  —  ^b ,  que  j'écris  à  la  fuite  du 
premier  terme  2a  de  la  racine  :  je  l'écris  auffi 
a  coté  du  double  4a  ,  &  je  multiplie  le  tout 
4a  —  5^3  par  le  même  quotient  —  3b  ;  écri- 
vant les  produits  y  après  avoir  changé  leurs 
Cgnes^  lous  le  refle  r—  i2ab  :+-  i^ac&c; 


DE    Mathématiques,    iji 

&  faîfant  la  rédudion ,  j'ai  pour  fécond  relie, 
*4-  i6ac  —  24:^C'4-  i6c*. 

Je  conlîdere  à  préfent  les  deux  termes  de 
la  racine  2a  —  3e  ,  comme  ne  faifant  qu'une 
feule  quantité;  je  double  cette  quantité,  & 
je  récris  au-delTous  pour  fervir  de  divifcur  au 
fécond  refte  ;  maïs  pour  faire  cette  divifîon 
je  me  contente ,  félon  ce  qui  a  été  dit  (5  5) ,  de 
divîfer  le  premier  terme  4-- 1 6ac ,  par  le  pre- 
mier terme  Hh  4û  de  mon  divifeur  ;  je  trouve 
pour  quotient  -i-  4c ,  que  j'écris  à  la  fuite  de 
Ja  racine  2a  —  3^ ,  &  à  la  fuite  du  double 
4a  —  6b  :  je  multiplie  cette  dernière  fomme 
4a  —  6b'-+'  4c  ^  par  le  nouveau  terme  -f-  4c 
de  la  racine  ;  &  changeant ,  à  mefure ,  les 
fignes  des  produits ,  j'écris  ces  mêmes  pro- 
duits fous  le  fécond  refte  ;  faifant  la  fouftrac- 
tion  j  il  ne  refte  rien.  D'où  je  conclus  que  la 
racine  trouvée  eft  exafte. 

Tout  cela  eft  fond^  fur  ce  principe  ,  que 
le  quarré  d'une  quantité  compofée  de  deux 
parties ,  contient  le  quarré  de  la  première  9  le 
double  de  la  première  multipliée  par  la  fé- 
conde ,  &  le  quarré  de  la  féconde  ;  car  il  luit 
de-là ,  que  pour  avoir  la  première  partie ,  il 
faudra  tirer  la  racine  quarrée  du  premier 
quarré  ;  que  pour  avoir  la  féconde ,  il  faudra 
divîfer  le  terme  fuivant ,  par  le  double  de  la 
racine  trouvée,  &  qu'enfin  pour  vérifier^ il 
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faudra  multiplier  le  double  de  la  première  par 
ia  féconde  ,  &  la  féconde  par  elle-même  :  or 
c'eft  ce  que  prefcrit  la  méthode  que  nous    j| 
venons  d'expofer. 

Nous  invitons  les  commençants  à  s'exer- 
cer encore  fur  les  trois  quantités  fuivantes  : 
I^  i6a*-\~  ^oti'è-f-ajiî'i''.  2°.  ^61'* ~~  6oah' 
-\-  7.'^  a^  b^  —  3  (5  i'  c*  H-  50  abc''  H-  p  c*. 
.  ^°,a^ — 4a'f'-j-8a'c'-+-^c* —  iSc'e'-t-nîe*, 
dont  ils  trouveront  que  les  racines  quarrées 
fontiû'-f-jiîè,  6b^ — yai — 5c'ja'— ac'-t-^e'. 

Du  calcul  des  quantités  a^eclées  di^^ 
figne  V,  fl 

I  I  g.  On  fait  fur  les  quantités  radicales 
dont  nous  venons  de  parler ,  les  mêmes  opé- 
rations que  fur  les  autres  quantités.  Lorfque 
les  deux  quantités  radicales  ne  font  pas  fem- 
blables ,  on  fe  contente  ,  pour  les  ajouter  ou 
les  fouftraire  ,  de  les  unir  par  le  figne  •\-  ou 
ic  figne  ■ — .  Ainfi  ^aVh  ajouté  avec  4e  j/'c, 
donne  3  a  j/"  è  -+-  4  ^ï^c  ;  de  même  ^  aV^b 
retranché  de  ^hVc  ,  donne  ^l^c  —  ^aVb. 
Alaîs  fi  les  quantités  radicales  font  femblables 
&  ne  differer-C  que  par  le  coefficient  numé- 
rique hors  du  radical  ,  alors  on  ajoute  ou  l'on 
retranche  les  coefficients,  félon  qu'il  s'agit 
d'addition  ou  de  fouftradion.  Par  exemple  j  * 


J 


DE    Mathématiques,    ijj 

''^ahi/'c ,  ajouté  avec  ^aby^c  ,  donne  9^bi/'c. 

Nous  fuppofons  ici  qu'on  a  réduit  les 
radicaux  félon  ce  qui  a  été  enfeigné  (  1 12  )j 
car  fi  Ton  avoit  4  ^  i/"  a'  c  à  ajouter  avec 
<fa|/"ai*c;  je  commencerois  par  réduire  le 
premier  radical  à  ^^abi/^ac^  ,&  le  fécond 
a  6 abi/^ac ^  lefquels  ajoutés ,  donnent 
loabyac. 

Pour  multiplier  deux  quantités  radicales , 
îl  faut  multiplier  comme  s'il  n'y  avoit  point 
de  radicaux  ,  &  afFeSer  enfuite  le  produit ,  du 
figne  radical.  Par  exemple ,  pour  multiplier 
p^a  par  l/'c^jQ  multiplierai  a  par  c,  &  don- 
nant au  produit  acy  le  figne  f/" ,  j'aurai  j/'ûc. 

Pour  multiplier  V^a^-4-^*  par  l/^ac y  j'aurai 


V  €?c^  abc^.  Demêmev^axî/"a  =5pa*=a; 
y^^byVâ^  =  ^{a-^-by  ^a  ^b  ; 

i/"z:7^Kz:^=^^(ir^  =  — û*.  On 

voit  donc   que  pour  quarrer   une  quantité 

*  Il  ne  faut  pas  confondre  pendant  nous  ne  donnons  îcî 

yjllà)^  avec  V'^r^  ;  le  ^"^  —  ^-  f  ^  "/^^  ^"  ^^  ^^- 
'  y ! — I  pie.  Quand  on  demande  quelle 

premier  eft  K  -  ax-a  ,  &  eft  la  racine  de  H-  a* ,  on  a  rai- 
le  fécond  eft  V^-  ^  x  •+-  a.  ^n  d'affigner  également  4-  a 
Nous  ferons ,  à  cette  occafîon ,  &  —  tf  ;  parce  que  rien  dans 
une  remarque  que  nous  croyons  cette  queftîon  ne  détermine  , 
trcs-à-propos.  Puifque -ak-a  fi  Ton  confidcre  H-  a* ,  comme 
donne  -t-  a^  dont  (  ^6  )  la  ra-  venue  de  4-  ^  x  -4-  a  ,  ou  de 
<ine  eftni::  a,  i/— <ixi/  — a  — ^ix  — J;  maîsquprd  on  dc- 

devroit  donc  dûpneri:  Jj  ce-lmande  quelle  efl  h  valeur  de 
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affedée  du  figne  V^ ,  il  n'y  a  autre  chofè  U 
faire  qu'à  ê:3r  ce  figne  ;  ainfi  pour  quarrec 
rà^é  -+-  k' ,  j'aurai  a'6  ■+■  h*. 

119.  Cette  remarque  peut  fervir  à  déga- 
ger une  équation  des  fignes  V  •>  qu'elle  peut 
renfermer.  Par  exemple  ,  fi  j'avoîs  l'équation 
X  —  ■3.a=b-\~  y  a  X ,  je  laifferois  y  a  x  (èul 
dans  un  membre ,  &  j'auroîs  x  —  2a  —  b^=s 
yax  ;  alors  quarrant  chaque  membre,  j'aurais 
«*  —  4ax  —  2bx  -\r  ^aa  ■+■  -^ab  -+-  bb  =  ax  , 
ou  en  tranfpofant ,  Jc'  —  ^ax  —  zhx  =  — 4114 
— .  ^oA  —  bb. 

l  lO.  Pour  divifer  une  quantité  radicale; 
par  une  autre  quantité  radicale ,  on  dîvifera 
comme  s'il  n'y  avoir  pas  de  figne  j/" ,  &  on 
donnera  au  quotient  ou  à  la  firadion  ,  le  figne 
radical  ;  ainfi  pour  divifer  y  a  par  1/"^  ,  on 
divifera  a  par  i  ,  ce  qui  donnera  ~  ,     auquel 

appliquant  le  radical ,  on  aural^-y.  Pour  di- 
vifer y  ah  par  j/a ,  on  divîfera  ah  par  a,  ce 

on  p«s  ±  y  a  h  ;  parce 

y— a  êimt  la  niême 

'  diolëque  VaxV  -J  ,  Scp^-h^ 

la  même  cho(ê  que  y'  A.  »/  —  y, 

[  y-ax  y—  b  fera  \  ax  4 h 


Y-aii\/~ — a,  quoique  cette 
quantité  ,  (êioQ  les  regleî  ,  ft 
jéJuilê  à  i*"  -»-  a'  ,  on  ne  doi 
prendre  que -fl,  parce  que li 
queftiun  cUe-inérne  fixe  Ici  p^i 
o^QElie  opération  eft  venu  -t-.i^ 
CVll  en  faifânt  cène  attention 
qu'on  remarquera  que  y^- 
X^w-  i>  dojt  donner  -  y^a  b , 


y\-i)-  ,  qgi  revient  à  -V  ab% 
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qui  donnera  ^  ^  &  on  aura  j/'i  pour  quotient. 

Pour  divifer  V^aa — xx  par  ^a-hx  ,  on  divi- 
fera  aa  — xX  par  a  -4-  jc  ^  ce  qui  donnera  a  —  x  ^ 

&  on  aura  ^^a — x  pour  le  quotient  demandé. 
De  même  a';l/'ic  divifé  par  ay^b  ^  donnera 
hy^c  y  en  divifant  ab  par  a ,  &  Vbc  par  }/^b. 
I  2  I .  Si  le  dividende  ou  le  divifeur  étoit 
rationel  ^  on  fépareroit  Tun  de  Vautre  par  une 
barre  affez  longue  pour  faire  connoître  que 
lun  des  deux  n eft  pas  afifedé  du  radical. Par 
exemple ,  pour  divifer  a  ^zxy^b  y  on  écriroit 

j^  Pour  divifer  ^  par  K  ^  ^  on  écriroit  — ^ 

mais  lorfqu  il  y  a  une  paHté  dans  les  lettres 
du  dividende  &  du  divifeur ,  il  eft  fouvent 
à  propos  de  donner  à  la  quantité  ration- 
nelle une  forme  de  radical ,  parce  qu'elle 
donne  lîeu  à  des  iîmplifications  ;  ainfi  dans 
le    dernier    exemple  je    changerois    a    en 

V^a*  •  &  alors  au  lieu  de  —  t'aurois  — - ,  & 

par  conféquènt  y  a.  De  même  fi  j'avoîs 
l^aa — XX  à  divifer  par ,  û  -+-  jc  ^  j'écrirois 

le  numérateur  &  le  dénominateur  peuvent 
être  divifés  chacun  par  a  •+•  « ,  j'aurois  enfin 

^       a-^-  X 
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De  la   Formation  des  puiffances 
quantités  monômes  ,  de   l'extracUo. 
de   leurs   racines ,   &   du  calcul 
radicaux  &  des  expofants. 

111.  Nous  avons  déjà  dit  qu'on  appell 
puijfance  d'une  quantité  ,  le  produit  de  cet* 
quantité  multipliée  par  elle  même  plufiein 
fois  de  fuite,  a'  eft  la  troîfieme  puiflance  ou 
le  cube  de  a  ;  parce  que  n'  rélulte  de  axaxa: 
La  quantité  qu'on  a  multipliée  eft  autant  de 
fois  fa£leur  dans  la  puiffancc ,  qu'il  y  a  d'uni- 
tés dans  l'expofant  de  cette  même  puifTance  : 
ainfi  dans  a' ,  a  eft  cinq  fois  fa£teur  ,  dans 
{a-hl'Yf  a  -i-  l>  t&.  6  fois  fadeur. 

12  3-  Puifque  .pour  multiplier  les  quan- 
tités littérales  monômes  qui  ont  des  expo- 
fants ,  il  fuffit  (20)  d'ajouter  l'expofant  de  cha- 
que lettre  du  multiplicande  ,  avec  l'expofant 
de  la  lettre  femblable  du  multiplicateur ,  il 
s'enfuit  donc  que  pour  élever  à  une  puijfance 
propofée ,  une  quantité  monôme  ,  il  fuffira  de 
multiplier  l'cxpojant  aâuel  de  chacune  de  fes 
lettres ,  par  le  nombre  qui  marque  â  quelle  puif- 
fance  on  veut  élever  cette  quantité.  Nous  appel- 
lerons ce  nombre  l'expo fant  de  la  puijfance. 

AJnfi  pour  élever  c'i'c  à  la  quatrième  puif- 
fance ^  j'écrirai  a^b^^c* ,  en  multipliant  les  ex» 
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bofants  2,  j  &  i  dea,è,Cy  par  i'expofant  4 de 

ipuiflance  à  laquelle  on  veut  élever  a'i'c.  En 

Ipft'et ,  pour  dlever  a'b^c  à  la  quatrième  puîf- 

iuice ,  il  faudroit  multiplier  a^b^c  par  a'b^c, 

s  le  produit  par  a'^'c,&  ce  fécond  produit 

bar  a'b^c  ;  or  pour  faire  ces  multiplications ,  il 

Kut  (  20 }  ajouter  les  expofants  ;  puis  donc 

rqu'ils  font  les  mêmes  dans  chaque  fadeur,  il 

[faut  ajouter  chaque  expofant  à  lui-même  4. 

■  fois,  c'eîî-à-dire  ,    le  multiplier  par  4.  Le 

paifonnement    eft  le  même  à  quelqu'autrc 

puiflance  qu'on  veuille  ëlever  un  monôme  , 

£  quels  que  foieiit  les  expofants  adluels  des 

Pettres  de  ce  monôme. 

Lorfqu'on  a  à  faire  fiir  les  expofants  des 
Quantités  ,  des  raifonnements  ou  des  opéra- 
tions qui  ne  dépendent  point  de  certaines 
pâleurs  particulières  de  ces  expofants ,  mais 
joui  font  également  applicables  a  toutes  fortes 
«'expofants ,  on  repréfente  ces  expofants  par 
Mes  lettres.  Ainfi ,  pour  en  faire  l'application  à 
Sa  règle  que  nous  venons  de  donner,  fi  l'on 
Tveut  élever  la  quantité  quelconque  ti^èV  à 
june  puiflance  quelconque  déiignéepar  r  ,  on 
pcrira  a'"''  b"'  c^'. 

12  4-  Si  la  quantité  qu'on  veut  élever  à 
■ne  puiflance  propofée  ,  étoit  une  fraction  , 
kn  éieveroit  à  cette  puiflance ,  le  numérateur 
llle dfeominateurj  aïnfi  ".^  élevé  à  la  cia- 
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tjuieme puiflance ,  devient ^i^^  ;  pareillement^ 
^— r  élevd  à  ia  puiflanee  r  devient  — j-, 

125.  Si  ia  quantité  propofée  avoït  ur^ 
coefficient ,  on  l'éleveroit  à  ia  puiflance  pro- 
pofée en  le  multipliant  par  lui-même,  felôit 
les  règles  de  l'Arithnnîtique  ;  aînli  ^a'h''  élevé 
à  la  cinquième  puiflance  donneroic  10240"^'°.  ' 
Quelquefois  on  fe  contente  d'indiquer  cett*  I 
élévation  ,  comme  pour  les  lettres ,  ainfi  on  ( 
peut  écrire  ^'a''b^°. 

.  I  2  6 .  A  l'égard  des  fignes  ,  fi  l'expofant 
delà  puiflance  à  laquelle  il  s'agit  d'élever,  . 
eft  pair,  le  réfultat  aura  toujours  le  figne  -hj 
mais  s'il  eft  impair ,  il  aura  le  figne  -H  ou  le 
iigne  —  félon  que  la  quantité  propofée  aura 
elle-même  le  figne  -f-  ou  ie  li^ne  —  î  c'eft 
une  fuite  immédiate  de  la  règle  donnée  pouf 
les  fignes  (24). 

I  2.7.  Il  fuit  de  tout  ce  que  nous  venons 
de  dire ,  que  dans  une  puiflance  quelconque, 
l'expofant  ïiduel  de  chaque  ictcre  contient' 
l^expofant  de  fa  racine  ,  autant  qu'il  y  a  d'uni- 
tés dans  l'expofant  de  la  puili?nce  que  l'oil' 
confidere  i  par  exemple,  dans  ia  quatrième 
puiflance  ,  l'expofant  de  chaque  lettre  ^ft  qua- 
druple de  ce  qu'il  étoit  dans  la  quantité  pri- 
mitive qui  en  eft  la  racine. 

,128.  Donc  pour  revenir  d'une  pulflfaacîK  J 


t 
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quelconque  à  fa  racine  ,  c  eft-à-dire ,  pour 
extraire  une  racine  (tUn  degré propofé y  aune 
quantité  monôme  quelconque  ;  il  faut  divifer 
fexpofant  aâuel  de  chacune  àefes  lettres^  par 
le  nombre  qui  marque  le  degré  de  là  racine  - 
qiion  veut  extraire.  On  appelle  ce  nombre 
fexpofant  de  la  racine. 

Ainfî  pour  tirer  la  racine  troîfieme  ou  cu- 
bique de  a^^b^c^ ,  je  diviferoîs  chacun  des  ex- 
posants p^r  3  ,  &  j'aurois  a^h^c.  Pareillement 
pour  tirer  la  racine  cinquième  de  (t^b^^c^  5  je 
diviferois  chacun  des  expofants  par  5 ,  & 
j  aurois  a'^b^c.  En  général  pour  tirer  la  racine 
du  degré  r  de  la  quantité  a^b^ ,  j'écriroîs 


m     n 


*l  29.  Sî  la  quantité  propofée  étoît  une 
frîiixion ,  on  tireroit  féparément  la  racine  du 
numérateur  6c  celle  du  dénominateur. 

ï  3  O*  SU  y  avoit  des  coefficients  ,  on  en: 
tireroit  la  racine  quarrée  ou  cubique  par  les 
méthodes  données  en  Arithmétique  ;  &  par 
celle  qu'on  verra  par  la .  fuite ,  lorfque  cette 
racine  eft  plus  élevée. 

T  3  !•  Lorfque  Texpofant  de  la  racîne 
qu*on  veut  extraire  ,  ne  divife  pas  exaftement 
chacun  des  expofants  de  la  quantité  propo- 
fée ,  c'eft  une  pr/^uve  que  cette  quantité  n'eft 
point  une  puiffance  parfaite  du  degré  dont  il 
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s'agit.  Alors,  l'expofant  refie  fra£lionna!re  , 
&  marque  une  racine  qui  refte  à  extraire. 
Ainfi,  fi  l'on  demande  la  racine  cubique  de 

a^b'c"*,  on  aura  a'èu*  ou  û'icu' ,  dans  laquelle 
lexpcfant  y  marque  qu'il  refte  encore  à  ex- 
traire la  racine  cubique  de  c. 

132.  On  indique  aufli  les  extra£lions  de 
racines  fupérieures  au  fécond  degré ,  en  em- 
ployant le  figne  y  ;  mais  on  place  dans  l'ou- 
verture de  ce  figne  ,  le  nombre  qui  marque 

le  degré  de  la  racine  dont  il  s'agît.  Ainfi  J/"  a, 

marque  la  racine  cubique  de  a-.i/  a  marque 
la  racine  feptieme  de  a.  îi  faut  donc  regarder 
ces  deux  exprefiions  V*2  &  c  comme  fignî- 
fiant  la  même  chofe  ;  îl  en  efi  de  même  de 

!/■  û*  &  a'. 

I  3  3*  Lorfque  la  quantité  eft  complexe < 
il  ne  faut  pas  divifer  chacun  de  fes  expofants  ^ 
mais  il  faut  confidérer  la  totalité  de  fes  par- 
ties ,  comme  ne  faîfant  qu'une  feule  quantité 
dont  l'expofant  eft  naturellement  1  ,  que  l'on 
divife  par  l'expofant  de  la  racine  qu'il  s'agit 
d'extraire,  ce  qui  n'eft  ,  à  proprement  parler, 
qu'une  indication  de  cette  racine  ;  par  exem- 
ple, au  lieu  de  j/a^V  6' qui  eft  la  même  cholè 
que   y"  f  a'  ~h  b*  y  j  Oïl  écrit ,  (  rt'  -+-  /-M  + 
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ou  a*-hb*  ^.  Si  la  quantité  totale  qui  eft  fous 
le  radical ,  avoit  déjà  un  expofant ,  on  divi- 
feroit  de  même  cet  expofant ,  par  celui  de  la 
racine  qu  on  a  deffein  d'extraire.  Ainfi ,  au 

lieu  de  f/"  (û*-Hp*)',  on  peut  écrire  (a*-Hi*)  *. 
I  3  4»  Les  règles  que  nous  avons  données 
(  iiS  &fuiv.  )  pour  l'addition,  k  fouftraction , 
la  multiplication  &  la  divifîon  des  quantités 
radicales  du  fécond  degré ,  s'appliquent  éga- 
lement aux  quantités  radicales  des  degrés  fu- 
périeurs  ,  pourvu  que  les  radicaux  fur  lef- 
quels  on  a  à  opérer,  foient  de  même  degré 

7  7  7  7 

entr'eux.  Aînfi  i/' a^ x  y a^  =y^ a^  =: i/'aJa 
=:  a  V  a.  V  aH'  xV  a?  b^  =  V  a'  b'  =  ah. 

I-  3  5  •  ^'^1  s'agit  d'élever  un  radical  quel- 
conque à  une  puiflance  dont  Texpofant  foît 

le  même  que  celui  du  radical,  il  fuffira  d'ôter 

s 
ce  radical  ;  ainfi  {y  aY  =  a  i  ce  qui  eft  évî- 

denr  en  général ,  (i  l'on  fait  attention  que 

Tobjet  eft  alors  de  ramener  la  quantité  à  fon 

premier  état.   - 

Pour  élever  une  quantité  radicale  monôme 

à  une  puiflance  quelconque ,  il  faut  élever 

chacun  de  Tes  fa£leurs  à  cette  puiflance ,  fe- 

.7 

Ion  la  règle  donnée  (  1^5).  Ainfi  y  a"^  b\ 
Algèbre.  L 


î- 
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élevé   à    la    puiflance    quatrième  ;  donne 

7  7 

1/ a^b^^  qui  fe  réduit  II  aB}/' ab^ ;  ce  quon 
peut  voir  encore  en  cette  autre  manière  ; 

1/"  û*  b^  étant  la  même  chofe  (152)  que  a^b"^, 
poUr  élever  celui-ci  à  la  quatrième  puiflance , 
je  multiplie  fes  expofants  par  4  ^  ce  qui  me  ' 

donne  ^7^  ^•=  aba'^  b'^  ^=abV ab\ 

77 
136.  Pour  divifer  v^fl^  par  l^ 4i\  oti  dîvî- 

fera  a^  par  û%  &  Ton  donnera  au  quotient  a* 

7  .  7 

le  figne  y  y  ce  qui  donne  K^  a*  ;  de  même 

7—  =K  ^  ^K'a*^^  ^a»  «  7-?- 
y'a^à  Val 

^  /  f  f 

1/^^  =  y  j  ;  car  la  racine  cinquième  de 

I  eft  I.  En  gén^'ral  toute  puiflance,  ou  toute 
racine  de  l'unité  ,  efl:  l'unité. 

I  37-  Pour  extraire  une  racine  (quelcon- 
que d'une  quantité  radicale,  il  faut  multi- 
plier Texpofant  aâiuel  du  radical,  par  Tex- 
pofant  de  cette  nouvelle  racine  ;  ainfi ,  pour 

s 

extraire  la  racine  troîfieme  de  V^  ^,  on  écrira 

M  S 

y^  à^  en  multipliant  5  par  5 .  En  effet  y  o^  =» 
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or  (  i?8)  pour  extraire  la  racine  de  ce* 
lui-ci ,  il  faut  divifer  fon  expofant  par  3  ,  ce 

li  donne  a  ■  ^  qui  eft  la  même  chofe  que  V^a*. 

I  5  g.  Lorfque  les  quantités  radicales  pro- 
[pofées  j  ne  font  pas  toutes  du  même  degré  , 
[il  faut  pour  pratiquer  fur  elles  les  opéra- 
tions de  l'addition ,  fouftraâion  ,  multiplica- 
tion &  divifion ,  les  ramener  au  même  degré, 
ce  qui  eft  facile  par  cette  règle. 

S'il  n'y  a  que  deux  radicaux,  multiplie-^  l'ex' 
po/anc  de  l'un,  par  l' expofant  de  L'autre  ;  lepro~ 
duit  fera,  i' expofant  commun  que  doivent  avoir 
Its  deux  radicaux  :  e'/eve^  en  même  tems  la  quart' 
lite  qui ef  fous  chaque  radicalyà  lapuiffaiice mar- 
quée par  L' expofant  de  [autre  ladical.  Par  exem- 
ple ,  pour  rtJduire  à  un  même  radical  ,  les 

deux  quantités  j/"  û'  Ôci/'a',  je  multiplie  y 
par  7,  &  j'ai  35'  pour  l'expofant  du  nouveau 

j  î      . 
radical  qui  ferai/;  j'éieve  a'  à  la  feptieme 
puiffance ,  &  û*  à  la  cinquième  ,   ce  qui  me 
donne  a"  &  a"  î  en  forte  que  les  quantités 

propofées  font  changées  eni^  a"  Si.  y^  a''". 

S'il  y  a  plus  de  deux  quantités  radicales, 
multiplie^entr'eux  les  expofants  detous  les  radi- 
caux ;  le  produit  fera  l'expofant  commun  que 
doivent  avoir  tous  ces  radicaux.  Eleve-^j  en 
même- temps j  la  quantité  qui  ejifous  chaque  ra- 
Lij 


F 
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dical ,  à  une puijfance  d'an  degré  marquèpar  lé  J 

produit  des  expojans  de  tous  les  radicaux  autres 
que  celui  dont  il    'agit.  Par  exemple,  fi  j'avois 

les  trois  radicaux  [/  ii' ,  i^  a%  &.  K^  a'  ;  je  miil- 
tiplierois  les  trois  expofants  j  ,  7  &  8  ,  ce 
qui  me  donneroit  2.^0  pour  l'expofan:  com- 
mun des  nouveaux  radicaux  ;  j'éléverois  a} 
à  la  puiiïance  7x8  ou  76  ;  c' ,  à  la  puiflance 
5  X  8  ou  40  ;  &  a'  à  la  puiffance  j  x  7  ou  j  5 , 

ce  qui  me  donneroit  i^  a  '  *  %  v^  a**  ° ,  K  a'  ■". 

La  raifon  de  cette  règle  eft  facile  à  apper- 
cevoir ,  en  obfervant  fur  le  premier  exeniplej 
que  lorfqu'on  dleve  ,  félon  la  régie  ,  a'  a  la  ' 
feptieme  puiflance,  on  rend  a  7  fois  audi  ' 
fouvent  fadeur  qu'il  l'étoit  :  mais  en  rendant  ' 
i!expofant  de  fon  radical  7  fois  aufïi  grand  ' 
qu'il  l'étoit ,  on  rend  a  7  fois  moins  fouvent  ■ 
facteur  ;  il  y  a  donc  compenfation  ,  &  il  n'y 
a  que  la  forme  de  changée. 

139-  On  peut  conclure  de  ce  raifonne- 
ment ,  que  lorfque  l'expofant  de  la  quantité 
qui  eft  fous  le  radical ,  &  celui  du  radical 
même,  ont  un  diyifeur  commun  ,  on  peut 
en  fimplifier  l'expreflion ,  en  divifant  par  ce 
divifeur  commun  ,  l'un  &  l'autre  de  ces  deux 

expofants  :  par  exemple,  y^ a* ,  peut  fe  ré- 
duire à  j/û*  J  eii  divifant  1 2  ôc  8  par  4.  Pa- 


r 
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TeîUement  V  a*  peut  fe  réduire  a  j/"  a  ;  y^  a^. 
fe  réduit  à  V^  a. 

I  4  ^  •  Concluons  encore  que  lorfque  Tex- 
pofant  de  la  racine  qu'on  veut  extraire  eft 
un  nombre  compofé  du  produit  de  deux  ou 
plufieurs  autres  nombres ,  on  peut  faire  cette 
extra£tion  fucceffivement  en  cette  manière  : 
Suppofons  qu'on  demande  la  racine  fixieme 
de  û*^  ;  je  puis  tirer  d'abord  la  racine  quarrée, 
puis  la  racine  cubique ,  &  j'aurai  la  racine 

fixieme.  En  effet  J^a*^,fe  réduit  (i  3p)  à  i/'a''; 
I 

puis  à  y  a*  ou  a^  ,  ce  qui  eft  la  même  chofe 
que  fi  Ton  avoît  pris  tout  de  fuite  la  racine 
fixieme  de  d""^  en  divifant  Texpofant  24  par 

tf,fl28). 

.    Au  refte ,  comme  les  expofants  fraâ:ion- 
naires  tiennent  lieu  des  radicaux  ,  &  que  les 
premiers  font  plus   commodes  à  employer 
dans  le  calcul ,  que  les  derniers  ,  nous  dirons  . 
encore  un  mot  fur  le  calcul  des  expofants. 

Si  f  avoîs  j/"  a'  à  multiplier  par  »/*  a^  ^  je 

changerois  cette  opération  en  celle-  ci  :  a^'  x 

±  z  —  • 

a^  y  qui  (  20  )  donne  a^  o\Jt  aa^  qui  fe  réduit 

5  .  s  ^    ^  7 

ïa\/  a'.Si  f avois i/" û'  à  multiplier  par  j/* û% 

j'écrirois  a^  x  a^  pu  a^    7' ,  ou'  (  en  réduîfana 
les  deux  fradions  au  même  dénominateur  ).^ 

Lui 

} 


i 


I 


J 


a    i  %  ,  ou  c"  qui  revient  a  aa*^ ,  ou  f 
à  fl  K  a*  „  , 

En  général  |/  a'  b^x-V  a'h'  fe  change  ed 

c^b"^  a*i'  qui  revient  à  û"     î^"*^ 

(  en    léduifant    au    même    dénominateur 

ûT""  b  '"•",  ou  enfin  (132)  à|/'û*"''"'è"*"'l* 
H  en  eft  de  même  de  la  divifion  ;  — ^ 


I 


^change  en  -r  =  n  (  3  1  ) ,  ou  enfin  en  l/'a 
'arcillement    ^ fe    change    ei 


=  a'    '  '3'      '  (  31  ),  ou  (en  réduïfant  les 
frayions  au  même  dénominateur  ) 


c    '  ï    è    "     qui  fe  réduit  à  a  "  ^  '  ï  qui  eft 
la  mêmp  chofe  que  ï^  a"  i".  En  général 


,  I  4  î  •   Dans   ce  dernier  exemple   nous 

avons  retranché  l'expofant  de  chaque  lettre 
du  dénominateur,  de  l'expofant  de  la  lettre 

*  correfpondante  dans  le  numérateur.  La  règle 

Ique  nous  avons  donnée  (31)  pour  la  divifion. 
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Ça  ne  femtle  le  permettre  ,  que  lorfque  Texpo- 
îfant  du  dénominateur  eft  plus  petit  que  celui 

gi  du  numérateur  ;  mais  cela  fe  peut  en  général , 
en  donnant  à  l'excédent,  le  figne  — ,  après  la 

^1  réduÊlion  faite  ;  en  forte  qu'on  peut,  en  géné- 
ral ,  mettre  toute  fradion  Algébrique  fous  la 
forme  d'un  entier.  Par  exemple ,  au  lieu  de 

^  on  peut  écrire  a}b''\  En  effet ,  fuivant  l'idée 

que  nous  avons  donnée  de  la  divifion  ,  l'effet 
d'un  divifeur  efl  de  détruire  dans  le  dividende, 
tous  les  fadeurs  qui  fe  trouvent  dans  le  divi- 
feur ;  dans  ^  y  qui  fe  réduit  à  a' ,  le  divifeur 
a*  détruit  dans  a?  deux  faâeurs  égaux  à  a. 
Pareillement  dans  la  quantité  -^  l'effet  de 

b^  doit  être  de  détruire  dans  a?  deux  fac- 
teurs égaux  à  b.  Or  quoique  ces  fadeurs  n'y 
foient  p^s  explicitement,  on  peut  toujours 
fe  les  repréfenter  ;  car  on  conçoit  que  a  con- 
tient b ,  un  certain  nombre  de  fois  foit  entier 
foit  fradionnaire  :  foit  m  ce  nombre  de  fois  ; 
alors  a  vaut  donc  m   fois  />  ,  ou  /7z  ^  ;  la 

quantité  |t  fera  donc  ^t-  qui  fe  réduit  à 

Tn}b  i  or  la  quantité  a^^"* ,  devient  en  pareil 
cas  m^b^b'^  ou  (  20  )  m\b^''^ ,  c'eft  -  à  -  dire  , 

m  b  ;  donc  j^  revient  au  même  que  a^b""" , 
donc  en  généxû  on  peut  faire  pajfer  une  quan-; 

L  iv 


i6'8  Cours 

tité ^  du  dénominateur  au  numérateur^  en  récri- 
vant dans  celui-ci  ,  comme  faâeuY  ,  maïs  avea 
un  expojant  de  (igné  contraire  à  celui  quelle 
avait  dans  le  dénominateur. 

Ainfi ,  au  lieu  de  -^  ^  on  peut  écrire  i  xa-^ 

ou  fîmplement  a"^  ;  au  lieu  de  ■—  on  peut  écrL- 

re  a--^  ;   au  lieu  de  -^-^  on  peut  écrire 

^m    J^n    ^.p    J^q^     ^^     ^ItM     At     ^^^-^     Ott    peUC 

écrire  (  a'  -H  ^'  )  x  (  û*  ,-»-  ^*  )"'  i  &  eu  égard 


a  tout  ce  qui  précède  ,  au  lieu  de  j 

on  peut  écrire  -çjr:;^. ,  &  enfin  (a'-4-^'  )f  x 

I  4  i  •  Et  réciproquement  fi  une  quantité 
efi  compofée  de  parties  qui  aient  des  expofants 
négatifs  ,  on  pourra  faire  pajjer  ces  parties  au 
dénominateur^  en  rendant  leurs  expofants pofi- 
tifs.  Ainfi  au  lieu  de  a^b"^ ,  on  pourra  écrire 

^  ;  au  lieu  de  a'""'  qui  eft  la  même  chofe  que 

a^y^a^^  on  pourra  écrire  ^  &  ainfi  de  fuite. 

De  la  formation  des  puiffances  des 
quantités  complexes  y  &  de  V extraction 
de  leurs  racines. 

I43»  Suivant   Tidée   que  nous    avons 


/ 

\ 
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donnée  des  puîflapces  ,  il  ne  s'agît ,  lorfqu'on 
veut  élever  une  quantité  complexe  à  une 
puifTance  propofée  ,  que  de  multiplier  cette 
quantité  par  elle-même  autant  de  fois  moins 
une  qu'il  y  a  d'unités  dans  Texpofant  de  cette 
puiffance  ;  mais  en  fe  bornant  à  ce  moyen  , 
on  tomberoit  fouvent  dans  des  calculs  très- 
longs  pour  parvenir  à  des  réfultàts  qu'on  peut 
avoir  à  bien  moins  de  frais  ,  en  réfléchiflant 
^n  peu  fur  Jes  propriétés  des  produits  de 
q[uelques-unes  de  ces  multiplications. 

Nous  allons  nous  occuper  des  puiflances 
des  quantités  binômes  ,  parce  que  celles-ci 
conduifent  à  la  formation  des  puiflances  des 
quantités  plus  compofées  ;  mais  pour  mieux 
feîre  fentir  Tétendue  de  ce  que  nous  avons 
a.    dire  ,  nous  reprendrons  les  chofes  d'un  peu 
plus  haut  ;  nous  examinerons  quelle  eft  la 
nsiture  des  produits  que  l'on  trouve  en  mul- 
tipliant fucceffivement  plufieurs  fadeurs  bi- 
nômes qui  auroient  tous  un  terme  commun  : 
cette  recherche  qui  nous  conduira  direde- 
naent  à  notre  objet ,  nous  fournira  en  même- 
temps  plufieurs  propofitions  qui  nous  feront 
très-utiles  par  la  fuite*  , 

I  44*  Soient  doncjc-f-a,  x-^b  ,  x^c , 
X'^d  y  &c  y  plufieurs  quantités  binômes 
qui  ont  toutes  le  terme  x  commun ,  &  qu'oa 
veut  multiplier  les  unes  par  les  autres. 
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En  multîplîant  x-^a 
par x-^  b 


i**i 


on  aura x'-hax-i^al? 

H^bx 
Multipliant  ce  produit  par  5c-4-  c ,  on  aura 
x^  -4-  ax""  -4-  abx  -f-  abc 
-H  bx^  -4-  acx 
H-  ex*  4-  ^cjc 
Multipliant  ce  2^  produit  par  jc-+-^ ,  pn  aura 
x*  -H  ax^  -+-  J^x*  -4-  o^cx  -+-  abcd 
•+-  ^x'  -♦-  acx*  -4-  a^^x 
H-  ex'  -4-  adx*  •+-  ûc^x 
^x'  H-  ^cx*  H-  ^C(/x 
^ix* 
cdx* 

Et  aînfi  de  fuite  ;  ce  qui  nous  fournît  les  ob- 
fervations  fuivantes  ,  en  prenant  pour  un  ter- 
me tout  ce  qui  eft  dans  une  même  colonne. 

1°.  Le  premier  terme  de  chaque  produit 
eft  toujours  le  premier  terme  x  de  chaque 
binôme  ,  élevé  à  une  puiflance  marquée  par 
le  nombre  de  ces  binômes  ;  en  forte  que  fi  le 
nombre  des  binômes  étoit  m  ,  le  premier 
terme  de  chaque  produit  feroit  x'". 

2^.   Les  puîfTances  de  x  vont  enfuite  en 
diminuant  continuellement  d'wne  unité  juf- 
qu'au  dernier  terme  qui  ne  renferme  plus  d  x. 
3^    Les  multiplicateurs  de  chaaue  puif- 
lance de  X ,  (  que  nous  nommerons  à  l'avenir , 
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multiplicateurs  du  terme  où  fe  trouvent  ces 
puiffances  )  font  ,  pour  le  fécond  terme , 
la  fomme  des  féconds  termes  a ,  ^  ,  c  ^  &c  , 
des  binômes  ;  pour  le  troifieme  terme  ,  Ja 
fomme  des  produits  de  ces  quantités  a  ,  è  ,  c^ 
&c  ,  multipliées  deux  à  deux  ;  pour  le  qua- 
trième ,  la  fomme  des  produits  de  ces  quan- 
tités a  ,b ^  c ^  &c ,  multipliées  trois  à  trois  ; 
&  ainfi  de  fuite  jufquau  dernier  qui  eft  le 
produit  de  toutes  ces  quantités.  Ces  confé- 
quences  font  évidentes  ^  quel  que  foit  le 
nombre  des  quantités  ^-+-û,  x-^  b  ^  &c , 
qu'on  a  multipliées. 

l45*  ^^  1'^"  fuppofè  maintenant,  que 
toutes  les  quantités  a  y  b  ^  c  ^  &c  ,  foîent 
égaler  ,  auquel  cas  tous  les  binômes  qu'on  à 
multipliés  feront  égaux  ;  les  produits  trouvés 
ci-defTus  y  feront  donc  les  puiffances  fuccef- 
fives  de  Tun  quelconque  de  ces  binômes , 
de  jc-4-^z,  par  exemple,  fi  Ton  fuppofe  que 
les  quantités  ^,  c ,  dy  &c,  font  chacune  égales 
à  a.  Si  Ton  met  donc  a  dans  ces  produits  , 
au  lieu  de  chacune  des  lettres  è,  c  ^  d^  &c, 
on  aura  les  réfultats  fuivants  pour  les  va- 
leurs des  puiffances  qui  font  marquées  à  côté. 
:c* H- 2ax-h û*  =  (  jc -+- û )* 
:x:' H- 3 ax* H-  3û*x-4-û'  ==(x-f-a)' 
x"^  -h  ^ax^  ^-  6a^x^  -4-  4^' jc  -f-  a^^=  (  jc  -f-  û  )* 

Où  Ton  voit  que  fi  m  eft  Texpolant  de  la 
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puiflance  à  laquelle  on  veut  élever  le  bi- 
nôme ,  les  puiflances  fucceflîvês  de  x  feront 

Mais  on  ne  voit  pas  aufîî  évidemment 
comment  les  coefficients  des  différents 
termes  de  chaque  puiflance  dérivent  les 
uns  des  autres  ,  ni  quelle  eft  leur  dépendan- 
ce de  Texpofant  m ,  dont  ils  dépendent  ce- 
pendant comme  on  va  le  voir. 

146.  Pour  trouver  la  loi  de  ces  coeffi- 
cients, il  faut  retourner  à  nos  premiers  pro- 
duits y  &  remarquer  que  puifque  le  multipli- 
cateur du  fécond  terme  eft  la  fomme  de 
toutes  les  quantités  a^  b^  c,  &c  ,  il  faudra , 
lorfque  toutes  ces  quantités  feront  égales 
à  a ,  qu'il  foit  compofé  de  a ,  pris  autant  de 
fois  qu^il  y^  a  de  ces  quantités  ;  do;ic  fi  leur 
nombre  eft  /tz  ,  ce  multiplicateur  fera  m  fois  a, 
o\x  ma  j  c'eft-à-dire  ,  que  fon  coefficient  m 
fera  égal  à  Texpolant  du  premier  terme  de 
cette  puiflance.  C'eft  ce  que  Ton  voit  auffi 
dans  les  trois  puiflances  particulières  que 
nous  avons  expofées  ci-deflus.  — 

Voyons  maintenant  quels  doivent  être  les 
multiplicateurs  des  ^autres  termes.  IL  eft  évi- 
dent que  tous  les  produits  ah  ^  ac  ^  ad  ^b  c  y 
b  d  y  &c  ,  deviennent  chacun  égal  à  a^ , 
dans  la  fuppofition  préfente  ;  pareillement 
tous  les  produits  abc ^  ab  d^  &c ,  devien- 


/■  ' 


^ 
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nent  chacun  égal  à  a'  &  aînfi  de  fuite. 
Donc  le  multiplicateur  du  troifieme  terme 
de  chacun  de  nos  premiers  produits  fe  réduit 
alors  à  a*  pris  autant  de  fois  que  les  lettres 
a  ^b  y  c  ^  &c  ,  peuvent  donner  de  produits 
deux  à  deux.  Pareillement  celui  du  quatrième 
fe  réduit  à  0}  pris  autant  de  fois  que  les 
lettres  a^byC^  &c ,  peuvent  donner  de  pro- 
duits trois  à  trois  &  ainfi  de  fuite;  donc  pour 
avoir  le  coefficient  numérique  ,  des  troi- 
fieme, quatrième ,  &c,  termes  de  lapuiflance 
m  du  binôme  x^a^  la  queftion  fe  réduit  à 
déterminer  combien  un  nombre  m  de  lettres 
a^b^  Cf  &c ,  peut  donner  de  produits  deux 
à  deux  ,  trois  à  trois ,  &c. 

I  4  7  •  ^^  j^  remarque  que  fi  Ton  a  un  nom- 
bre quelconque  m  de  lettres ,  &  qu'on  les 
combine  de  toutes  les  manières  imaginables 
deux  à  deux ,  trois  à  trois ,  quatre  à  quatre , 
&c ,  fans  répéter  une  même  lettre  dans  une 
même  combinaifon  ,  je  remarque  ,   dis- je  , 

i^.  Que  le  nombre  des  combinaifons  deux 
à  deux ,  fera  double  du  nombre  des  produits 
de  deux  lettres  réellement  différents.  En  effet 
deux  lettres  peuvent  être  combinées  Tune 
avec  Tautre  de  deux  manières  différentes; 
par  exemple  y  a  Sx,  b  donnent  ces  deux  com- 
binaifons ab  Sx.  b  ai  mais  ces  deux  combi- 
naifons ne  font  pas  deux  produits  différents. 
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2°.  Le  nombre  des  conibinaîfons  de  pl^ 
iieiirs  lettres  trois  à  trois ,  Tera  Textuple  <* 
nombre  des  produits  de  trois  lettres ,    ré 
iement  diftintts  :  en  effet ,  pour  avoir  les  co 
binaifons  de  trois  quantités  a,  b  ,  c ,  i\  £a.u\ 
après  en  avoir  combiné  deux  ,  a  &  /> ,  g 
exemple  ,  ce  qui  donne  ahèaba ,  conibîni 
la  troiileme  c  avec  chacune  des  deux  pfl 
mieres  combinaifons,  c"eft-à-dire,  lui  dol 
ner  toutes  les  difpofitions  poflibles  à  i'égd 
des  lettres  a  &.  h  qui  entrent  dans  ah  ai.  bm 
or  cela  donne  6  combinaifons  de  trois  If 
très ,  comme  il  eft  évident  par  les  difpd 
tiens  fuivantes  abc ,  acb ,  caby  bac ,  hca ,  cd 
mais  ces  fix  combinaifons  ne  font  chacun 
que  le  même  produit. 
(  Un  raifonnement  femblable  prouvera  que 

i  quatre    quantités    font    fufceptibles    de    2^ 

combinaifons  ,  dont  chacune  cependant  ne 
fait  que  le  même  produit  ;  donc  le  nombre 
des  produits   diftinds  qu'on    peut  avoir  en 
>  combinant  pluiieurs  lettres  quatre  à  quatre, 

eft   la    24^  partie  du  nombre  total  de  ces 
l  combinaifons.  Pareillement  le  nombre  des 

i'  produits  diftin£i:s  qu'on  peut  avoir  en  com- 

binant plufieurs  lettres  jàj,  6h  6 ,  vày, 
&c  ,  eft  la  120=,  la  7  20%  la  ^040%  ôcc ,  par- 
tie du  nombre  total  de  ces  combinaifons; 
c'ell-à-dire  >  eft  ,  en  général  ,  exprimé  par 

I J 
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une  fraâion  qui  a  pour  numérateur  le  nom- 
bre total  des  Gombinaifons ,  &  pour  dénô* 
minateîir  le  produit  de  tous  les  nombre» 
1,2,  5  ,  4  ,  &c ,  jufqu  à  celui  qui  marque  de 
combien  de  lettres  chaque  produit  eft  com- 
pofé. 

148.  Voyons  donc  quel  eft  le  nombre 
total  des  combinaifons  que  peut  donner  un 
nombre  m  de  lettres  a^b\c^  &c ,  prifes  deux 
à  deux,  trois  à  trois,  &c. 

Il  eft  évident  pour  les  combinaifons  deux 
à  deux ,  que  pùifqu'urie  même  lettre  ne  doit 
pas  être  combinée  avec  elle-même ,  elle  ne 
.  peut  retire  qu^âvec  les  ttz  —  i  autres ,  &  paf 
conféquent  elle  doît  donner  m  —  i  combi- 
naifons ;  donc  puifqu  il  y  a  tw  de  lettres  en 

tout,  elles  donneront  m  fois  m — lou  m.m — i 
combinaifons.  Donc  fuivant  ce  qui  vient  d*ê- 
tre  dit  (147) ,  le  nombre  des  produits  de  deux 

lettres  réellement  différents  ,  fera  m  .  — ^ 

A  regard  des  combinaifons  trois  à  trois  : 
pour  les  avoir ,  il  faut  que  chacune  des  com- 
binaifons deux  à  deux ,  foit  combinée  avec 
chacune  des  lettres  qu'elle  ne  renferme 
point  )  c'eft-à-dire  ,  avec  un  nombre  de  let- 
tres marqué  par  m  —  2  ;  donc  chacune  de 
ces  combinaifons  donnera  m  —  2  combinai- 
fons  de  trois  lettres  \  donc  puifqu*il  y  a  /t^  • 


:i'j6  C  o  u'  K  s 

VI .  m  —  I  combinaifons  de  deux  lettres  J 
dont  chacune  doit  donner  m  —  2  combinai- 
fons de  trois  lettres  ,   il   y   aura  ot    tout 

m  .m  —  i  .  m  —  2  combinaifons  de  trois 
lettres;^  donc  puifque  (  147)  le  nombre  des 
produits  réellement  diftinâs  ,  eft  la  fixieme 
partie  de  ce  nombre  total  de  combinaifons, 

U/*                            771  —  I      .771  1*  m T  —  l 

fera  m  . = — : ou  m 


6  z  ^ 

On  prouvera  de  même ,  que  le  nombre  def 

combinaifons  quatre  à  quatre^  fera/Tz.  m —  i. 

m  —  2  .m  —  3  .  car  il  faudra  combiner  cha- 
que combinaifon  de  trois  lettres  avec  toutes 
les  autres  lettres  que  cette  combinaifon  ne 
renferme  point ,  &  qui  étant  au  nombre  de 
m  —  3  donneront ,  pour  chaque  combinaifon 
de  3  lettres^  m  —  3  combinaifons  de  quatre 
lettres  j  donc  le  nombre  des  combinaifons 

trois  à  trois  étant  m  .  m  —  i  .vi  —  2  ,  ce- 
lui des  combinaifons  quatre   à  quatre  fera 

m.  m  —  I  .772  —  2.77Z  —  j;  &  puifque  le 
nombre  des  produits  quatre  à  quatre  réelle- 
ment  différents,  eft  la  24^  partie  de  ce  nom- 
bre de  combinaifons,  il  fera  donc  ttz * ^^^^. 

m— -1     zn  —  3  ^ 

Le  même  raifonnement  prouvera  que  le 

nombre 
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taombre  des  produits  diftinâs  qu'on  peut  for- 
:r  en  multipliant  un  nombre  m  de  lettres 
à  ;  ,  (îy  à  (S ,  &c ,  fera  exprimé  par  m ,  ^^^'. 


î-l.îli,  par 


-  j  &  ainfi  de  fuite. 

145.  Concluons  donc  de-ià ,  &  de  ce  qui 
Q  été  dic'(  1^6) ,  que  les  termes  fucceffifs  du 
binôme  x  ~i-  a  élevd  à  la  puifiance  m  ou  de 
(«  -H  fl  )""  font  : 


, .  a'*™"'  H-  &c. 

*  î 

C'eft-à-dire,  que  le  premier  terme  de  la 
fuite  ou  férié  qui  exprime  cette  pu^iVance, 
eft  le  premier  ternie  x  du  binôme  ,  élevé  à  la 
puiflance  m  i  qu'enfuite  les  expofants  de  x 
Vont  en  diminuant  d'une  unité  ,  &  ceux  de  a 
en  augmentant  d'une  unité ,  à  partir  du  fécond 
terme  où  il  commence  à  entrer.  A  l'égard 
des  coefficients  m,  m  .  ^^' ,  &c,  il  faut  re- 
marquer que  celui  du  fécond  eft  égal  à  l'ex- 
pofant  du  premier  :  que  celui  du   troifieme 

eft  m . efl:  le  coefficient  m  du  pré- 

îdent  multiplié  par  ^^^^  J  c'eft  à-dire,  par  la 
"moitié  de  Texpcfaiit  de  x  dans  ce  même 
Algèbre,  M 
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terme  pr;5c(fdenc.   Pareillement ,  le  _  coefSj 
cienc  du  quatrième  qui  eft  m.  ^^.^—^jn'J 
autre  chofe  que  le  coefficient  m ,  ^^  du 
me  ^récC^-zntf  multiplié  par^^^,  c'eft-à-d 
par  le  tiers  de  rcxpofsnt  de  x  dans  ce  méi 
terms  précédent;  &  ainfi  de  fuite.  Toutes  0 
conféquences ,  que  l'inTpedlion  feule  foun 
nous  conduilent  à  cette  règle  générale  : 
coefficient  de  l'un  quelconque  des  termes    fs' 
trouve  en  muliif  liane  le  coëjfic'ient  du  précédent^ 
par  l'exfofant  de  x  dans  ce  même  terme  précé- 
dent ,  &  divijant  par  le  nombre  des  termes  quîT" 
précèdent  celui  dont  il  s'agit. 

Formons  d'après  cette  règle  ,  la  feptiemc 
puiflance  de  AT  -h  û  ,  pour  fervir  d'exemple. 
Nous  aurons  (:c-+-t2}^  =  x^  -+-  vû-tc"  -i-  aia'jc*. 
H-  ^<;2^x*-\~  ïî'û'':c'  +  2\a^x'  H-  -:a^x-\-Q', 
En  écrivant  d'abord  x^  ;  puis  multipliant  ce- 
lui-ci par  7  ,  diminuant  l'expofant  d'une  unîi^ 
&'  multipliant  par  a  ,  ce  qui  donne  fax^.- 

JeniultipHe  celui-ci  par-^,  je  diminue  Tex- 
poTaiit  de  x  d'une  unité  ,  &  j'augmente  celui 
de  iz  d'une  unité ,  &  j'ai  aia'x^  pour  le  troï- 
fieme  terme. 

Je  multiplie  ce  troifieme  par  [ ,  je  dimi- 
nue l'expofant  de  x  d'une  unité ,  &  j'aug- 
mente celui  de  a  d'une  unité  >  ce  qui  me 


J 
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tdonne  s^a^x"^  pour  le  quatrième  terme  :  il  eft 
âîfé  d'achever. 

Si  au  lieu  de  ^r  -H  tx ,  on  avoit  x  —  a; 
alors  les  termes  auroient  alternativement  les 
fignes  -H  &  —  ,  à  commencer  du  premier  ; 
car  fi  dans  à^ ,  par  exemple ,  on  fubftitue 
—  a  au  lieu  de  -+-  a  ,  le  ligne  ne  changeïa 
point  {i26)i  mais  il  changeroit,  fi  Ton 
fubôituoit  —  a  dans  une  puiflancc  impaire 
.de  j. 
'  La  même  formule  que  nous  venons  de 
donner  peut  fervir  à  élèvera  une  puiflance 
propdféé,  non-feulement  un  binôme  fimple 
comme  a?  ^-  û  ,  mais  encore  un  binôme  corn- 
pofé  tel  que  x^  -4-  a*  ou  a?*  -f-  (z  ou  x^  -+-  a'  , 
àic  ;  &  même  à  élever  non-feulement  à  une 
pùiflfance  dont  Texpofant  feroit  un  nombre 
entier  pofitif ,  mais  encore  à  une  puiflance 
dont  Texpofant  feroit  pofitif  ou  négatif,  en- 
tier ou  fi-adionnaire.  Mais  ces  ufages  exigent, 
pour  plus  de  commodité ,  que  nous  lui  don-» 
nions  une  autre  forme. 

I  yo.  Reprenons  donc  la  formule  (jc+(?)"* 
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.  j'jtf'""'H-,&c. 


3 

Suivant  ce  que  nous  avons  dit  (  142) ,  on 


^m 


ptutp  au  lieu  de  ^x:"""' ,  écrire  — ^  au  lieu  de 

^Mij 


n8o  C  O  U  R  f 

«""' ,  écrire  ^  ;  au  lieu  de  jc""*»  ,  écrire  ^  J 

&  ainfi  de  fuite.  /Conformément  à  ce  prin- 
cipe ,  nous  pourrons  donc  changer  notre  for- 
mule,, en  cette  autre  .  {x  •+•  af^  =  a;'"  ■   '^^ 


m-i    a^  x"^  m-\    m-%  u^  x^  m^i 

—  •  •        r-'m  OCC» 

Si  Ton  fait  attention  maintenant  que  touf 
les  termes  on*  pour  fadeur  commun  x"^ ,  on 
pourra  donner  à  la  formule  cette  autr«  forme  : 

~"  TT  "**  *^^  ^  )  ^^'^^  laquelle  a:'*'  eft  cenfô 
multiplier  tout  ce  qui  eft  entre  deux  cro- 
chets. Ue-là  nous  concluons  la  règle  fuivante^ 
poui  fermer  d'une  manière  commode  la  fuite 
ou  férié  des  termes  qui  doivent  c©mpofer  la 
puifTance  m  <iu  binôme  x^  a. 

151.  Ecrivez  fur  une  première  ligne  ,• 
comme  il  fuit ,  les  quantités 

m-i       m-i      m-3      m-^4        ^ 
^i^3^4^5' 

x                      z      x^  ^        l     x^ 

m-i     m-i     m-^a*        ^ 
77^.  . . •    &C. 

Et  ayant  écrit  lunité  au-deffous  &  à  une 
place  plus  avant  fur  la  gauche ,  formez  la 


DE    Mathématiques.     i8i 

ïiiîtc  inférieure  ,  par  cette  loi 

•    Multipliez  cette  unité  par  le  premier  terme 

de  la  fuite  fupérieure  &  paf  —  &  vous  aurez 

le  fécond  terme  de  la  férié  inférieure. 
Multipliez  ce  fécond  terme ,  par  le  fécond 

terme  de  la  fuite  fupérieure  &  encore  par  ^^ 

&  vous  aurez  le  troifieme  terme  de  la  féric 
inférieure* 

Multipliez  ce  troifieme  terme ,  par  le  troi- 
fieme de  la  fuite  fupérieure  &  encore  par  —, 

&  vous  aurez  le  quatrième  terme  de  la  féric 
inférieure  ;  &  ainfi  de  fuite. 

Réunifiez  tous  ces  termes  de  la  férié  infé- 
rieure ,  &  multipliez  la  totalité  par  x^ ,  vous 
aurez  la  valeur  de  (  a:  -h  ^  )"*. 

I  5  2 .  Si  au  lieu  de  x-Hû,  on  avoir  x^-^a*, 
ou  x'  H-  û%  ou  ,  &c  ;  au  lieu  de  multiplier 

fucceflivement  par  -^^  on  multiplieroit  par 

—  dans  le  premier  cas,  par  ^,-  dans  le  fécond  , 

&  en  général  par  le  fécond  terme  du  binôme 
divifé  par  le  premier  :  &  on  multiplieroit  la 
totalité ,  dans  le  premier  cas  ,  par  x^  élevé  à 
la  puiflance  m  ;  &  dans  le  fécond  cas ,  par  x^ 
élevé  à  la  puiflauce  m ,  c'eft- à-dire ,  en  géné- 
ral ,  par  le  premier  terme  du  binôme  ^  élevé 
à  la  puiiTance  propofée. 

Mîij 
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Enfin  Cl  le  fécond  terme  ^u  binôme  ,  au 
lieu  d'avoir  le  figne  ■+- ,  avoit  le  figne  — ,  au- 
îicu  de  multiplier  fucceflivement  par  -^,  lorC- 
qu'on  a  X  -4-  a ,  ou  par  ^r  lorfqu'on  a  x*-i-a'  , 
on  multiplieroit  fucceflivement  par — :^,o" 
par  —  -1  j  &  3infi  de  fuite. 

Suppofons  ,  pour  donner  un  exemple , 
qu'on  demande  la  fixiemepuiArance  de  jf'-Hû'; 
je  procède  comme  ci-deflbus 


C'eft-à-dire ,  qu'ayant^crit  la  fuite  (S" ,  i  >  y, 
&c  j  qui  répond  à  m ,  ^^  ,  ^^— ^  ,  ^— ^  ,  &c  , 
Ôc  ayant  dcrit,  au-deflbus,  l'unité ,  pour  pre- 
mier terme  de  la  féconde  fuite;  je  multiplie 
ce  premier  terme  ,  par  le  premier  terme  6  de 
la  fuite  fupérieure,  &par-",  ce  qui  me  donne 
-p-  pour  le  fécond  terme.  Je  multiplie  —  par 
le  fécond  terme  ~  de  la  fuite  fupérieure  ,  fie  , 
par  ^,  &  j'ai — 7- poi"'troifiemeterme,  & 
ainfi  de  fuiie.  Enfin  je  multiplie  la  totalité 
des  termes  formés  fuivant  cette  loi ,  par  *' 
élevé  à  la  puiifance  6  j  c'eft-à-dire  (  125  )j 


J 


par  A:'',&jViJc'*-4-      *-- i • 
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éaix'*        15^*0?*»        lo^'^x'» 

5C)  X^  X^ 

--7T-  -4-  -^n—  +  -^,,  -  >  qui  fe  réduit  à 


153.  Si  au  lieu  d'un  bînome  on  avoît  un  trinôme  a  élever  à, 
une puiflTance  propofée ;  R  Von  avoît ,  par  exemple  y  a^h  -^c 
à  élever  à  h  troisième  puiiïance  ,  on  feroit  ^-f-t'  =  /7i,  &  Ton 
9UT0V.  a-hm  ï  élever  Jl  la  troifieme  puifTance ,  qui  félon  les  régies 
^u'on  vient  cfe  donner , feroit  ai  -+-  3a  m>-f-3^/7t'H-/n'. Remet- 
tant maintenant,  au  lieu  de  m  (a  valeur  h-t^c  y  on  auroît.'Zî-h3a* 
(^-4-o-f-  vi  (^  -H  ^)'  -f-  (^H-<:;3.  Or  le^  pnitrances  '^-f  f)  , 
(^  4-t')*,  (^-f-^)5  étant  tontes  des  puiiTances  de  binôme ,  fe 
trouveront  également  par  les  règles  précédentes  ;  il  ne  s'agira 
plus  que  de  les  multiplier  refpedivemem  par  3a* ,  3^  &  1.  En 
achevant  le  calcul ,  on  trouvera  a'  -H  3^*^  -f-  3*2'^  -f  ^ak^ 
^\- 6ahc -T- lac^ -^  bi -^  T^h^ c -k- ibc^ -^  ci • 

1 54  iMais  en  réfléchiflant  un  peu  fur  la  règle  de  rélévarioti 
des  binômes ,  on  verra  qu^on  peut  former  la  puifTance  d'un 
polynôme  quelconque  ,  d'une  manière  plus  commode  en  oblêr* 
Vant  la  règle  fuîvante 

Suppofôns  qu'on  veut  élever  le  trinôme  a  -f-  ^  -4-  c  à  la  troî- 
fîeme  puifTance*  Faites^ -Mt:=^,  &  alors  il  s'agit  d'élever 
41  -^  p  i  la  pUiflànce  %  ,  ce  qui  donnera  .••••«•• 
ai  H-  T^à'p  -f-  S^P^  H-/^* 

J'écris  (ôus  chaque  terme  de  cette  quantité  ,  l'expofànt  de/?; 
je  multi[)lie  chaque  terme  par  le  nombte  qui  lui  répond  ,  &  je 
change  un/?  en  i^ ,  ce  qui  donne  ..•••••••• 

lû^b  -f-  6ahp  -f-  3Ap*.. 


1.  « 


J'écris  (bus  cette  quantité  la  moitié  de  chaque  expofânt  de  /?  ^ 
&  je  multiplie  chaque  terme  par  le  iiomi:»re  correfpondant , 
changeant  encore  un  9  en  h\  j'ai     ••••••••• 

3d^*4-3^/?.  .     ^ 

J'écris  (bus  chaque  terme  de  celle-ci  le  tV-s  de  l'expcfànt 
de/;  ;  je  multiplie  comme  ci-devant ,  &  je  change  tn/?  en  h\ 
j'ai h\ 

Miv 
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Enfin  je  réunû  toutes  ces  quacr^lignet  en  chzngeant p  en  a  ^^ 
&  j'ai  al -f-  ^a'.:-t-iav'  +  '''-•-  'a°i -(- 6ii*i.'-|- ji..*-t-3iii^^ 
^  jÉV-f- A' ,  (fe  même  que  ci  de  (Tu  î.  ■' 

Ainfi  on  muliipliera  chaque  terme  de  la  première  ligne ,  par 
l'expolâni  de^  ;  chaque  terme  6e  la  féconde,  par  la  moitié  de 
l'cApolânt  de  /'  dans  cette  féconde  •,  chaque  terme  de  la  troi-  ^ 
lïeme ,  par  le  tiers  de  l'expofant  de  p  dans  cette  troisième,  & 
ainlï  de  fuite  ,  obfervant  à  chaque  Jigne  ,  à  commencer  de  1» 
lèconde,  de  changer  un  p  en  è ,  &  a  la  fin  on  changera  tous 
les  p  reflants ,  en  >:.  Cette  règle  s'applique  de  même  aux  qùa- 
ïrinomes,  guintinonnes ,  &c. 

De  r Extraclion  des  Racines  des  quan-  - 
tités  complexes. 

1  S  S  ■  Lorfqu'iine  fois  on  eft  en  état  de 
trouver  tous  les  termes  dont  une  puifiance 
propofôe  d'un  binôme  doit  être  compofée , 
il  eft  aifii  d'en  conclure  la  méthode  d'extraire 
une  racine  d'un  degré  propofé  ,  foit  que  la 
quantité  donc  il  s'agit  foit  littérale  ,  foit 
qu'elle  foit  numérique  :  ce  que  nous  allons 
dire  fur  la  racine  cinquième  fuffira  pour  faire 
comprendre  comment  on  doit  fe  conduire 
dans  les  autres  degrés. 

Selon  ]a  formule  des  puiflances  d'un  bi- 
nôme ,  k  cinquième  puilTance  de  a  -h  è  ,  eft 
fl'  -h  ^a'^b  -+-  jotz'i*  -+-  toa'è^  -H  ^ab*  -4-  hK 
De  ces  iîx  ternes  les  deux  premiers  fuffifent 
pour  établir  la  règle  que  nous  cherchons. 

Le  premier  eft  la  cinquième  puiflance  du 

Î)remîer  term^  du  binôme,  ôc  le  fécond  eft 
c  quintuple  de  la  quatrième  puiflance  de  ce 

Ë. 1 


DE    Mathématiques.    *i8îr 
même   premier  terme  ,   multipliée   par   le 
fécond  terme  ;  donc  pour  avoir  le  premier 
terme  de  la  racine  ,  il  faut ,  après  avoir  or- 
I  donné  tous  les  termes  de  la  puiiTance  donnée  t 
Extraire  la  racine  cinquième ,  du  premier  terme 
I  cîe  cette  puifTance  ;  &  pour  avoir  le  fécond 
terme  de  la  racine  ,  il  faut  divifer  le  fécond 
terme  de  la  quantité  propofée ,  par  le  quin- 
uple  de  la  quatrième  puilTance  de  la  racine 
u'on  vient  de  trouver  par  la  première  opé- 
■ation.  En  effet ,  il  eft  évident  que  la  racine 
înquiemc  de  a'  eft  d ,  qui  eft  le  premier 
:ermc  du  binôme  ,  dont  la  quantité  a  '-H  ^a*b 
j  &c ,  eft  la  cinquième  puiflance  i  &  il  eft 
■également  évident  que  ^^   donne  b  qui  eft 
le  fécond  terme  de  ce  binôme.  Mais  comme 
il   pourroit  fe  faire  que  la  quantité  propofée 
lie  fût  pas  une  puifTance  parfaite  du  cinquième 
degré  j  après  avoir  ainfi  trouvé   le  fécond 
terme  de  la   racine,  il  faudra  vérifier  cette 
racine  en  l'élevant  au  cinquième  degré  &  re- 
tranchant le  réfultat,  de  la  quantité  propofée  ; 
Voici  un  exemple. 

On  demande  la  racine  cinquième  de  .  .  ," 

5a.rt'-i-i4oa'*;-j,7iofli£*4-ioSo4*4î+8ic«J'-i-i4ji'|Racîna 

h±îA 

r<.efte-t-î4oa'i+7ioj'i''-l-ioaoa'È»-J-8lojft»-f-i4J*M   San* 

Je  tire  la  racine  cinquième  de  52  û',  elle 
I  eft  2a  que  j'écris  à  la  racine. 


j 
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J'élève  2a  à  la  cinquième  puIlTance ,  & 
j'écris  le  produit  5  2û' avec  un  figne  contraire  , 
fous  Jepremier  terme  32a'  de  la  quantité  pr9- 
pofée  ,  ce  qui  le  détruit. 

J'élève  la  racine  2a  à  la  quatrième  puîf- 
fance  ,  ce  qui  me  donne  ifû^que  je  quin- 
tuple, &  j'ai  8ca^  que  j'écris  fous  la  racine 
a.a  ;  je  m'en  fers  pour  divifer  le  premier 
terme  2^oa'*b  du  refle  :  la  divifion  faite ,  j'ai 
pour  quotient  ^B  que  j'écris  à  la  racine; 
en  forte  que  j'ai  2a  -t-  ji  pour  la  racine  cher- 
chée ;  mais  pour  m'en  aiïurer ,  j'élève  2a 
-+-  3^  à  la  cinquième  puiflance ,  je  retrouve 
les  maires  termes  que  dans  la  quantité  pro- 
pofée  ;  faifant  Jafouftradion  ,  il  ne  refle  rien; 
d'où  je  conclus  que  la  racine  eft  exa£lemenc 

S'il  devoit  y  avoir  encore  un  autre  terme 
à  la  racine ,  alors  il  y  auroit  un  refte  ,  après 
cette  première  opération  :  je  regarderois 
2a  H-  5A  comme  une  feule  quantité  ,  avec 
laquelle  j'npérerois  pour  trouver  le  troifieme 
terme  ,  comme  j'ai  opéré  avec  2a  pour  trou- 
ver le  fécond. 

T  y  6.  A  l'égaM  des  quantités  numériques, 
la  r?gle  efl:  abfolument  la  même  ;  la  feule 
chofe  qu'il  faille  éclaircir ,  efl: ,  à  quel  carac- 
tère on  reconnoîtra  ce  qui  répond  au  premier 
terme  a' ,  &  ce  qui  répond  au  terme  ja''/». 
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Pourfe  conduire  dans  cette  recherche,  il 

'y  a  qu'à  imaginer  que  dans  le  binôme  a  -f-  i, 
c  marque  les  dîxaines  &  b  les  unittîs  ;  alors  il 
çft  évident  que  a?  fera  des  centaines  de  mille  , 
parce  que  la  cinquième  puifiance  de  10  eft 
100000;  donc  le  premier  terme  a^  ,  ou  la 
quantité  dont  II  faudra  tirer  la  racine  $  %  popr 
avoir  le  premier  cliifFre  de  la  racine  ,  ne  peut 
faire  partie  des  cinq  derniers  cliiffres  fur  la 
droite ,  on  féparera  donc  les  cinq  derniers 
chiffres ,  &  fiippofé  qu'il  en  refte  cinq  feule- 
ment ou  moins  de  cinq  fur  Ia,gauche,  on  en 
cherchera  la  racine  cinquième  ,  qui  fera  facile 
ù  trouver,  ne  pouvant  avoir  qu'un  feul  chîfïre. 

Quand  on  aura  trouvé  le  premier  chiffre 
de  la  racine  &  qu'on  aura  retranché  fa  cin- 
quième puiffauce ,  de  la  quantité  qui  a  fervî 

trouver  cette  racine  ,  on  abaîffera  ,  à  coté 
du  refie ,  les  cinq  chiffres  féparés  :  ôc  pour 
avoir  la  partie  qu'il  faut  divifer  par  <^a* ,  c'eft- 
à-dite  ,  par  le  quintuple  de  la  quatrième  puîf 
fance  des  dixaines  trouvées ,  il  faudra  féparer 
quatre  chiffres  fur  la  droite  ,  &  ne  divifer  que 
la  partie  reftance  à  gauche  :  car  ^a^b,  qui  eft 
la  partie  qu'on  doit  divifer  par  ja*,  pour 
avoir  h  ,  ne  peut  faire  partie  des  quatre  der- 
niers chiffres  ,  puifqu'étant  le  produit  de  jn* 
par  b  ,  elle  doit  être  au  moins  des  dixaines  de 
mille  j  puifque  a*  eft  des  dixaines  de  mille. 
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Ces  ^claîrcîflements  pofds  ,  le  procédé  eit 
le  même  que  pour  l'extradion  littérale  j  voici 
Bn  exemple. 

Oa  demande  la  racine  cinquième  de  .  . 
^  3802.04032  {  ja 

6770.403» 

5802040Î2 


Jefépare  les  cinq  derniers  chiffres  04032  ', 
'& -e  cherche  la  racine  cinquième  de  3802  qui 
ayant  moins  de  cinq  chiffres ,  ne  peut  donner 
qu'un  chiffre  pour  cette  racine  ;  elle  efi  y  que 
j'écris  à  côté. 

J'élevé  j  à  la  cinquième  puifîance ,  &  j"é- 
cris  le  produit  fous  îSo-"'  pour  l'en  retrancher; 
il  r:fte  677  ,  à  côté  duquel  j'abaiffe  les  cinq 
chiffres  féparés  d'abord  i  du  total ,  je  fépare  4. 
chiffres  fur  la  droite,  &  je  divife  la  partie  ref 
tante  6770  ,  par  le  quintuple  de  la  quatrième 
puiffance  de  la  racine  trouvée  s-jc'eft-à-dire, 
par  f  fois  (?2  j  ,  ou  ^  1 2  j .  Je  trouve  pour  quo- 
tient 2  que  j'écris  à  côté  du  premier  chiffre 
trouvé  j.  Pour  vérifier  cette  racine  j2  ,  je 
l'élevé  à  la  cinquième  puiffance,  &  je  trouve 
le  nombre  même  propofé ,  d'où  je  conclus 
que  52  eff  exaâement  la  racine. 
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S'il  y  avoit  un  refte,  &  qu'on  voulût  ap- 

•ocher  plus  près  de  la  racine ,  on  mettroîc 

zéros,  &  on  continueroit  pour  avoir  le  troï" 

ieme  chiffre,  qui  feroit  une  décimale,  comme 

in  a  fait  pour  avoir  le  fécond. 

En  général ,  pour  tirer  une  racine  de  degré 
juelconque  m,  il  faut  féparer  en  allant  de 
croire  à  gauche  ,  en  tranches  de  m  chiffre» 
chacune ,  dont  la  plus  à  gauche  peut  en  avoir 
moins.  Tirer  la  racine  du  degré  m  de  cette 
lerniere  tranche  ,  cette  racine  n'aura  jamais 
ju'un  feul  chiffre  :  à  côté  du  refte  ,  defcendre 
ïa  tranche  fuivante  ,  en  féparer  m  —  i  chiffres 
fur  la  droite ,  &  divifer  la  partie  reftante  à 
gauche  ,  par  m  fois  la  racine  trouvée  ,  & 
élevée  à  la  puiffance  m- — ■  i  ;  &  ainfi  de  fuite. 
Cela  eft  fondé  fur  ce  que  les  deux  premiers 
termes  d'un  binôme  a-hb  élevé  à  la  puiffance 
quelconques,  font  a"'  -\~ma''''h  ,  &  fur  ce 
que  ii  a  marque  des  dixaines  ôc  b  des  unités  , 
c"  ne  peut  faire  partie  des  m  derniers  chif- 
fres ,  &  ma""'b  ne  peut  faire  partie  des  m —I 
«derniers. 

De  la  manière  d^ approcher  de  la  racine 
des  puijfances  imparfaites  des  quan- 
tités litiératcs, 

1  $J.   Lorfque  la   quantité   complexe 
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T  5  8-  Nous  verrons,  par  la  fuîte  ,  Tufagè 
de  ces  fortes  d'approximations.  Pour  le  pré- 
fent ,  nous  nous  contenterons  de  faire  voir 
par  un  exemple  en  nombres  ,  comnient  on   1 
peut  les  employer  pour  approcher  des  ra-  ' 
cines  des  quantités  numériques.   Suppofons 
qu'on  veut  avoir  la  racine  quarrée  de  i  o  i .  Je 
partagerai  i  o  i  en  deux  parties  dont  l'une  foit    i 
un  quatre,  le  plus  grand  qu'il  fera  poûiblej 
par  exemple  ,  je  le  partage  en  ces  deux  par-    , 
ties  loo  &  I  ;  je  prends  la  première  pour  a,    [ 
ii.  la  féconde  pour  è  ,  en  forte  que  je  fuppofe    i 

û  =  1 00 ,  &  i  =  I  ;  par  conftf quent  a^  =  '"^  ■  J 
e=  j/7^=  I  o  ;  &  —  =  7^  =  0,0 1  ;  donc  1 
la  fërie  qui  exprime  V7^ ,  c'eft-à-dire  ,  ici  ' 
V'Tôô,  deviendra,  en  mettant  pour  «^  &  — ,  , 
leurs  valeurs ,  ) 

t  8  lé  ii8  lîKo  ' 

Suppofons  qu'on  veut  avoir  cette  racine 
Jufqua  un  dix  -millième  près  feulement? 
alors  il  fuffit  de  prendre  les  trois  premiers 
termes  ;  car  le  quatrième  qui  eft  ^■^^'  revient  à 
-^^ —  ,  c'eft-à-dire  ^  à  o,oocooootî'2y  ;  & 
quoiqu'il  doive  être  multiplié  par  ■  o  qui  doit 
multiplier  tous  les  termes  de  la  férié ,  il  ne 
produira  que  OjOOooootSsy  qui  eft  bien  au"     | 

C J 
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^(Tous  d'un  dix-millîeme.  Les  termes  fui* 
ants  font  à  plus  forte  ralfbn  beaucoup  au« 
jeflbus,  puifqu'étant  continuellement  mul- 
tipliés par  0,0 1  qui  eft  une  fraction  y  ils  doi^ 
vent  diminuer  continuellement  ;  car  en  mul« 
dpliant  par  une  fradion ,  on  ne  prend  {Arith. 
120)  qu  une  partie  du  multiplicande. 

La  valeur  de   V~\  fe  réduit  donc  à 

10  ^  I  H--^^ g — jy  ceft-a-dire,  à 

10  (  I  -+■  o,ooj  —  o,ooooi2y  ) ,  ou  10  X 
1^004987^  ,  ou  1 0,0498" j  ;  c'eft-à-dire  , 
10,0  4^9y  enie  bornant  aux  dixrmilliemes. 

Cette  méthode  peut  s'appliquer  à  toutes 
Ibrtes  de  racines  &  à  toutes  fortes  de  quan« 
tités  ;  nous  en  donnerons  encore  un  exem- 
ple fur  l^tf»— jc».  Je  change  donc  cette  quan- 
tité en  {a^  —  x^  )T,  &  procédant  comme  ci- 
deifus  p   j'écris.     .    ^     .     .    * 
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Et  pofant  i  ,  pour  premier  terme  de  la 
féconde  fuite  ,  je  forme  cette  féconde  • 


$a^ 


1    5P'* 

»5  a'° 


6    x'^ 


41    X 


79S     «'5 


1x5  a 


«5 


1150  a 
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312$Oâ 
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En  multipUant  le  premier  terme  i ,  par  le 
premier  terme  j ,  de  la  fuite  fupérieure,  & 

par 7,  c'eft-à-dire ,  par  le  fécond  terme 
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du  binôme,  divifé  par  le  premK  'îs-^ 

donne  — y  ^  pour  fécond  terme  dt  m 

Pour  avoir  le  troifieme,  je  miiltiplie"^  | 

par  le  fécond  terme  —  y,  de  la  fuite  . 

rieurc,  &  par -,  ce  qui  me  donne — ^ 

En  calculant  de  même  les  fuivants  jm 
qu'au  fixieme  ,  &  multipliant  le  tout  par  fe. 
1"  terme  é  du  binôme ,  élevé  à  la  puiflance 
■j-,  c'eft-à-dire  (125) ,  par  a'-^tou  par  a  ;  j'ai   1 
pour  valeur  approchée  de  i^,i '_.-;■,  la  quan- 

I  5'  9.  Obfervons  à  l'égard  de  ces  fëries 
&  de  toutes  les  autres  qu'on  peut  former  de 
la  même  manière ,  qu'on  doit  toujours  pren- 
dre pour  premier  terme  de  la  quantité  pro- 
pofée,  le  plus  grand  terme;  par  exemple,  1 
dans  i/'a-^-h  nous  avons  pris  ci-deffus  a  pour 
premier  terme  ;  mais  fi  b  étoit  plus  grand 
que  a  ,  il  aura  fallu  prendre  b  pour  premier 
terme.  La  raifon  en  eft  que  lorfque  b  eft  plus 
grand  que  a, la  1  "férié  aT(n-^  —  i.„8jc.)eft  ' 
trompeufe;  car—  étant  alors  plus  grand  que 
l'unité,  les  termes  fuivants  qui  font  conti- 
nuellement multipliés  par—  vont  toujours 
en  augmentant ,   enforte  qu'on  n'a  aucune 
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jîfon  de  s'arrêter  après  un  certain  nombre 

fe  termes.  Mais  fi  dans  ce  même   cas  on 

Forme  la  férié  en  prenant  b  pour  premier 

terme  ,  on  aura  et  (  i  -+-7  j  —  i^ ,  &c.  ) 

ans  laquelle  les  termes  vont  en  décroiflant; 

Les  léries  dont  les  termes  vont  en  aug- 

lentant  de  valeur  à  mefure  qu'ils  s'éloignent 

b  l'origine ,  s'appellent  (é/ies  divergentes;  & 

Il  contraire  on  appelle  Jd'ries   convergentes 

elles  dont  les  termes  diminuent  de  valeur 

, mefure  qu'ils  s'éloignent  de  l'origine. 

160.  Nous  avons  vu  (  14.1  )  que  toute 
iattion  algébrique  pouvoit  être  mife  fous  la 
5rme  d'un  entier  ,  en  faifant  pafler  fon  dé- 
lominateur  au  numérateur  avec  un  expo- 
ànt  négatif.  Cette  oblervation  nous  fournit 
B  nioyen  de  réduire  en  férié  toute  fraction 
ont  le  dénominateur  feroit  complexe ,  ce 
lui  fera  utile  par  la  fuite.  Par  exemple ,  fi 
avois  —-^ — ;  au  lieu  de  cette  quantité ,  j'é- 
(Tirois  a'x((i'  —  ^^)~\  ^  alors  j'éleverois 
•• —  ;c*  à  la  puiffance  —  1  félon  la  règle  don- 
lée  (  1  î  1)  i  c'eft-à-dire ,  que  je  poferois  d'a- 
ord  la  férié — 1,~" ,     — — ,     -^— ^^  Ôcc.' 


Et  je  forqierois  la  fétie  fuivante  : 


,  &c. 
Ni; 


iftf  Cou 

en  muIcipUant  le  premier  terme  i  de  co 
fcconde,  par  le  premier  terme  —   i  dcl 
fe'rie  fupérieure  ôc  par  —  —,  t  ce  qui  i 
neroît  -H  —  i  multipliant  celui-ci  par  le  i 
cond  terme  —  i  de  la  férié  fupérieure ,  j 
par  —  —,  ;  &  ainfi  de  fuite.  Après  quoi  j 
multiplierois  la  totalité  ,  par  le  premier  t 
me  a'  élevé  à  la  puiflance  ~-  i ,  c'eft-à-  " 
(123)  para*^-  •  oft  a-^,  ce  qui  me  donneroS" 
c'-  (  I  -H^H-^-*-— -f-  —,  &c.  )  pour  va- 
leur   de   (a"  —  x'  )-  '  i   donc    pour   avoir 
û*  [a'  —  jc*  )  "  ',  il  ne  s'agit  plus  que  de  mul- 
tiplier par  (7*;  or  a"'  x  c'  donnant   û'"^ 
(20} ,  ou  a°f  qui  fe  réduit  à  1  ;  on  aura  donc 
a'  {a' — X*)"  z=  I  -i-fj  -+-^  -4-  ^ _)_ f-  j  &c. 
On  s'y  prendroit  de  même  pour  réduire 
en  férié  — .-''^,,    .  on  confidéreroit  cette  quan- 
tité comme  a'  (  û*  -4-  x*  )~  3.  Pareillement  au 


lieu  de  — 


on  écriroic  " 


I 


cnfuite  a*  (  a*  -h  x'  )~l ,  &  ainfi  des  autres. 

lÉi.  Nous  avons  (iippofé  que  la  même  (brmule  qui  lërïoit 
pour  former  les  puiflances  parfaites  d'un  binôme  ,  pouvoit  auilî 
lèrvîr  pour 'en  former  les  puiflances  imparfaites.  Comme  les 

frincipes  fîir  lefquels  cecie  formule  efl  fondée  ,  (ïippofent  que 
eKpofànt  eft  un  nombre  entier  polîtîf;  on  pourroit  douter  qu'on 
*i[  l'appliquer  légitimement  au  cas  où  cet  txpofSnt  efl  frac- 
liotuiaire  pofiiif  ou  négatif,  ou  entier  négatif.  Voicî  comment 
•B  peut  le  convaincre  que  la  même  formule  peut  lervir  danc 
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m 
—    /K 

iDUs  ces  cas.  Soit  e»  général  («4-^)  "  ^  —  étant  pofitîf.  On  aura 

n 

^,       ,N*ir     Z7      m  h    m  m      h^     m  m      tji       h^ 
(iîi)(a-i-5)-=a»(i4._.-+_.,  _+__., .-.i_ 

n  a,     n  ^      a       n    n       n       a*^ 
Zcc.  ~  ""1       "^1 

Faltbns ,  pour  abréger  ,  la  Comme  de  tous  les  termes  de 
cette  férié ,  excepté  le  premier,  égale  à/?  ;  c*efi-à-dire ,  faifbns 

m    h         m  m       y       m  tn       m        Bi         , 

»=:— , 1 . 1  -T  4-  -^. — I. *  —  ;  alors  nous 

/ja  n    n       a^   ^     n    n        n        ai 


m        m 


aurons  (a-|-3)'»  =  a*(i4-/');  élevons  chaque  membre  à 

m»,    m» 

lapuiflàncen,5:  (115)  nousaurons(a-4-S  )»=û*f  i  H-/^)" 

c'eô-à-dire  ,(tf'+.^)*=â"»(iH-/;)";or  nous  (avons  qoe 

( â-f-  ^  )*"  ,  a  pour  valeur. ...••: 

m.               ^             m-i  ^*           m-i  m-%  h^     ^    ^ 
<!"•(  I  -f-m hm,^ -I-/W, , ,  &c.) 

Si  donc  û*  (  1  4-/^  )"  revient  à  cette  quantité ,  ce  fera  une 

;    preuve  ,  la  dernière  é^^alité  ayant  Ueu  ,  que  toutes  celles  dont 

elle  eft  déduite ,  ont  Ueu  \  Sc'qu^pas  conféquent  la  valeur  de 

'm 

(  a  -^  ^  )  '^  doit  être  telle  que  la  donne  la  prenriiere  équation. 
Voyons  donc  fi  a»  (.  i  rfc/?  )»  revient  au  même  que  (  a  -h  ^  )% 

Or  (  I  -f-^.Jii=ii  4-  np-i-n.  — ^  p^-i-n,  — i— , p^  -H  &c« 

Subftituons  ,  dans  ce.  fécond,  membre  ,  au  Heu  àe  p  ù. 

râleur  ;  mdi»  pour  ne  pas  embrafTer  trop  de  calcul  à  la  fois  y 

ne  tenons  compte  dans  cette  fiibilitution  que  des  termes  qui 

ne  pafTe/ont  pas. le  cube ;'nous  aurons  donc.  .....••.. 

*m   h       m  m  h''       m  m  m  h^ 

/>  = h—. I  -:  ^--^^ 1. 'i  -r  -*-  &c, 

n  a        n   n      .    â^ ,      n-  n  n  a^ 


2 


mi  h^  ^  ' r*^ 


Niij 


~ 

-1 

F           <s8                  C  0  u  I  ! 

1                f„mi,lé,^m,+nj,  +  „.'Lllp'  + 

».l^ 

1 

1                   deviendra  1  4-ni hm^— -t,— H-m. 

^-:.^-:.v-| 

l  ",11 

^                         +?■- 

-  l'n 
*    '~3 

-•S  -^'''- 

Orm.--n-  -.l^.imellli 

liplie  tii ,  r=  '.ëtluit  i  m  Ql^  +  ï^ 
m  enfin  à  m  .  ^^H-'. 

otalité  de  ce  qui  mol- 

Pafelllenieni,fn t. n-  , , 

■y* 

m'  n~i  n-s      1 

^  ^  T' 

qui  eft  la  loialiié  de  ce  qui  muliipiie  — 

.reiéduitâ \ 

..._<"■'•■»■-"+-""'"-''■"- 

1 ^ 

.n-,.n-.^ 

«U<en  fïifant  les  opérations  indlt^uceî 

Mes 

) 

;d«aion.),i 

m  ■  f ■ } ,  qui  efl  la  même  chofe  que  m 

»__,_2_;, 

"donc  U  quantité  i-t-np-+-  n.2Zlp»A-t 

'^^. 

î:i,ifc,re- 

vient  il  H h  m -^m. .- 

1                          Et  (î  au  lieu   de  Ce  borner  aux  (crmes  qui  ti 

.cube ,  on  pourfuivoil  plus  loin  ,  on  ircuveroit  c 

termes  rulvants  de  cette  fcrie  ûnim  .  m-t     n 

m-<  m-tm-'i  'n-4*'^^.                 —  '^ 

epaJTent  pas  le 
e  même  que  le» 
-^     m-X  b* 

î    •    4     «*' 

i 
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Donc  û»  (  1  +  n  p  -h  n.  -^P  *  -^n.  — I—^_I— »  \  -4-  ficc.) 

*  *        3 

%    ».,       ^^  m-iB^  m-i  m-i  3î 

revient  a  ^'"Ci  H hm. hw.  —  • — t-,  ■+- &c« 

a  z   a'-  X       5    a3       ■ 

Donc  l'équation  (^  -h  ^  T=a''  (  i  -f-p  )"  cû  vraie  ;  dontf 

auflTi  réquatîon  (  a -4-  ^  )"  =  a"  C^i-#-/'  )  dont  celle-là  a  été 
Réduite  ,  ou  (  ce  qui  revient  au  même  )  ,  Téquation.  ••,••••• 

(a-H^/^^'fiH 1 .— "'' 1 , 1. 2.  —•  &c« 

^         '        ^        na       n  n       a^        n   n         n        a^ 


■p^ 


efl  vraie.  Donc  la  formule  qui  (èrt  à  élever  a  une  puiilànce 
dont  Texpofànt  eft  un  nombre  entier  poiitif ,  peut  (èrvir  auili 
à  élever  â  une  puiifance  dont  Texpolant  eft  un  nombre  frac- 
tionnaire politif. 

Pour  faire  voir  que  la  même  formule  peUt  être  employée , 
lorfque  Texpofânt  eft  négatif,  il  faut  remarquer  que  (i  rious 
représentons  par  T  la  totalité   des   termes   que  donneroit 


(  a  +  ^  )"  en  le  développant  fîiivant  la  mény  règle  ,  on  aura 
ia-^h  )«"=T ,  c'eft-à- dire ,  ("4. 3)"^=  T  (  14 1  )  ;  &  par 

conféqucïu  ï=Tx(a-f-^)'',il  faut  donc  prouver  qi^  fi  Ton 


multiplie  la  (ômme  T  des  termes  que  donnera  {^a  ^^  h)^ 
évalué  lèlon  la  règle  que  nous  ayons  donnée ,  fi  on  la  multl* 

plie ,  dis-je,  parla  valeur  de  (  a-^b  )*  ^  le  produit  (ê  réduira  à 


Tunité.  Or  (  tf  +  ^  )  "  donneroit  fiiivant  cette  règle  •  ••••••••; 

"-n,     m   b       m    m  b^        m  m  m  b^  ^ 

«  (Ï--X — I — •■-"*-^-i ,— +  I.-^-^  -Sec. 

a  »  5 

Et  (  ^  4-  3  )  -^  donnera 

-^,      .mi       mm        3»       mm        m        bi  ^ 
n  a        n    n       a^        n     n         n        aS 

Niv 


>iOO  Cours 

Multipliant  ces  deux  quantités  l'une  par  l'aticre  ,  &  ië  bor- 
u  cube  de  —  ,  on  aura 

4.        — 1_ ,  ,  _ ace. 


+  r.:i-,_^'^.:ii_,,j_. arc. 

'mm  ^    m  5' 

-f , 1  , i  —  Stci 

Or  nVonledonne  la  peine  d'en  faire  le  calcul,  on  verra  que 
la  fumme  de*  quantités  qui  mulilplient —  ,  de  celles  qui  multi- 
plient — ,  de  celles  qui  multiplient —  ,  le  réduit  3  zéro  ;  &  il 

a*  a' 

in  lëra  de  même  des  puiiTances  (ûivantes ,  fi  l'on  poutTe  le  caI-< 


lu  I  X  I ,  c'efl-i-dire ,  1.  Donc  la  formule  peut 
15  les  cat< 


1 


•  Des  Equations  a  deux  inconnues  ,  loti 
qu  elles  pajfent  le  premier  degré. 

162-  Une  équation  à  une  feule  incon- 
nue eft  dite  du  troideme  ,  du  quatrième  j  du 
cinquième ,  ôcc  ,  degré ,  lorfque  la  plus  haute 
puiflance  de  l'inconnue  eft  la  troifieme  ,  la 
quatrième  ,  la  cinquième ,  &c  ;  mais  outre 


I 
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cette  puifTance,  une  équation  peut  encore 
renfermer  toutes  les  puiflances  inférieures  ; 
ainfix'=8  ,x'H- j  3c*=4. ,  x'-4-tf  x^ — p  JC— 7, 
font  toutes  des  équations  du  j"'^  degré. 

Une  équation  à  deux  ou  à  un  plus  grand 
nombre  d'inconnues  eft  dite  pafler  le  premier 
degré,  non-feulement  lorfque  l'une  de  ces 
tj  inconnues  palTe  le  premier  degré  ;  mais  en- 
I  c:ore  ,  lorfque  quelques-unes  de  ces  mêmes 
/  inconnues  font  multipliées  entr' elles  ;  &  en 
r  général ,  le  degré  s'eilime  par  la  plus  forte 
iomme  que  puiffent  faire  les  expofants  dans 
un  même  terme  :  l'équation  x^A-y^^^à'b  eft 
c3u  troifieme  degré; l'équation ^^c'-t-arly-f-oy* 
;è*  eft  aufTi  du  troifieme  degré  ,  parce  que 
Lies  expofants  de  3c  6c  de^  dans  le  terme  x*y 
KFbnt  3  ;  dans  les  autres  termes ,  les  expofants 
ffont  moindres. 

165.  Pour   réfoudre  les  queftions    qui 
1  conduifent  à  des  équations  à  plufieurs  in- 
connues ,  &  au-delà  du  premier  degré  ,  U 
faut ,  comme  pour  celles  du  premier  degré  , 
réduire  ces  équations  à  une  feule   qui   ne 
renferme  plus  qu'une  inconnue. 
Si  l'<^n  a  deux  équations  &  deux  incon- 
i^nues  ,  &  que  ,  dans  l'une  de  ces  équations  , 
l'une  des  inconnues  ne  pafle  pas  le  premier 
I  degré  ,  pnne?^  la  valeur  de  cette  inconnue , 
I  comme  fi  tout  le  refis  était  connu  i  JubfiitUi\ 
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celte  valeur  dans  l'autre  équation  ,  &  vous  au-i 
rer  une  nouvelle  équation  qui  ne  renfermera  pluf 
qu  une  inconnue. 

Par  exemple ,  fi  l'on  me  propofoit  cetcç 
queftion  ,  trouver  deux  nombres  donc  la 
fomme  foit  12  ,  &  donc  le  produit  foie  îj". 
En  repréfentant  ces  deux  nombres  par  x  ài.j, 
j'aurois  a:  H-  y  =  12 ,  &  xy  =  35. 

De  la  première  je  tire  jc  =  1 2  — y  ;  fubftît 
tuant  dans  la  féconde  équation ,  cette  valeur 
de  X,  j'aurai  (  12  — y)y=  3  ç  ou  la^y — yy 
^=3  J  ,  équation  du  fécond  degré  qui  étant 
réfolue  fuivant  les  règles  données  (  $9  Ù 
juLv.  ),donnera_y^=(5  3h  1 ,  c'eft-à-direy=7 
ou^^  y  ;  ôc  puifque  a;  =  12  — y  ^  on  aura 
ac  =  j  ou  jc  =  7  ;  c'eft-à-dire  ,  que  les  deux 
nombres  cherchés  font  j  &  7  ou  7  &  f. 

Pareillemenc  ,  fi  j'avois  les  équations 
x~\-^y  =6  bkx^  -^y^  =  12.  De  la  première, 
jetirerois  jc=  (J — 3  yj  fubftituant  dans  U 
féconde,  j'aurois  (  6  —  jy  )  "  H- y'  =  i2;fai«' 
fapE  l'opération  indiquée,  j'ai  3^ — jfijy 
-f-j?j'' H- y' =  12  ;  ou  en  palîanc  tout  d'un 
même  coté^  &  réduîfant,  1  oy  '  — 3  6y-\-7.^-=Q\ 
équation  du  fécond  degré ,  qu'on  peut  ré- 
foudre  par  les  règles  données  (99  &  fmv.) 

Prenons  pour  troifieine  exemple ,  les  deux 

équations  xy-^y-^=  j  6c  jc'  -i-jc"_y=y=H-7,    , 

La  première  donne  ;t  =  ^^=^  '■>  fubftituaatJ 
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Jans  la  féconde  ,  on  a  (— ^-}  -)-  (■^-^YJ' 

Rafler  les  fradions ,  il  fuffic  ici  de  muhipHer 
le  fécond  terme  par^  ôc  le  fécond  membre 
par  y'  ,cequidonne(  ;— ;y'  )'  -h(  ï— )'')'^' 

»y'-l-7_y'.  Faifanc  les  opérations  indi- 
quées,ona,  I2J — 7j^'_(-i5'^*_y*_}-25jy* 
—  ioy*-+-y^  ^=y^  -^  7j^  ^  paflant  tout  dans 
;e  premier  membre  &  réduîfant ,  on  a  ,  après 
avoir  changé  les  lignes  ,j''  —  sy''~^iy^-^S'^J*' 
12 j  =o  ,  équation  qui  ne  renferme  plus 
Igue^ ,  mais  qui  eft  du  cinquième  degré. 

I  6  4-  A  roccafion  de  cet  exemple  nous  fe- 
rons remarquer  que  lorfque  quelques-uns  des 
dénominateurs  de  réquation  ont  quelques 
feâeurs  communs  entr'eux ,  on  peut  faire  dif- 
paroître  ces  dénominateurs  plus  fimplement 
que  par  la  règle  générale  ,  en  examinant  par 
quelle  quantité  il  faudroit  multiplier  ces  dé- 
îiominateurs  pour  qu'ils  devinllent  égaux. 
Cette  remarque  eft  analogue  à  celle  que  nous 

Lvons  faite  {  48  )  au  fujet  des  fraâions.  Par 
'exemple ,  fi  j'avois  l'équation ^  -H  — 7  =  e >  je 

la  changerois  en  ^-^,-. —  =  £ ,  en  multipliant 
les  deux  termes  de  la  i*fra£lion  par  c ,  &  les 
deux  termes  de  la  2' ,  par  b  ;  alors  chaflam  la 
dénominateur , j'aurots  c*x -^hdx-^ahce. 
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I  6  ^ .  Si  dans  l'une  des  équations ,  l'une  des 
deux  inconnues  ne  pajfe  pas  le  fécond  degré  ■ 
prene^  dans  celle-ci  la  valeur  du  qaarré  de  l'in- 
connue la  moins  élevée  ^  &  Jubjiitue-;^-  la  dans 
l'autre  y  à  la  place  du  quarré  de  cette  même  in- 
connue  ù  de fespuiffances;&  continue^de fubjli- 
zuer  Jufqu'à  ce  que  cette  inconnue  ne  Je  trouve 
plus  qu'au  premier  degré.  Alors  tire^:^  de  cette 
dernière  équation  ,  la  valeur  de  cette  même  in- 
connue ,  &  fubfiituei^la  dans  la  première. 

Par  exemple,  fi  j'avois  j:'  -\-^y'-=^6  x  & 
2x'  —  3  y  '  =  8  ,  je  prendrois  j  dans  la  pre- 
mière, la  valeur  de  jc'  quieft  x'=  6x — ^y^  ; 
la  fubftituant  dans  la  féconde  ,  j'aurois  { en 
faifant attention quea:'  eftjc'xA-j,2((5jc  — y')x 

—  3^*  =  8  ,  qui  fe  réduit  à  12  jc'  —  (Sxy* 

—  3^*:=  8;  comme  il  y  a  encore  x'  dans 
celle-ci ,  j'y  fubftitue  de  nouveau  ,  la  même 
valeur  de  a;'  que  ci-defîus ,  &  j'ai  72X — ^6y* 

• —  (Sxy' —  3^'  =8  ,  équation  dans  laquelle 
X  n'eft  plus  qu'au  premier  degré. 

J'en  tire  la  valeur  de  x ,  &  j'ai  jc  =  —  "^  ; 
je  fubflitue  cette  valeur  -dans  la  première 
équation  x'^-\~^y'^=6x  :  il  me  vient  f- —"*"-)' 

+  3_y.=  5  (Wlli)  ou  '-1^1:  +  \y  L 
-'-'  \7i — 6y  /  (71— 6y')*         '-^ 

^ïl±^  ou  (  .«4  )  Lî-î?:l±ill+3^-=, 

71  — 6>*  ^  ^    '      {-ji—Éf-f  ^-7 

(7*  — fy")  '  ' 
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DE  Mathématiques. 
le  détiominaceur  commun,  (  ^jsy'-t-S  }'-+-jy* 
(72  —  6j')'  =  {  2  34>''_-»-  48  }  (  72  —6y  ) , 
équation  dans  laquelle  il  n'y  a  plus  à  faire 
que  des  multiplications  &  des  réduttions 
ordinaires. 

56.  Lorlfiue  les  équations  lÔnt  de  degrés  pluî  élevés,  on 
peut ,  en  fuivant  une  méiliode  analogue  à  celle  que  nous  ve- 

i  d'expolèr ,  arrivée  aufii  à  l'équation  qui  ne  renfenne  plus 

ine  inconnue;  mais  il  eil  difficile  d'éviter  un  inconvénient 
qui  accompagne  alors  celle  méthode  :  cet  inconvénient  efl  de 
faire  monierréquation  i  un  degré  plus  élevé  qu'elle^e  doit  être. 
Nous  allons  expolèr  une  méthode  qui  n'efi  pas  fujette  à  cette 
difficulté. 

£7.  Toute  équation  à  deux  inconnues  peut  ftre  toujours 
mlfe  (ôus  cette  forme  ....  Ax"  +•  B^:""  ■  ■  -*-  Ca""-»  , , . .  -^ 

o  ;  m  marquant  Ip  degré  auquel  x  efi  élevé.  En  elfet ,  «n 
peut  toujours  faire  une  totalité  des  différents  termes  compaiè» 
de  y  &  des  quantités  connues  qui  multiplient  chaque  puiilsnce 
de  X ,  &  repréïènter  cette  totalité  par  une  lëule  letire;  par  exem- 
ple ,  dans  l'équaùon  ax*  -♦-  hxy  ■+-  cy'-  -+-dx  +  ey  -*-_/=  o ,  qui 
peut  généralement  repréfenter  toutes  les  équations  du  lêconi 
degré  à  deux  inconnues  ;  [  car  il  ne  peut  s'y  trouver  d'autres  puiC 
fâncesde  ces  inconnues],  onpeutratTemblerles  termes  en  cette 
manière  ax-  4-  (  d+  by)  x-i-  cy'-  -(-  ey  -(-_/"=  o  ,  &  pour 
abréger ,  l'écrire  ainfi  j  Ax^  ■+■  Bk  -+-  C  =  o  ,  fauf  à  remettre, 

lieu  de  A  ,  B ,  C ,  ce  que  ces  lettres  repréfement ,  après 

on  aura  fait ,  de  l'équation  Aa;'  -»-  B*  -j-  C  =  o  ,  i'ufege 

pour  lequel  on  lui  donne  cette  forme.  Cela  pofé  folent  donc 

Aw" -j-  B:c»-  '  -t-  C^"- *  -4-  D-r" -  i  -H T  :.  o 

&A'x'"4-B'j^-'-4-CV"»-»4-D'*'"-'H- T'^o 

les  deux  équations  proposées ,  dont  il  s'agit  de  chafTêr  oa 
éliminer  x.  Je  les  tùppolè  d'abord  du  même  degré  ;  nous  vetu 
enliiite  ce  qu'il  faut  faire  quand  elles  (ont  de  diffcreniW 

In  multipliera  la  première  par  A',  la  féconde  par  A  ,  ft 
retranchera  le  fécond  produit  du  ptemiev,  ce  qui  doimera 
une  équation  du  degré  iri—i. 

"n  multipliera  la  première  par  h'x  -I-  B' ,  la  lèconde  pac 
JVai-f-B,  &  l'on  retranchera  le  fécond  produit  du  premier, ce? 
^ui  donnera  une  féconde  équation  du  degré  m^i.  , 


\ 


On  muliipîiera  la  première  par  A'x'-i-  B'jr-t-C',  la  féconde' 

paf  Aj;-+ËJr-t-C  ,on  reiranchera  le  (ë:ond  produit  du  pre- 
mier, ce  qui  donnera  une  troifiemc  éijLiaiion  du  degré  m  —  i. 

Un  coii[îi)uera  de  même  jufqu'à  ce  i^ue  le  multiplie» leur  dit 
deveno  du  degré  ni —  ?. 

Cela  pofè ,  on  aur*  m  équations ,  chacune  du  dagré  m  —  i .  On 
confidércra  dans  chacune  ,  les  diffïrenies  puiffatices  x"'  '  , 
x"'  i  ^  ^"-  I  ^  sjj^  comme  fi  elles  fioîenc  autant  d'inconnues 
311  premier  degré,  Par  le  moyen  des  m  -  i  premières  éi^uidonJ 
ou  en  général  par  le  moyen  d'un  nombre  m-  i  deceséquationi, 
on  déterminera  (  8^  )  ks  valeurs  de  ces  inconnues  que  l'on 
Cibftimera  dans  la  dernière.  Cette  opération  donnera  une 
équitîon  Tans  x ,  dans  laquelle  mettant  pour  A,b,&C.A', 
B',C',S(c.  les  quantités  que  ces  lettres  repréftntent ,  &  qui 
peuvent  d'ailleurs  rerfermtr  (elles  puilfances  de  y  qu'on  vou- 
dra ,  on  aura  l'équatîon  en  y. 

Pat  exemple  ,  fi  j'avois  les  deux  équaiîons. 
A**  +  Bx-4-C  =  o. 
A'3i'-hE':c-(-C'=o. 

Qui  peuvent  repréfenter  tou:es  Ies  équations  à  deux  Ûicon- 
nues,  dans  lelquelles  l'une  (êulermnt^  des  deux  inconnues  ne 

Ctiïe  pas  le  iécond  degré  ;  en  muliipllant  la  première  par  A'  * 
[êconde  par  A  ,  retranchant  le  lëcond  produit  du  premier  & 
rédulfant ,  j'aurois  (  A'B  —  AB'  )  «  -(-  A'C  —  AC  =  o. 

Multipliant  la  première  équation  par  A'x  -(-  B' ,  la  féconde 
pr.rA.v  +  B,  retranchant  le  fécond  produit  du  premier,  &  r4- 
duilânt  j'aurois  {  A'C— AC  )  x  -h  B'C  —  PC'=  o. 

Prenant  donc ,  dans  la  première  ,  la  valeur  de  x  qui  cB  a:  =sa 
AC— A'C 
Â'B-AB' '  ^  '*  Culjfliiuant  dans  la  i' ,  j'aurai  (  A'C— AC'  )  X 

^^^z4^+B'C~BC'=o.Ou[àcaurequeAC'  —  A'C 

A'ii  — AB'  ^     -(A'C-AC')" 

di  h  même  chofe  que  -  (  A'C-AC  )  ] ,  j'aurai    )^,g_^p, 

^i.E^C-BC=3,ouenfin-{A'C  — AC)'-H-(A'B  — AR') 
(P.'C  — BC')  =  o. 

Si  l'on  avoilles  deux  équations t* 

As;'  -t-Bx^-hCx-hD  =o. 
A'x>  -^-B'x'-  -i^C'x-i-D'  =  o. 
Multipliant  la  premiers  par  A' ,  la  féconde  par  A  ,  reCnn- 


t 
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chant  Se  réduifânt,  on  auroît  (A'B  — AB'>'-f.(  A'&— AC) 
Ar-f-(A'D  — AD'  =  o. 

Multipliant  la  première  par  A'jc-f-B',  la  féconde  par  Ajc4-B, 
retranchant  &  réduifaut  ,  on  auroit(  A'C  — AC  )  x^^ 
(A'D  — AD'^B'C  — BC)jc-+-B'D  — BD'=o. 

Enfin  multipliant  la  première  par  A'jc^  -h  B':c-f-  C' ,  la  fé- 
conde par  Ax^  -+-  Bx  -h  C ,  retranchant  &  réduilànt ,  on  auroic 
(A'D  — Ap')«*-H(B'D  — BD')«-f-C'D  — CD'feo. 

Il  ne  s*agit  plus  maintenant,  en  confidérant  :!c^  &  :»  comme  des 
inconnues  au  premier  degré ,  que  de  déterminer  leurs  valeurs  à 
l'aide  de  deux  quelconques  de  ces  trois  équations  du  fécond  de^ 
gré  ,  &  de  fûbflituer  ces  valeurs  dans  la  troifieme. 

16S.  Si  les  deux  équations  propofées  n'étoîetit  pas  au  méma 
degré  pour  x  ;  alors  on  opérera  comme  il  fliit. 

Soient  m  &  n  Ict  deux,  expofânts ,  &  m  le  plus  grand.  On 


II»—» 


multipliera  Téquation  du  degré  n  par  x  ,  ce  qui  les  mettm 
toutes  deux  au  même  degré.  Alors  on  opérera  comme  dans  le 
cas  précédent ,  en  continuant  les  multiplications  jufqu'â  ce  que 
le  multiplicateur  fôit  devenu  du  degré  n-i  ,  ce  qui  donnera  n 
équations ,  chacune  du  degré  m  —  i,  * 

On  fiibfiituera  dans  chacune  &  dans  toutes  les  puifla]k:es 
Supérieures  à  55»,  la  valeur  de  x*  tirée  deTéquation  du  degré  n^ 
!^  on  coiuinuera  de  fiibftituer ,  jufqu*à  ce  que  la  plus  haute 

m—  n 

jpuiflânce  redante  fôit  x  ,  ce  qui  fera  toujours  podlble  ; 

alors  on  aura  n  équations  chacune  du  degré  n —  i.  En  em- 
^loyanx  n — r  de  ces  équations  ,  on  déterminera  les  valeurs  de 

^       ^x       ^x       ydrc.confîdérées  comme  autant  d^inconnues 
au  premier  degré  ,  &  on  les  fîibflituera  dans  la  dernière. 

Cette  méthode  eft  générale.  Elle  peut  être  fîmplifiéedans  beau- 
Coup  de  cas  que  nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  détailler.  Nous  nous 
contenterons  de  remarque!^  que  dans  les  multiplications  fîicceffi*^ 
-ves  par  A'  &  A ,  A'x  -f-  B'  &  A  »  H-  B  ,  &c.  on  peut  fé  difpen- 
ier  de  multiplier  le  premier ,  les  deux  premiers ,  &c.  termes  def 
deux  équations  propofées ,  &  en  général  autant  des  premiers  ter« 
mes  qu'il  entre  de  termes  dans  le  multiplicateur ,  parce  que  le 
produit  qu'ils  donneront  s'anéantira  par  la  fouftradion. 

\69»  Si  Ton  détermine  les  valeurs  des  difterentes  puîflkncês 
de  X  d'après  la  règle  que  nous  avons  donnée  pour  les  équa« 
tions  du  premier  degré  à  plufieurs  inconnues  ,  Téquation 
finale  en  y  ne  montera  jamais  â  un  degré  plus  haut  que  mn^ 
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en  fuppoGnt  que  le  plus  haut  expofiotde  x ,  aîniî  que  celui  de  y^ 
Igii  m  diiji  l'une  des  ifquaàiins  S:  n  dans  l'auite.  Mais  G  ie» 
«x;i»lânts  de  x  Si  dt  y  font  inégaux  dans  chaque  équation  ,' 
e^lôn^-ijiie  ceux  de  x  dans  U  première  Se  dans  la  fei:ondi;  ci'inc 
toujours  m  flt  rt ,  ceux  de  y  foieni  m-t-^&n-t-^,  l'é^ijation 
fcnile  en  j-  ne  pairera  jamais  le  degré  mn-hi>iq  -t-  np.  Vojei 
pjur  la  démon  rAiion  Iss  J/Zt».  ,£  r^c  ij.  du  Sd:n^*s  ann. 
néA.Vo-ftztii^^lei  Mifnt.di  CAcai.  dt  JHerlia  ann.  1743.* 
tAnal\f<  des  tignts  courbât  de  Ctamer. 

Des  Équations  à  plus  de  deux  inconnues ,  lorf- 
qu^e/lcs  pajjênt  U  premier  d'ogre. 

170.  Lorf^u'on  a  pluf  de  deux  équations  &  plus  de  deux 
inconnues ,  trois  jiar  exemple  ,  on  peai  s'y  prendre  de  la  même 
■naniete ,  en  éliminant  d'aûord  une  des  inconnues  par  le  moyen 
«le  ia  première  S  de  h  féconde  équation  ,  iraiiées  feton  la 
méthode  précédente  ;  &  en  éliininani  encore  la  même  in  con- 
nue par  le  moyen  de  la^  première  3c  de  la  iroifteme  011  de  Is 
féconde  Se  de  la  iroifiemè.  On  aura  par  ce  moyen  deux  équa- 
tions qui  ne  renl^rmeront  plus  que  deux  inconnues  que  l'on 
traitera  encore  foion  la  méthode  précédente. 

Mais  nous  ne  devons  pas  diCiniuler  que  celte  méthode  qui 
conduit  sftremeni ,  lorfqu'on  n'a  que  deux  équations  Se  deux 
inconnues ,  ioml>e  néanmoins  dans  l'inconvénient  de  conduire 
à  des  équations  plus  élevées  qu'il  ne  fiut ,  lorlque  le  nombre 
des  équations  propofées  ell  plus  grand  que  1. 

Le  moyen  d'éviter  cet  inconvénient  ,  eft  d'éliminer  en 
comljinant  les  équations  ,  non  pas  deux  à  deux,  mais  trois  i 
trois ,  lorfqu'il  y  en  a  trois  ;  quatre  A  quatre  ,  lorf^u'il  y  en  a 
quatre  ,  &c.  Mais  celle  manière  de  les  combiner  exige  encore 
un  choix  particulier  ,  dont  le  détail  nous  meneroit  trop  loin. 
On  le  trouvera  dans  ]esM/m.  de  l'Acad.  des  Sàenc. pour  tamée 
1 764.  Or  y  trouvera  aulTî  plufienrs  recherches  fur  le  degré  oik 
doit  monter  l'équation  finale  réfultante  de  l'élimination  da 
plulieurs  inconnues.  Au  refle ,  quoique  ces  méthodes  auxquelles 
nous  renvoyons.  abaitTent  confidérablement  le  degré  auquel 
c^iiduiroicnt  celiés  qu'on  a  eues  jufqu'ici  ,  Se  autant  qn'jl 
ril  polTible  en  n'éliminant  qu'une  inconnue  à  la  fois ,  il  y  a  lieu 
de  croire  cependant ,  qu'il  peut  être  encore  diminué  ;  mais  pro- 
Jjïb>iement  on  n'y  paivicndra  que  quand  on  aura  trouvé  un« 
mét'node 
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méthode  pour  éliminer  à  la  fois  toutes  les  In  connu  esliors  une^ 
ce  que  je  ne  {âche  pas  qu'on  puifîe  encore  pratiquer  générale- 
tnent  fur.  d'autres  équations  que  fur  celles  du  premier  degré  *. 

Des  Equations  a  deux  termes. 

171.  On  appelle  Equations  à  deux  ter^ 
files  3  celles  dans  Jefquelies  il  n'entre  qu'une 
feule  puiflance  de  Tinconnue ,  parce  qu'elles 
peuvent  toujours  être  réduites  à  deux  termes» 
Par  exemple  ,  l'équation  dx^  -i-  bx^  =  à^h* 
•—  a^b^  eft  une  équation  à  deux  termes ,  pai^ce 
qu'en  la  mettant  fous  cette  forme  {a-^b)  x^ 
=  à^b*  —  a^b^  y  oç  voit  que  a  ôc  b.  étant  des 
quantités  connues^  on  pourra  toujours  ré- 
duire d'-hb  à  une  feule  quantité ,  &  a'^b*  — a^^ 
pareillement  à  une  feule  quantité  ;  en  forte 
que  cette  équation  peut  être  repréfentée  par 
cette  autre  px^  =  q.  Ces  équations  font  très- 
faciles  à  réfoudre  ;  car  il  eft  évident  qu'après 
avoir  dégagé  la  puiffance  de  l'inconnue  ,  par 
les  mêmes  règles  que  dans  les  autres  équa- 


!•  0:^  =  ^ôctirantla  racine  cinquième,  jc=v^-i^ 


*  Cette  méthode  nous  Tavons 
trouvée  depuis*,  (i  on  confulte  l'Ou- 
trage que  nous  avons  publié  en 
'779  >  tous  le  titre  Théorie  géné- 
rale des  Equations  Algébriques, 
Paris ,  rM-4». ,  on  y  trouvera  tout      fiblc. 

Algèbre,  O 


ce  que  Ton  peut  dedrer  de  favoîr 
fur  le  degré  de  TEquation  finale  ré- 
fultante  de  tant  d'Equations  qu'on 
voudra  ,  &  fur  les  moyens  «le  Tob- 
tenir  la  plus  (impie  qu'il  fpit  pof- 
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I  7'2-  Lorfque  l'expofant  eft  Impair 
a  jamais  qu'une  feule  valeur  réelle.  Par  exera- 
pie ,  fi  l'on  avoit  cerce  équation  x'  =  1 024- 
on  auroit  x  =  ^'  ill4  =  4  ;  or  il  eft  évideni 
qu'il  n'y  a  qu'un  feul  nombre  réel  qui ,  élevé" 
à  la  cinquième  ^iflance  ,  puîffe  produire 
le  24. 

Si  ie  fécond  membre  de  l'équation  avoît 
le  figne  —  ,  la  valeur  de  x  auroit  le  figne  —  ; 
parce  que  —  combiné  par  multiplication, 
avec  — ,  un  nombre  impair  de  fois  ,  donne 
—  ;  mais  lorfqùe  l'expofant  eft  pair  l'inconnue 
a  deux  valeurs,  l'une  pofhive',  l'autre  néga- 
tive ,  &  qui  peuvent  être  ou  toutes  ;leux 
réelles ,  ou  toutes  deux  imaginaires.  Ce  der- 
nier cas  aura  Heu  fi  le  fécond  membre  a  le 
figne  — .  Si  Ton  avoit  l'équation  x*  —  '62^  j 

on  en  concluroit  x  ^^=  {^62  5  =  ;  ;  mais  puif- 
que  —  multiplié  par  —  ,  un  nombre  pair  de 
fois  ,  donne  la  même  chofe  que  -f-  multiplié 
par  -+-,  —  ç  peut  fatisfaire  aufïi  bien  que-4-  Ji 

ainfi  il  faut  écrire  x  =  +  V 62-^  ^=±ï' 
comme  dans  les  équations  du  fécond  degr^- 
Si',  au  contraire  ,  on  avoit  eu  :«+  =  —  1S2Ï  » 
on  auroit  conclu  jc  ^=  +  i^^IIITy  ;  mais  ce* 
deux  valeurs  font  imaginaires  ,  parce  qu'il 
n'y  a  aucun  nombre  pofirif  ou  négatif  qui 
multiplié  par  lui-même  un  nombre  pair  de 
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fois ,  puiiTe  produire  une  quantité  négative, 
i^ppliquons  ces  équations  à  une  queftion. 
Suppofons  qu*on  demande  de  trouver  deux 
moyennes  proportionnelles  entre  ^  &  62^.  En 
nommant  x  &  y  ces  inconnues  ,  on  aura 
-77  y  :  x:y:62^  ,  qui  donne  ces  deux  pro- 
portions' ^  :  X  :  :  X  :y 

&  X  '.•y  :  :y  :  62^ 

D'où  1  on  déduit  ces  deux  équations ,  en 
multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens,  $y 
=  jc%  CfC  62^  X  -=  y^*  La  première  donne 

j'  =  —  ;  fubftituant  dans  la  féconde ,  on  a 

(^25  x  =s  —  ;  divifant  par  x  &  multipliant 

par  Oij  ,  on  a  5c'  =  ij(J2j  ,  &  enfin  jc  = 

j^  ij52y  ==  25  ;  doncj^  =  —  =  —  =  125. 

JDes  Equations  qui  peuvent  fe  réfoudre 
à  la  manière  de  celles  du  fécond 

degré. 

1 7  3  •  C^s  équations  ne  doivent  renfermer 
que  deux  puiffances  différentes  de  :x:,  mais 
dont  Tune  ait  un  expofant  double  de  celui  de 
l'autre.  Par  exemple  ^  x""  -+-  5*0:*  =  8 ,  x^  H-  j^^c* 
=  8  ,  font  dans  ce  cas.  Ces  équations  fe  résol- 
vent comme  celle  du  fécond  degré  :  après  avoir 
Tendu  la  plus  haute  puilîancc  pofitive ,  fi  elle 
ne  left  pas  /&  après  avoir  dégagé  cette  même 

-        Oij 
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piiîflance  ,  des  quantités  qui  la  multiplient  OUI 
la  divifenc ,  on  prend  la  moitié  de  ce  qui  mul-i 
tiplie la puiflance inférieure  de  l'inconnue,  &C 
on  ajoute  à'  chaque  membre  le  quarré  de  cette 
moitié,  ce  qui  rend  le  premier  membre  un 
quafré  parfait.  Alors  on  tire  la  racine  quarrée 
de  chaque  membre ,  en  donnant  à  celle  du 
fécond ,  le  double  figiie,+.  L'équation  eft 
réduite  à  une  équation  à  deux  termes. 

Par  exemple  ,  fi  Ton  demandoit  de  trouver 
deux  nombres  dont  lafomnie  des  cubes  fût  3  j , 
6"  dont  le  produit  fut  6  :  on  auroit  ces  deux 
équations  x'  -h^*  =  ^^  ài.xy  =  6.  Cette 
dernière  donneroit^  =  —  ^  valeur  qui  fubfti- 
tude  dans  la  première ,  donne  ^'  -H  r-  ==  3  J  j 
chaffant  le  dénominateur  &  tranfpofant ,  on  a 
oc* —  5  j:x;'  =■ —  216.  Je  prends  donc  la  moi- 
tié de  35  qui  eft  -^  ;  j'en  ajoute  le  quarré  à 
chaque  membre ,  &  j'ai**  —  3j.-v'  -+-{^)'  = 
(■5jî-)*  — 2i5;  tirant  la  racine  qu2rrce,x'  — -— 
=^±ï^("p)^  —  2\6\  tranfpofant ,  a:'  =-^ 
^'^(V)* — 21 5,  Ôcenfin  tirant  la  racine  cu- 
bique iX  =  t  */■         77— T-^-—— 

t= -^^ ;  ôcJV )J_— ^2 1 (?  = -i^^^^^i^  =  41  ; 
donc ^m-Y  —  2 1<?  =  1^^  ===  -^  ;    donc 


*  =  ^^  zt  "T  ^"^  donne  ces  deux  valeuTM 
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6  * 

puifqu  on  a  trouvé^  s=  —  ,  on  aura  j^  =  2  ôc 

Lorfque  le  plus  haut  expofant  eft  4  ou  un 
multiple  de  4 ,  il  peut  y  avoir  jufqu'à  quatre 
racines  réelles.. 

.   De  là  Compofition  des  Equations. 

174.  Nous  venons  de  voir  que  les  Equations  à  deux  termes 
ne  donnoient ,  pour  T^iconnUe ,  *  qu'une  feule  valeur  réelle 
lorfqu'elles  (ont  de  degré  impair ,  &  deux  lorsqu'elles  Cont  de 
degré  pair  :  elles  en  donnent ,  outre  cela  ,  pluueurs  autres  qui 
font  Imaginaires  ,  mais  qui  ne  (ont  pas  moins  utiles ,  ainfi  que 
nous  leljferrons  lors  de  la  rcfôlution  des  équations  ,  &  ailleurs. 
En  général  une  équation  quelconque  donne  toujours  autant  de 
valeurs  pour  V inconnue  ,  qu'il  y  a  d^Hnités  dans  le  plus  haut 
expofant  de  cette  équation.  De  ces  valeurs  ,  qu'on  nomme  auflî 
racines  de  l'équation  ,  les  unes  peuvent  être  pofitives ,  les  autres 
négatives  ;  les  unes  réelles ,  les  autres  imaginaires. 

175»  Pour  rendre  toutes  ces  vérités  fènfibles ,  il  faut  obferver 
que  lorfque  dans  une  équation  on  a  fait  pafTer  tous  hes  termes 
dans  un  kul  membre  ,  &  que  l'on  a  ordonné  toutes  les  puiilânces 
de  X  ou  de  Tinconnue ,  on  peut  toujours  confîdérer  ce  membre 
comme  le  réfùltat  de  la  multiplication  de  plu/^eurs  £iâeurs 
binômes  (impies 'qui  aurolent  tous  pour  terme  commun  x. 

Par  exemple  ,  lorfque  l'équation  jc3  -h  7J1?  =  8  x*  -4-  ^  a  été 
ml(e  fous  la  forme  fûivante  ,  par  la.  tranfpofîtion  de  (es  termes 
5:3  —  85c*  H-7X-i— 9  =  0  ,t)n  conçoit  que  «5  —  8^*-4-7j: — p, 
peut  très-bien  réfulter  de  la  multiplication  de  trois  fàâeurs 
binômes  iimples  x  —  a^x  —  h^X"^  c. 

En  effet ,  H  l'on  multiplie  ces  trois  faâeurs  ,  on  aura  •  •  .  « 
5p3  —  ax^  -H  ahx  —  abc  =  o 

—  hx^  -f-  acx 

—  cx^  -i-  hx 

Oiij 
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Or  pour  que  ees  deux  équations  fbîent  les  mêmes,  îl  ne  s'agit 
que  de  trouver  pour  a^  h^c^  des  valeurs  telles  que  a-^-h-^c  =  2 y 

ah -+- ac  ^  h' =zj  j  Se  ahc  =  9» 

Pour  trouver  chacune  de  ces  quantités ,  a  ,  par  exemple  ,  îl 
tuit^  après  avoir  multiplié  la  première  équation  par  a^  ,  &  la 
féconde  par  a  ,  ce  qui  donnera  a^  -+-  a*^  -+-  a^c  =Sa^  ,  a^h 
-+-  a}c  -i-  abc  =^  ra^Sc  abc  =  p,  il  faut ,  dis-je  ,  retrancher  la 
féconde  de  la  première  9  &  y  ajouter  la  ^oifîeme  ;  ce  qui  donne 
tfJ  =  8a* — 7û-f-p,  ou,  en  tranlpofànt  ^3  —  Sa^-^ja — p  =  c. 

On  trouvera  de  la  même  manière  ,  que  l'équation  qui  don- 
neroit  ^,  eft  3*  —  SB*  H-  7^  — ^  ^  =0  ,  &  que  celle  qui  donne- 
foit  Cy  eu  c^  —  8t'*  -H  7^  —  ^  =0.  Ce  qui  nous  fournit  les 
proportions  fui  vantes. 

176.  1*  ,  PuKque  réquation  qui  doit  donner.^,  efl  la  même 
que  celle  qui  doit  donner  3 ,  &  la  même  que  celle  qui  doit  don- 
ner c  ;  &  que  d'ailleurs  il  eft  facile  de  voir  que  les  valeurs  de 
ay  h  ^<:  ne  peuvent  être  égales ,  il  faut  donc ,  que  Tune  quel^ 
conque  de  ces  trois  équations  ,  puiflè  donner  les  valeurs  de  a  , 
de  p  &  de  4*  :  donc  chacune  de  ces  équations  doit  avoir  trois 
racines  ,  dont  lune  fera  la  valeur  de  a  ;  la  féconde  ,  la  valeur 
de  ^  ;  &  la  troifîeme  ,  la  valeur  de  c. 

X*.  Chacune  de  ces  équations  eft  la  même  que  fli^uation 
même  proposée  x^  —-  8ç*  -f-7« — ^=o,àla  feule  diflFérence 
près  ,  que  ^i ,  ou  ^ ,  ou  c ,  eft  changé  en  x*  Donc  celle-ci  doit 
avoir  trois  racines  ,  &  ces  trois  racines  doivent  être  les  trois 
valeurs  de  a ,  b  ^  c. 

Donc  les  quantités  qu'il  faut  mettre  pour  a^B^c  dans  oc  —  ay 
X-  ByX  'C^  pour  produire  l'équation  xi  —  8^:*  -h  yx — ^  =  o , 
par  la  multiplication  de  ces  faéleurs  fimples ,  font  les  racines 
mêmes  de  cette  équation* 

177.  SI  les  coefficients  des  différentes  puiflànces  de  :!c  ,  au 
lieu  d*ctre  8 ,  7  ,  &c  ,  étoient  d'autres  nombres  ^  8c  d  l'équation  , 
au  lieu  d'être  du  troi/îeme  degré  ,  étoit  du  quatrième  ,  du  cin- 

.  quieme ,  &c  >  les  confequences  que  nous  venons  de  tirer  fèroient 
encore  de  même  nature.  Ainfî  ,  fî  l'on  avoit  en  général 
x^  — p:<i  -hqx^  —  r^-+-J=:o,;?,^,r,j  étant  des  nombres 
connus;  on  pourroit  de  même  confidérer  cette  équation  comme 
formée  du  produit  de  quatre  fadeurs  (impies  x  —  a  y  x  —  ^  , 
jc  —  c  yX  —  d.  En  effet  ces  quatre  fadeurs  étant  multipliés  , 
donneroient    •••• • • 
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X*  —  ax>  ■+-  ahx'-  —  aicx  -+-  abcd  =  o  ; 

—  bx^  +  acx^  —  abdx 

—  fa;i  -H  adx*  -^  acdx 

—  dx-  H-  icx'-  —  iL-dx 

■+-  cdx^ 

Or  pour  que  ceiie  quatiiiii  ïôît  la  même  que  x*  — px'^  -+-  ^,r' 

-  rK  -H  j  ^o,  iJ  faut  que  a,b  ,  c ^  d  Client  tels  que  l'on  ait 

H-  b-^c-i-d=p,<il'  -+-  au  ■+■  aj-hbc  -\- bd -i- cd  =  q ^ 

hc -\- abd -^  ûi:d -h  ècd  =  r,  abM  =  s. 

Si  l'on  uiulriplie  la  première  de  ces  équations  par  n'  ,  la 

ièconde  pariz'  ,  la  iroiiieme  par  a,  &  qu'on  reiranche  la  !ê- 

conde&U  quatrième,  delà  première  &  de  la  troilïeme  réunies, 

on  aura  a*:=^ii'  —  qir  -\-  ra  —  j  ,ouci'  — pu'  -^-qa'  —  ra 

-*-  j-  =^  o  ;  on  irouveroit  de  même  que  l'équaiion  en  fr,  ell 

i*  —  pb^  H-  yi-  —  /-é  +  j  ^  o  ;  que  l'équaiion  en  c  eft 

c+  —  pc^  -^qc-  —  rt  -H  j  =^  □  ;  &  que  l'équarîon  en  d  eft 

dy  —  ci'  -t-^.f* — rd-^s-^=-  o.  Aîniï  l'équation  qui  donnera  a, 

doit  donc  aulli  donner  b ,  c  Si  d;  elle  doit  donc  avoir  quatre 

racines  qui  feront  les  valeurs  des  quatre  quamïcéi  a,h  ^c  ^d.Y.T. 

comme  chacune  de  ces  équations  efl  la  même  que  l'équaiion 

«'  — px'-t-  qx^  —  rx  -t~  j^o,le5quainItés  a,  É  ,  c,  i^ qu'il 

faut  prendre  pour  produire  celte  dernière  par  la  muliiplîcatian 

de  quatre  fafteurs  [impies  x  —  a,  x  —  b,  x  —  i.',  w  —  d,  font 

donc  les  racines  mêmes  de  celte  équation. 

17B.  Donc  en  général,  1° ,  une  équation  de  dtgré  qiieîc»nqut 
jieuc  toujours  éire  conjidéréfcoinmi  formée  du  produit  d'autant 
defaHeurs  hinomts  fimples ,  gui  ont  tous  pour  terme  commun 
la  lettre  qui  reprefenie  tinvonnue  ,  qu'il  y  a  d'unités  dans  le 
plus  haut  expofani  de  l'inconnue.  1°,  Les  féconds  termes  de 
ces  binômes  .font  les  racines  de  cette  équation ,  chacune  e'tant 
prlfe  avec' un figne  contraire. 

1 7g.  Si  l'équation  ,  au  lieu  d'avoir  (es  termes  alternativement 
pofitîfs  &  négatifs  comme  nous  l'avoi»  fuppofé  ci-defUiS  ,  dans 
l'équation  a:' — px^  -h  qx^  —  r:r-(-J=:o,  avoit  |oute  autre 
fuccetTion  de  lignes ,  par  exemple ,  lî  elle  étoi[  x*  -\-pxi  — qx* 
—  ra:  -(-  J  ^=  o  ,  on  n'en  démonireroit  pas  moins  ,  &  de  la 
même  manière  ,  qu'elle  peut  toujours  être  reprélëni  ' 
(x  —  a)x{x  —  b)xl,x  —  c)-xCx  —  d);atb,c,d  étant'les 
racines  de  cette  dernière  équation. 

180.  Pui/qued,  b,c,d,  &c,  font  Us  racines  de  l'équation , 
il  fuit  des  équationsti  +  é-4-t'4-if=;',  ai  4-  ac-^-ad-i-bc 
Oiï 
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4_^,i_j„crf  =  f ,  aBc- -i- iibii -i-  acii-i-èc<l=zr,  ahcd  = 
t',  qiied.msréquation  ** — px'  -^  qx'- — rx-i-i  = 
^inéiAiiTii  toute  ét]aM\on^ki:o'éfficiem  —  pdufeeoi 
pris  avec  un  figiii  <;<intraire  ,  c'ejl-à-dire  ,-i-  p,  ejl  égal  à  là 
fomme  de  louus  Us  racines, 

x".  Que  Ucoï^cicnt  q  du  troi/ieme  terme  eftégid  à  la  fomme 
éei produits  de  t:es  racines  multipliées  deux  à  deux. 

î"  .  Qi^B  celai  du  quatrième ,  pris  avec  uiifigne  contraire  f 
tft  éi^al  à  la  fomme  des  racines  multipliées  trois  A  nais  ;  S 
ainiî  de  lïiiie  ,  S  qu'tn^'re  le  dernier  terme  ,  afl  le  produit  ée 
toutes  les  racines. 

Cela  eft  eénéral  quel*  que  foiene  les  différents  lignes  dw 
termes  de  l'eq^raiion ,  prenant  toujours  avec  un  figne  contraire) 
le  coefficient  de  clia.]ue  terme  de  numéro  pair, 

1 8 1  ■  D'où  il  fuit  que  ,  dans  une  e'quaiion  qui  n'a  pas  de  /î- 
eondierme,  ilyasâremem  des  racines  pofitiues  &  des  racines 
lUgaiivet  ,&  la  fomine  des  unes  eft  e'gale  à  la  fomme  des  autres. 

Ainfi  dans  l'équation*;'  +  la:' — ijji —  6o^=ro,  !a  (ômme 
des  trois  racines  efl  -^  i  ;  la  (Ômme  de  leurs  produits  ,  multi- 
pliées deux  à  deux,  eft —  13  lia  fôniine  de  leurs  produits,  trots 
à  iroh,  ou  le  produit  des  trois  racines  eft  -\-  60.  En  effet  1« 
irois  racines  (ont  +  5  ,  —  4  ,  —  3  ,  ainfi  qu'on  peut  le  voir  en 
mettant  chacun  de  ces  nombres ,  au  lieu  de  x  ,  dans  l' équation  J 
car  chacun  réduit  le  premier  membre  à  zéro.  Or  îi  efl  évident 
que  la  fômme  de  ces  trois  nombres,  c'eft-à-dire,-t-  j  — 4  —  j, 
eft —  i  ;quelalômme  de  leurs  produits  deux  à  deux  ,  ou  — 10 

—  iî-i-Pi,efl  —  iî;  &  que  le  produit  des  trois  ,  ellf  x 

—  4  X  —  î  ,  c'eft-à-dire ,  -+•  60. 

Pareillement  dans  l'équation  x^  -Ki9Jf+  jo^o,  comme  la 
fecond  (erme  manque  ,  ie  conclus  qu'il  y  a  des  racines  pofitîves 
&  des  racines  négatives ,  &  que  la  fômme  des  unes  eft  égale  à  la 
ftmme  des  autres;  en  e!Fet  Us  croîs  racines  Ion  t-l-i,-t-;,  &-?. 

En  conlîdérant  une  équation  ,  comme  formée  du  produit  de 
plulïeUrs  faiSeurs  bînome#fimples ,  on  (ê  rend  aifément  raitôn  , 
comment  il  peut  Ce  faire  qu'il  y  ait  plufieurs  nombres  différents 
qui  fatisfàlTent  à  une  équation.  Par  exemple,  (ï  l'on  propofoii 
cette  queftion  ;  Trouver  un  nombre  tel  que  fi  on  en  rstrancki  f  , 
&  qu'il  ce  même  nombre  on  ajoute  fuccejfivement  les  nombres  4 
&  i  ,  les  deux  fommesjnuliipli^ct_entr  elles  ,  (r  par  le  rejle  ^ 
Jùffeiti  \éra  :  on  aura,  en  nommant  a:  ce  nombfe,  x  —  f 
^ur  le  refle ,  &as-)-4,jf-t-j  pour  les  deux  (ômmes  ;  il 
^t donc  que  (»-*-4)  x  (jr-i-  jj  x  [:*—  î)=  o,  c'eft-à-dire. 
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que  M^  -h  zx^  —  13  jc  —  60  =  o  ;  or  on  voit  évidemment  que 
ce  produit  au  (on  égal  (^  H-  4)  x  (jc  -♦-  3)  x  (x  —  5)  peut  de- 
venir zéro  dans  trois  cas  différents  ;  lavoir  ,fîjc=  —  4,(1  xz=s 
—  3,  &fl:x:  =  5  :en  eftet ,  dans  le  premier  cas  ,  il  devient 
o  X  ( —  4  -f-  3)  X  ( —  4  — 5)  ou  o  ;  dans  le  fécond  ,  il  devient 
( —  5  -i-4)x(o)x( —  3  —  5)ouo;&  dans  le  troifieme  , 
(5  -f- 4)  X  (5  H-3)x  (o)  ou  G.  Or  quand  on  propofe  une  équa- 
tion telle  que  x^-t-  ix^  — 13^  —  60  =  o,  rien  ne  détermine  à 
prendre  —  4  plutôt  que  —  3  ,  ou  plutôt  que  -H  Ç  ,  puifque 
chacun  réduitânt  également  le  premier  membre  ,  à  zéro ,  fàtis- 
fait  également  à  l'équation. 

iSi,  Nous  placerons  encore  ici  une  autre  remarque  qui  peut 
avoir  (on utilité. Les  équations a-hh-hc-^d^rzp^  aB -^ ac 
-*-  ad -^  hc  '^  hd'i'  cd  -z^  q  ^  abc  •+■  ahd-{-acd  -t-  hcd=-  r , 
aBcd=zSy  nous  ont ,  toutes  ^  conduit  à  la  même  équation  ,  foit 
pour  avoir  a ,  (bit  pour  avoir  b ,  foit ,  &c*  La  rai(bn  en  efl  que 
a,  B yC  ,  d j  étant  toutes  di(po(ees  de  la  même  manière  dans 
chaque  équation  ,  il  n'y  a  pas  de  raifon  pour  que  l'une  (bit  déter- 
minée par  aucune'  opération  différente  de  celles  qui  détermi* 
neroient  l'autre  ;  donc  en  général ,  (î  dans  la  recherche  de  plu- 
/leurs  quantités  inconnues  ,  on  eft  obligé  d'employer  pour  cha- 
cune ,  les  mêmes  rai(c>nnemements  ,  les  mêmes  opérations  ,  8c 
les  mêmes  quantités  connues ,  toutes  ces  quantités  (èront  néce(^ 
iàirement  racines  d'une  même  équation;  &  par  conféquent  cette 
queilion  conduira  à  une  équation  compoféeî 

183.  Pui(qu'on  peut  confidérer  une  équation  comme  formée 
du  produit  de  plu(îeurs  fadeurs  fîmples  ,  on  peut  aufïi  la  confi- 
dérer Comme  formée  du  produit  de  plufieurs  fadeurs  composés  ; 
ainfî  une  équation  du  troifieme  degré  peut  être  confîdérée  comme 
formée  du  produit  d'un  fadeur  du  fécond  degré ,  tel  que  x^ 
-t-  ^jc  H-  3 ,  par  un  fadeur  du  premier ,  tel  que  jc  -H  c  :  en  eflfêt, 
*^  4-^»  -f-  ^  ,  peut  toujours  repréfenter  le  produit  des  deux 
autres  fadeurs  fîmples. 

De  même  ,  une  équation  du  cinquième  degré  peut  être  ^con- 
fîdérée comme  formée  ,  ou  du  produit  de  cinq  fadeurs  (impies^ 
ou  de  deux  fadeurs  du  fécond  degré  6c  d'un  fadeur  du  premier  ^ 
ou  d'un  fadeur  du  troifîeme  &  d'un  fadeur  tiu  fécond ,  ou  enfin 
d'un  fadeur  du  quatrième  &  d'un  faveur  du  premier. 

184.  Nous  avons  ru  qu'une  équation  du  fécond  degré  pou- 
voit  avoir  des  racines  imaginaires  :  puis  donc  qu\ine  équation 
de  degré  quelconque  peut  avoir  été  formée  par  le  concours 
d*un  ou  de  plufieurs  fadeurs  du  dçonà  degré ,  elle  peut  auf& 
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avoir  des  racines  imaginaires.  Maïs  ÎI  peut  y  en  avoir  de  formes 
bien  diffêrentes  de  celles  du  lêcand  degré. 

iSf.  Quand  on  conlîdeie  une  équation  comme  formée  du 
produit  de  plufîeurs  faSeurs  Amples ,  on  voit  qu'elle  ne  peut 
SToir  que  m  divilèurs  du  pcemier  degré  ,  m  marquant  le  degré, 

i86.  En  coniidérant  une  cquaùon  comme  formée  du  pro- 
duit de  faâeurs  du  (êcond  degré  ,  le  nombre  des  dÎTifeurs  du 

ftcond  degré  qu'elle  peut  avoir,  eft  exprimé  par  m  , ^ 

m  marquant  le  degré  de  cette  équation.  En  effet ,  chaque  fac- 
teur du  fécond  degré,  étant  le  produit  de  deuxfafteurs  Èmples, 
dont  chacun  peut  dîvifèr  l'équation  ,  doit  auffi  pouvoir  divifet 

l'équation.   Or  nous  avons  vu  (  148  )  qu'il  y  a  m  , 

nutiieres  difTérenies  de  multiplier ,  deux  à  deux  ,  un  nombre  m 

de  quantités ,  il  y  aura  donc  m  ,  différents  .divifeurt 

du  fécond  degré.  * 

Par  exemple  ,  ]'équatîon  X* — ax  -^ahx^ — ahex-\-abcd=a 
— b  X  •  -+-iïtx*  — abdx 
— £xi-t-adx'-—at:ilx  ^^m 

— dx'-i-hx' — ècdx  ^^M 

formée  du  produit  de  (x  —  n)  x  (:«  —  b)  x(,x — c)  X  (« — rf)» 
peut  être  conlïdérée  comme  formée  du  produit  de  deux  fac- 
teurs du  (ècond  degré  ,  en  cet  lîx  manières      ,...•■ 

«n  multipliant  {x — a)  x  (x — b)  par  (x — 0  x  (* — '^'>        

ix^a)  X  Ix-c)  .  .  {x-b  ;  x  {x~d) 
ix—a)  X  (*— rf)  .  .  {x—b)  X  (.x—c) 
lx-b)xix-.-).  .{x^a)xi^-d) 
{x-b)x  x-dt.  .{x-a)x{x-c) 

,    '^-''^  ^  t«-<')  -  ■  («--')  ^  c^-^)^ 

Aflifi  une  équation  du  quatrième  degré  peut  avoir  fix 
renis  divilèurs  du  (ècond ,  &  en  général  une  équation  du 

m,  peut  avoir  ,  différents  divi&urs  du  lëcond  dej 

Concluons  donc  de-là  ,  que  fi  l'on  demande  quelles  devrta 
être  les  valeurs  de  ^&  de  A  ,pour  que  xi-i-ex-hfr  fiicdivHf 
d'une  équation  propoièedu  degré  ra,  or  peut  être  aiTuri 
ne  peuvent  être  déterminés  chacunquepai  une  équation  du  3i 
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t»       —  ,  Car  x^  ~hgx-^-  A.efl  auffi  propre  à  repréfèmer  l'un 
^es  divifêurs  du  (ècond  degré  que  tout  autre  ;  donc  h  doit  être 

ftHreptible  de  m  , , valeurs;  Il  en  eft  de  même  de^qulefl  la 

fbmme  de  deux  des  racines  de  Téquation.  Chacune  de  ces  quanti- 
tés doit  donc  être  donnée  par  une  équation  du  degré  m. ^ 

i 

On  prouvera    de   même   qu*en   con/îdérant  une   équation» 
comme  formée  du  produit  de  faâeurs  du  troifîeme  degré  , 

chaque  fadeur  du  troifîeme  degré  cft  (nfceptible  de  m,  — — . 
m- z  ,  '  * 
valeurs  différentes;  enlôrte  que  fî  xi^-hgx^-hàx-hk 

représente  l'un  de  ces  faâeurs ,  ^  ne  pourra  être  déterminé  que 

par  une  équation  du  degré  m, , ,  On  voit  aflêz  les 

1      .3 
conséquences  analogues  qu'il  y  a  a  tirer  pour  les  fadeurs  du 

quatrième-,  cinquième ,  &c.  degré. 

187.  Concluons   de   tout  ce  qui  précède  que  lorsqu'on  a 

trouvé  une  racine   d'une  équation,  on  peut,  pour  avoir  les 

autres,  divifer  l'équation  par  5î  —  cette  racine,  c'eft- à-dire, 

par  X —  a  en  représentant  cette  racine  par  a\  la  divifîon  (ê  fera 

exadement,  &  donnera  pour  quotient  une  quantité  où  :cïêra 

moins  élevé  d'un  degré  ;  cette  quantité  étant  égalée  à  zéro 

fera  l'équation  qu'il  faut  résoudre  pour  avoir  les  autres  racines. 

On  voit  de  même  que  R  l'on  connoit  deux  racines ,  que  je 

représente  par  a  8c  à  y  il  n'y  a  qu'à  divISèr  l'équation  par  (x-a) 

'  X(ir-^^)  &ainSîdeSîiite. 

Des  Transformations  quonpeut faire fubir 

aux  Equations. 

i88.  On  peut  faire  Slibir  aux  équations  différentes  transforma- 
tions dont  II  efl  à  (fropos  que  nous  parlions  avant  de  paffer  à  la 
résolution  de  ces  mêmes  équations. 

1S9.S1  l'on  change  dans  une  équation  les  fignes  des  termes 

qui  renferment  des  puiff onces  impaires^  les  racines  pofitiv es  de 

f.   cette  équçtion  feront  changées  en  négatives  &  les  négatives  en 

!"  pofitives  :  En  eSéty  pour  changer  les  Signes  des  racine^  de  l'équa- 

tton ,  il  Sîifîît  de  mettre— r;c  au  U«u  de-h»  ;  or  cett«  Sùbflitution  ne 
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change  poîni  J«  figres  des  termes  qui  renferment  des  puiffàncfl| 
paires  de  x^  3c  cnange  au  contraire,  les  fignes  de  ceux  q 
renfermeni  des  puiiTances  impairei. 

ipo.  /"our changer  une  équation  dans  laquelle  ily  a  des  dêi 
minaiears ,  en  une  autre  dans  laquelle  il  n'y  en  ait  plus  , 
eela  Jans  donner  un  coëffident  au  premier  terme  ,  i]  faul  fil 
Aimer  au  lieu  de  l'inconnue,  ure  nouvelle  inconnue  dî 
pat  le  produit  de  tous  les  dénominateur.^;  Se  muliiplier  ei 
toute  l'équation  par  le  dénominateur  qu'aura  alors  le  piei 


Par  exemple,  fij'aia:i+  — 
■ y  &  fubiKtuani  dans    l'équai 


'3^ 


),  je  ferai  m 


— I ^=û  ;  multipliant  pat  min^pï  , 

1^        min'tp'c  m^n'p^d 


les  divifîons  indiquées  ,  y' -\-anpy'^-\-i7i^np' cy-i- min'p^d: 
191.  Si  m  ,    n   Si  p  étaient  égaux  ,  il  Ilffiro'     ' 

x^^^- ,  D'où  il  fuit  que  pour  changer  une  équation  dont  toUï 

les  coefficients  font  des  nombres  entiers ,  mais  dont  le  premier 
Eernie  a  un  coefficient ,  en  une  autre  dans  laquelle  celui-ci  n'en 

coefficients,  il  faut  faire x^—       m  marquant  ce  coefficient  dn 

premier  terme.  En  effet,  fi  j'ai  l'équation  mxi -{- ax'- -t^X   , 

-Hir=Q;  en  divilân  t  par  m,  j'aurai  *'  H x'M x-t--  =o, 

oii  tous  les  dénominateurs  lônt  égaux,      m  m         m  | 

191.  l'our  faire  difparoître  le  fécond  terme  d'une  équacian^ 
il  faut  iùbftituer,  au'  lieu  de  l'inconnue  ,  une  nouvelle  incon- 
nue augmentée  du  coefficient  du  iêcond  terme  de  l'équation  ^.  1 
pris   avec    Un   figne    contraire,   &  divifé  t^r  l'expolànt  du    I 


En  effet,    repréfe 


rai. 


cette  equatton  ,  par  l 

..     . _o.Sion  lûppofe  >:=y-)-*» 

on  aura  deux  équations  &  trois  inconnues  ;  on  fera  donp  maître 
de  déterminer  l'une  d'enir'elles ,  pat  telle  condition  que  l'on 
voudra. 


n  que  1  on 


A 
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Or  fî  Ton  (ûbilitue,  dans  chaque  terme,  au  lieu  de  la  puif^ 
lance  de  :c  qu'il  renferme ,  une  puliïànce  (emblable  de  j^+j  , 
on  aura  (  14^  )  une  (ùite  de  termes  telle  que  celte-cî • 


■4-ûy'""'*-h/n — I .  flj[y"'^  *  &c. 
-f-  ^y^-*&c. 

Si  donc  nous  regardons  y  comme  l'inconnue,  îl  eft  évident 
que  cette  équation  fera  fans  fécond  terme ,  fi  j  efl  telle  que  l'on 

ait  ms-{~a=iOy  c'eii-à-dire ,  fî  l'on  prend  j== qui efl  la 

771    y 

valeur  que  cette  équation  donne  pour,  s»  Or  nous  venons  de 

voir  que  nous  pouvions  prendre  pour  l'une  des  trois  inconnues, 

&.par  confequent,  pour  j-,  telle  valeur  que  nous  jugerions  à 

•    —  ^i 

propos;  puis  donc  que  eft  la  valeur  qu'il  faut  lui  d^ner 

m 

pour  que  l'équation  en  y  fbit  fans  fécond  terme ,  il  s'enfuit  que 

pour  changer  l'équation  propofee  x^  -+-  ax^"*^  -f- ,  &c,  en 

une  autre  qui  n'ait  point  de  fécond  terme,  il  faut  faire  ^=y-  — 

m  ^ 

ce  qui  démontre  la  règle  que  nous  venons  de  donner. 

Par  exemple  ,    pour  faire  difparoître   le  fécond  terme  de 
l'équation  x^-\-6x^ — 3^-f-4=o;  je  fais  5c==y— f ,  c'cft-à-dire  , 

jc==y— 1.  En  fubfUtuam  j'aurai.    .     •.    •     .  ^ 

y' — ^j'^H-uy— 8=0 
-f-éy* — i4y+-i4 

qui  fê  réduit  à  y^  —  i  jj^-|-  26  =  o ,  équation  qui  n'a  point 
le  fécond  terme  y^. 

De  la  Refblution  des  Equations  compojees. 

193.  Nous  fuppoférons  ,  dans  $out  ce  que  nous  allons  dire, 
qu'on  ait  fait  paifer  dans  un  feul  membre ,  tous  les  termes  de 
réquation.  - 

Nous  avons  déjà  dît  (54)  ce  qu'on  doit  entendre  par  ces 
mots  réfoudre  une  équation ,  mais  il  faut  ici  fixer  plus  parttcu-' 
lîérement  ce  que  Ton  entend  par  réfolution  générale  d'une 
équation* 
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Réfbudre  généralement  une  équation  d'un  degré  quel- 
conque, telleque»!"-H/?:w^^' -+-^5^"*-*-. .  .it  =  o,  c'eft 
trouver  pour  l'inconnue  autant  de  valeurs  qu'il  y  a  d'unités 
dans  le  plus  baux  expo(ànt  de  cette  inconnue ,  &  dont  chacune 
(oit  exprimée  par  les  lettres p  y  q^  &c. k  combinées  entt'elles 
de  quelque  manière  que  ce  ioit  ;  telle  cependant  que  chacune 
de  ces  valeurs  fùbflituées  au  lieu  de  :c  dans  l'équation  ,  réduifê 
le  premier  membre  à  zéro ,  indépendamment  de  toute  valeur 
particulière  dep^q^  &c. 

Par  ^emple,  la  règle  que  nous  avons  donnée  (loo)  pour 
les  équations  du  fécond  degré ,  ré(but  généralement  ces  équa- 
tions. En  effet  x^-^px-^-q  r=rr.  o,  peut  reprélenter  tonte  équa- 
tion du  fécond  dege ,  parce  que  par  p  8c  q  on  peut  entendre 
toutes  fortes -de  nombres,  pontifs  ou  négatifs;  or  cette  équa- 
tion réfolue  fùivant  cette  même  règle ,  donne  ces  deux  valeurs 

dexyx  =  —  7/?  ±  ^iP^ — ^'  Q"®  ^'°"  fùbflitue  maintenant 
l'une  de  ces  deux  valeurs ,  celle-ci ,  par  exemple.  •»•••• 

— £/'  H-l^i/'* — qy  au  lieu  de  x ,  dans  le  premier  membre  de 

l'équation  x^-^px  H-  ^  =  o,  on  aura  ( — iP-^-V^ ^p^^^qY "♦"/' 

i—ïP-^V^  TP^  ^  )  H-^  1  quî  revient  à  -J/?*  —py^J^Tir^ 

-4;^/?*  —  q-^TP^'i'py^ip'  —  q-hqyqMly  toute  rédudion 
faite,  fè  réduit  à  zéro.  Il  en  fèroit  de  même ,  fi  l'on  (ùbftituoic 

Cette  expreffîon  générale  des  différentes  valeurs  de  x  dans 
une  équation  ,  efl  d'autant  plus  difficile  ^  trouver ,  que  le  degré 
de  l'équation  efl  plus  élevé ,  &  il  efl  aifc  de  fèntir  que  cela  doit 
être ,  fi  l'on  fait  les  réflexions  fûivantes. 

Quelle  que  puiiïectre  la  forme  des  valeurs  de  l'inconnue  dans 
une  équation  de  degré  quelconque,  il  efl  certain  que  la  réfblu- 
tîon  générale  d'une  équation  d'un  degré  déterminé  doit  renfer-' 
mer  la  rélblution  des  équations  générales  de  tous  les  degrés  in- 
férieurs. 

En  effet,  la  réfôlutîon  générale  d'une  équation  du  cinquième 
degré,  par  exemple,  telle  que  x^  ^px^-^qx^^^rx^-r-s^x-ht^o^ 
doit  donner  pour  x  cinq  valeurs ,  dont  chacune  doit  néceflaire- 
ment  renfermer  toutes  les  lettres  p  ^  q^  r,  j,  r.  Or  lorfque  t  eff 
zéro,  cette  équation  fe  réduit  à  a?5-f-/7jc^-t-^jc^H-r:c*H-j:c=o  , 
qui  étant  le  produit  de  ces  deux  fadeurs  x^-j-px^-^qx^-h  rx-^s^ 
écx^  donne  i",  xtsszo;  xo,  x^'i-px^  -^qx^^rx-hs^so^ 
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Donc  des  cinq  valeurs  de  x  que  donnera  la  réfôludon  générale  y 
Tune  doit  alors  (è  réduire  a  zéro ,  8c  les  quatre  autres  doivent 
ctre  les  racines  de  l'équation  x^-hpx^  -H  ^x^  -f-  rjc -f- j=o.  Ot 
celle-ci  n'étant  que  du  4*  degré ,  fès  racines  ne  peuvent  avoir 
que  la  forme  de  celles  du  quatrième  degré  ;  donc  puifqu'elles 
font  en  même  temps  compriCës  dans  celle  du  cinquième  degré, 
il  faut  que  la  rélblution  de  celle-ci  comprenne  la  réfôlution  du 
quatrième*  On  prouvera  de  même  que  la  réfblution  du  quatrième 
doit  comprendre  celle  du  troifîeme ,  &  ainfî  de  fuite.  Donc  la 
réfôlution  d'une  équation  de  degré  quelconque,  doit  comprendre 
la  réfôlution  de  tous  les  degrés  inférieurs. 

Delà  on  peut  conclure  que  TexprefTion  de  l'une  quelconque 
des  racines ,  doit  renfermer  toutes  les  efpeces  de  radicaux  de-- 
puis  (on  degré  jufqu'au  premier  *»  Eti  effet ,  il  efl  facile  de  voir 
que  dans  quelque  degré  que  ce  (bit ,  il  doit  y  avoir  des  radicaux 
de  ce  degré ,  puifque  dans  le  cas  particulier  où  tous  les  termes  , 
excepté  le  premier  &  le  dernier  ,  manqueroient ,  Texpreflion 
des  valeurs  de  x  renfermeront  un  jpareil  radical  ;  car  l'équation 

étant  alors  «'"  -f-  ^  =  o ,  on  auroit  ^  =  /  —  ^  y  donc  puifque  la 
forme  générale  des  racines  doit  comprendre  la  forme  de  celles 
de  tous  les  degrés  inférieurs ,  elle  doit  renfermer  tous  les  radi- 
caux depuis  fon  degré ,  jufqu'au  premier. 

1^4.  Après  ces  réflexions  fur  la  forme  des  racines,  voyons  la 
méthode  qu'on  peut  employer  pour  les  trouver. 

Celles  que  nou  allons  expôfer,  confiée  à  confîdérer  l'équa- 
tion qu'il  s  agit  de  réfbudre,  comme  le  réfultat  (^  deux  équations 
à  deux  inconnues.  Nous  avons  vu  ci-deflTus  (  1 67  ) ,  comment 
on  parvenoit  â  réduire  ces  deux-ci  à  une  feule ,  qui  ne  renferme 
plu5  qu'une  inconnue.  Il  s'agit  donc  de  les  choifîr  telles  que 
réiimination  produifè  une  équation  que  l'on  puifTe  fùppofèr  la 
snéme  que  l'équation  propofée.  Nous  allons  voir  quelles  elles 
doivent  être  pour  cet  effet. 

Quoique  cette  méthode  n'exige  pas  qu'on  faflè  di^aroître 
le  fécond  terme  de  l'équation  propoiee ,  cependant  les  calculs 


*  Lorfquc  rexpofant  de  Téqua- 
cion  cil  un  nombre  compofé  du 
produic  de  Vieux  ou  plufîeurs  au- 
tres ,  il  peut  arriver  ,  félon  la  mé- 
thode qu*on  employera  pour  réfou- 
dre ,  que  Texpreffion  générale  des 
racines  ne  renferme  pas  explicice- 
luçnc  les  radicaux  de>^e  degré  ; 


mais  ils  n'y  font  pas  moins  impH. 
citement.  Par   exemple  ^  dans  le 

quatrième  degré  ,  au  lieu  des  {/ , 
on  trouve ,  par  cenaiaes  méthodes, 

des  c[uantités belles  queK  ^H-v^, 
m'ais  on  voit  que  celles-  ci  conj- 
prenncm  les  premières. 
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étant  plus  fîmples ,  lorfqu'il  n'y  a  pas  de  ftcond  terme  ,  t)^MJMS 
fùppoferons   qu'on  a  fait  évanouir,  celui-ci ,  par  la  méthoditf 
donnée  (i  pi;, 

Ainfî  nous  fiippoferons  que  5e'"-f-/?J!:'"^*-f-^a:'"-'  ^-h  rx^^-^ 
&c  -+-A  =  o,  eft  en  général  l'équation  qu^il  s'agit  de  ré- 
fbudre. 

On  prendra  les  deux  équations.  .  •  ^y*^  —  i=o* 

a,  ^,  Ci  &C|  étant  des  quantités  inconnues  que  l'on  déterminera 
comme  il  va  être  dit. 

Par  le  moyen  de  ces  deux  dernières  on  éliminera  y  ^  ce  qui 
conduira  à  une  équation  en  x  qui  (êra  du  degré  m ,  &  n'aura 
point  de  fécond  terme. 

Les  coefficients  *  des  différentes  puifTances  de  je  ,  feront  com?» 
pofés  de  a ,  ^ ,  c  y  &  leurs  puifTances. 

On  égalera  chaque  coefficient ,  au  coefficient  de  pareille 
puiffance  de  x  dans  l'équatfc  propofee  ce'"  ■+- px"^**^ -^  &cj 
ce  qui  donnera  autant  d'équations  pour  déterminer  <i ,  ^,  <^,  &c, 
qu'il  y  a  de  ces  quantités  Lorfque  a^  ^,  ^,  &c,  auront  été 
déterminés*,  on  aura  toutes  les  racines  ou  valeurs  de  ^  ,  en 
fubflituant  dans  l'équation  tfy""''-h^y'"-'-f.<:y"-ï+^/^-4-4- 
&c.  •  . -f-*=o  ,  ces  valeurude  a ,  h ^  ^,  &c,  &  mettant  fiic- 
ceffivement  pour  y,  chacune  des  racines  de  l'équation  j'" — i=o 
qui  font  faciles  à  déterminer ,  comme  nous  le  verrons  par  la 
fiiité.  n 

application  au  troijîeme  degré. 

ipç.  Soit  donc  jc5  -k-px  4-  y  =  o  ^  l'équation  qu'il  s'agît  de 
réfbudre.  . 

Je  prends  y  3  —  1  =ro  ,  &  ûy^-f-^y-f-5î=o.  Pour  chaffery^ 
je  multiplie  cette  dernière  par  y,  &  mettant  poury3  (à  valeur  i 
tirée  de  l'équition  y^ — i=o  ,  j'ai  hy^  -j-  ^ry  -+-  a  =.  o.  Je 
multiplie,  de  même,  celle-ci  par  y,  &  mettant  encore  pourri 
fà  valeur  i ,  j*ai  xy""  ^r-ay-^b  =  o. 

*  Le  mot  coefficient  cft  pris  ici  foit  littérales,  qui  multiplient  TuM 

dans  un  fens  plus  étendu  que  par  le  quelconque   des   puiilànccs    dé  4» 

paffé.  Il  fignihe  en  général  la  tota-  Ainfi  dans  px»»  2,  jp  cfl  le  coefficient 

tité  des  quantités  Toit  numériques ,  de  x  ">-»« 


Ainfi  ^ 
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JVînfî  ,  i'aî  les  trois  équations  ay^  ^  by  -^-^  x-=:=:q 

hy^  -^  X  y  ^ati^Q 

xy*  -*r  ay  -f-  ^  =  p 

Par  le  moyen  àes  deux  premières ,  je  prends  la  valeur  de  j^*,  & 

^elle  dey,  félon  la  méthode  des  équations  du  premier  degré  à 

j        .  .,  •    n        xx^àh  ^  aa  —  bx 

deux  mconnucs  ;  î  aiy^  =  •^tt — : — ccy^ss 

b  b -^  ax  bb — ax 

Je  fîibftitue  ces  valeurs  ftans  la  troifieme  équation. ...,,.,. 

-    ^^  ,  x^  ^ab x-^  a^ -aix 
^y^^ay^h^oV)Zi îfZIJ^ H3=o,ou, 

ckaflant  le  dénominateur  &  réduifent,  x^-i  abx~ha^  =  o. 

Comparant  cette  équation  avec  «'  -j-^jc  -f-  j  =  o  ,  il  faut  "* 
^ur  qu'elles  (oient  les  mêmes  ,  que —  ^(ibzzp^Sca^'i-b^=:zq  • 
.  ce  (ont  là  les  deux  équations  qui  donneront  aScbm 

La  première  donne  ^  =  -  —  /  (ùbflituant  dans  la  (èconde  , 

«n  a  a*  -  -^ —  =  f  ,  ou  en  multipliant  par  a^  ,  &  tranfpofànt , 

ija^  pi 
«*  —  j  tf'  ==  — ,  équation    qu'on  peut  (  173  )   réfôudre 

comme  une  équation  du  (êcond  degré  ,  &  qui  par  confequent 
deviendra  a^  —  g  a^  -i^iq'  =  i  î*  -+- -r? Z''  >  puîs  a^  —  -l  q 
^=±KI^*  -»>  T7^*  ;  tranrpofant ,  a»=4 g ±y  ^q^+T^P'  ,  & 
enfin  a  =  ^  *|/"^^î -4-  v'i^^^jl^^. 

Pour  avoir  3  ,  je  mets  dans  l'équation  a'  -I-  3^  =  j ,  la  va- 
leur de  a^  ,  que  nous  venons  de  trouver  ,  8c  j'ai  7  f  -K- 

y^W^-^Tp^'^^^  =  ? 5  ^'  par  conséquent  ^ ^^iq-V^^q^-hryp^ ; 


ce  qui  a  lieu,  x'.  Que  la  fomme 
-^lab  des  produits  de  ces  racines 
deux  à  deux  ,  dans  Tune  ,  /oie  la 
même  que  la  fomme /r  des  mêmes 
produits  dans  Taucre.  z^»  Que  le 

.  X      .    *  ,  .     produit  a^'+fcMes  trois  racines 

iiî  -f.  6»  î  Voici  la  rcponfe.  I  de l'unç ,  foît  le  même  que  le  pro- 

"    Il  eft  indilpenfable  d'égaler  ter-  j  duit  q  des  trois  racines  de  Tautre. 

**  Je  ne  donne  ici  qu'un  fcul  fi- 
gne  au  fécond  radictl ,  parce  que 


*  On  pourroît  peut-être  de-, 
mander  s*il  e(l  néceuaire ,  pour  que 
les  deux  équations  deviennent  les 
xnêmes ,  de  les  égaler  terme  â  tcr< 
me  ;  &  s'il  ne  fuffiroit  pas  d*écri- 
ïe  «'4-;»*  +  ^  =:«^  —  3  ahx  -f- 


jne  à  terme  ;  patce  que  pour  que 
les  deux  équations  foient  les  mê- 
mes il  faut  que  les  trois  racines 
foient  les  mêmes  dans  chacune  : 
or  cette  condition  exige  que  la 
£omme  dts  racines  foie  la  même  \ 


je  n*ai  bcfoîn  que  d'une  valeur 
de  A  ;  il  importe  peu  laquelle  :  cha- 
cune làtisfait  également  comme  nouf 
le  verrons  ci-aprcs. 


Algèbre^  P, 
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donc  i  3=  Kl  q Vjy'_t-j^^', 

O  r  1  equalion  ay  >■  +  3j/4-j::^o,  donne  w  ^  —  ay  i  — ^_j'; 
onadoncg=— j'^^^^^-t-V'îg'-i-^/ti.^ 

y^k^-  ^\r-^r-^P^  ,  qui  renferme  les  trois  racines. 

11  ne  s'agit  donc  plus  que  de  connoître  les  valeurs  de  y.  Or 
l'cquatiori  y  3  -  i  ^=:;  □  ,  donney  *  ^=  i ,  &  par  conlèquent ,  en  li- 
sant la  racine  cubique,  y  ^  i.  Pour  avoir  les  deux  autres  raci> 
reS)  jedivife  (  tfl?  )^'  -  I  pary-  i  ,  &)'aij'J  -i-y-j-  i,qui 
éiaot  égalé  i  léro ,  donne  l'équation  qui  renferme  les  deux 
autres  racines.  Cette  équaiion  y-  -i-y+  i  =  o  étant  réfolue 

■±2llï;les 


<loo)  donne  3/  = 
donc  y  =  i ,  y  = 


lis  valeurs  de  _y  (ont 

_  *      .^iiliflinianf  ' 


fiicceflîvement  ces  valeurs, dans 3c=-y*'    ij_j_V  j^: 


.^r; 


-j^) ,  &  faifànt  aiiention  que 


<-- 


iVfe 


C-^) 


réduiftm  ,  le  premier  à  - 


W-î 


&  le  fécond  à  — '-^^^ — ~  ,  on  a  ces  trois  valeurs  de  x,,^ 


t 


Si  l'on  fiippofc,  dans  l'équation  xi-^px-\-q-^a  ,  que  ^=0(3 
l'équaiion  fë  réduit  alors  à  a;'-j-/ia;  =0,  ou  (,x'^-\-p':-K 
donc  l'une  des  racines  efl  «t=o,  Silesdeas  autres  fe  trouve» 
en  rélôlvane  l'équation  ;c»  -\-p ^ o ,  qui  donne  x^^  v'^i .  . 
tiX  =  -~y/^p  ;  c'eft  aum  ce  que  donne  la  formule  généralflî-^J 
des  racinçsjcdT  la  première  devient  alors  x-=  —  ■>-'  ^ITJÏ 
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t 3  >  

îa  i*  devient  ^  = — y  ^^^ j  H —  y^  .  V^_Lpi 

=  — ;^ — ï/i/rT/''  +  ^ — i y  ^i^P' 

^=v^-^  v't7/^^=v^'"^  VjP=^-p*  On  verra  de  même 
que  la  troifîeme  eft  —  |/-/?. 

iip6.  Comme  Téquation  yz*^  -  ^  aî  =3 ^^3  ,  d*où  nous  avx)ns 
déduit  la  valeirtû,  a  fîx  racines ,  on  pourroît peut-être  deman- 
der (î  chacune  peut  êtte  également  employée  ;  &  û  dans  le  cas 
où  elles  feroîent  toutes  également  admiflibles ,  il  n'en  réful- 
teroit  pat  18  valeurs  difté rentes  pour  ^ ,  pui(que  chacune  en 
donneroit  trois.  ' 

Chacune  des  fix  valeurs  de  a  efl  également  bonne  ;  maïs 
l'une  quelconque  ,  donne  pour  x  les  mêmes  valeurs  que  toute 
autre.  En  voici  la  preuve  :  'Ë )/^\  "^t  \^  ,— 
Faifbns,pourfîmplifierle  calcul,  |/^    i^'^V  4^  "'Kr/ 


«  Y/^\q^V^  ^q^^^pi  =  n'y  alors  l'équation  a  '  =ï 

T  ^  db  v^iî*  •+-^P*  trouvée  ci-deffiis  ,  fe  changera  en  ces 
deux  autres  a^z^jn^  &  a^=n^  ,  la  première  donne  a— m  ,  &  en 
divi(ânt  û*  -/n'  »  P^r  a — m ,  on  aura  a*  h-ot  tf-+-m* ,  qui  étant 
«gale  à  zéro ,  donnera  les  deux  autres  valeurs  de  a ,  que  l'on 


trouvera  ctre  fl=: == >  ou  a 


«m£  les  trois  valeurs  de ûiônt  m,  w . i  $c 

X        «On  trouvera  de  même  que  l'équation  a^  =c  n' 
TOfine  ces  trois  autres  a=zn^a^=zn  » ■  .      ^ 


-I  -  V^ 


^  Or  pui(qu'on  à  û'-f-iî=y ,  on  auram'-f-^'  zsq 

t.*n5-Hfc'  =9,  &  en  met^nt  pour  m»  &  nJ  leurs  valeurs  , 
[  *  =  ls-1^T^^-T?^&  *«  =  i^  +  y^a-^^p^  ,  c*eft.i- 
I  «re,  pi=:n^  &  bl^m^  ;  donc  les  valeurs  de  i  font  telles  que 
-A=:mn  ,  eh  Cotte  que. les  valeurs  de  a  &  ^ ,  qui  doivent  aller 
[  Totte  avec  l'autre ,  (ôm  telles  qu'il  fiiit  ; 


'      ^  -c 


42?  C  O  U   R  ï 

^  =  "  (— ^ )^l^''{—i ) 

jSubftituez  maintenant  Tune  quelconque  de  ces  fîx  combînaf- 
fcns  dans  a:  =  -  ûy  *'  — ^J'  >  en  mettant  fucceffivement  pour  j^(èf 
trois  valeurs ,  &  vous  aurez  toujours  ces  trois  racines  *  =  -  m  -« 

5C= -.wH ^«"t  ^  = ^.  mH — i  ./i 

xp7.  En  confîdératit  les  trois  valeurs  4c  x  que  nous  avons  trou- 
vées ci-déflus ,  on  voit  que  tant  que/?  fera  pofîtif  ,1a  quantité 
Lq^^^p'^  fera  toujours  pofîtive,  parce  que  \  q^  qui  eft  le 
quarré  de  {  q  fera  toujours  pofitif ,  quand  même  q  feroit  né- 
gatif. Cette  même  quantité  fera  encore  pofitive  ,  tant  que  \q^ 
fera  plus  grand  que  v?/?'  ,/>  étant  négatif.  Dans  ces  deux  cas  ^ 
les  deux  dernières  valeurs  de  x  fent  imaginaires.  Car  les  deuK 
radicaux  cubes  étant  alors  des  quantités  réelles  &  inégales , 
leur  produit  par  les  quantités  |/-  3  &  —  V^T^  de  fignes  con- 
traires ,  ne  fe  détruiront  pns  mutuellement  ;  ainfi  il  reftcra  de 
rimagmaire  dans  chacune  de  ces  deux  valeurs  de  x.  Il  n'y» 


V  k^^'^^'^P^  ^V^^^  imaginaire:  néanmoins  les  trois  valeuïi 
do  X  fent  alors  réelles* 

Pour  s'en  convaincre  ,  il  faut  d'abord  obferver  qv^ 
V^  ^q"-'  i,p^  qu'on  a  alors  au  lieu  dep^  ^q^  ^JL.p$  ^  eft  11 
tnctne chofe  ({uey^  [-^pi -^q^  ) ^i ,  ou  que Kjl^j.Ij» 
X  >/—  I  ;  ainfi  y  ?out  abréger  ,   je  fuppofe  \  qx=zm  9L 

^YHÏ^^"  quantité  ^JTIjI^ÎTF^  d^ 
dra  1^^  m  -4-71  ^  -  I ,  &  la  quantité  y  x       yrjT^ x  „,  Il 

viendra  K  m-nv^-^i  ;  or  ces  quantités  étant  la  même  chofe 
<  133)  que  m4-7i|/~T  &  m-n  V'zfTT  ,  fi  on  les  réduit  e*^; 
fcrie ,  par  la  ra;thodç  donnée  (  i  y  i  )  j  on  îiura  pour  la  premief •  ' 
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fn»(iH ^^-I^ L-r ;/-! --I-— •y-i&c.) 

3   m  5>m*    8ini*  243/71+      3645/71' 

de  pour  la  (êconde , ^•.. .  •  ^  •  • .  .• 

3   m  P /n*       81 /n*  143/71+      ^6j^^  m^ 

or  les  trois  valeurs  dt  x ,  fè  changent  alors  en  •  •  «  0 1 0 1  •  •  •  •  « 

^ "^^ j/^m-i-nV— iH 5[ K  m—n/::::! 

_i— V'^l    J^ \ —   ,   i-4-\^=3    3  — 

* ^ >?^m-f-7i  /— I  "T         ^ Km — n  •— i 

SubfHtuant ,  au  lieu  des  deux  radicaux  cubes  ,  les  ferles  qui 
en  (ont  les  valeurs  ,  on  aura  ,  après  avoir  fait  les  multiplica- 

rions  par & y  qui  fe  rencontrent  dans  k$ 

deux  dernières  valeurs  de  rc ,  &  après  les  rédudtons  ordInar« 
res ,  ayant  d'ailleurs,  égard  à  ce  que  V^  x  V"— i  donne  — ^ 

V  3  *  ,  &  que  tout  eft  nmltipHé  par  m^ ,  on  aura ,  dis-Je. .^ 

i,  z  n*^         lo  n^     „. 

ar  =  -/7iWi-+' — . — ,&c.    ' 

9  m*       243  m^ 

1,  1/1*      10  n^   .    .       ~  ^— ./  I  n      f  nî         ito  n^  ^     ^ 

^,;„.(x4.^-.^--^-^,&c)./n>^3(--~--I--4--^^ 

$  m      243/71^  •'3/71    01/71»       3645/72) 

9  m^    243/71+  -^     3  /7i    81/71»       3645 /Fi^ 

'  -Quantités  dans  lefquelles  il  n'y  a  plus  d'imaginaires.  On  n'a 

pu  trouver ,  jufqu'à  pré(ènt  ^  que  cette  manière  de  donner , 

dans  ce  cas ,  une  valeur  algébrique  réelle  aux  trois  racines  ; 

..    ainfi  on  ne  peut  les  avoir  alors  (ôus  une  forme  réelle  ,  que  par 

approximation.  Ce  cas  (îngulier  a  fort  exercé  les  Algébriftes  ^ 

_&  on  lui  a  donné  le  nom  de-iTij  irrédullibh, 

Ç      Donnons  maintenant  quelques  exemples. 

Suppolbns  qu'on  demande  les  racines  de  l'équation 


$*V#yêzla  noce  de  k  page  i^i^- 


■  t.  ..  • 
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toute  équation  du  (roilîeme  degré  ,  fans  fécond  terme ,  fu 
xS  -i-px-i-q  =  o;  nous  avons  donc  p= —  j^  ,q^i6  ,donc 

V^i  É?  -  1 1  ï  :=V^44  ;  les  iroiâ  valeurs  de  jc  feront  donc, 


ij-j-  V44+" 


■e  eft  négative  ,  &  les  deux  au- 


C'efT-à-dire  ,  que  la  pi 
«es  imaginaires. 

Prenons  pour  fécond  exemple,  (  l'équation  «'  -  s  a;  -  10  =  0. 
Dans  ce  cas,  ona;j  =  -p,  5  =  -  10  ;  par  conftquem  -j^s-j, 
~^p'  =-i7,r^  =  -1  &  î^*=iï;doncjy'-h^/>'  =  îî-i7=-ii 
cette  équation  eft  donc  dans  Je  cas  irréduétible.  Aînli  ,  fi  l'on 
veut  avoir  les  valeurs  de  a: ,  il  faut  faire  ufâge  des  léries  d- 
defTus.  Pour  cet  effet,  on  remarquera  qu'on  a  luppotS  m  =:îî» 
ein=V^  rTf^  -j?'  i  doncni  =  -ï  &  ri=v' 1.  Pourfaire  leifub- 
fiitutionsjon  commencera  par  évaluer  y'Tqu' 
.4'4i 


,  4141  ;  donc  —  ^ 

i^  ,    qui    n'efi  auift    qut 


it=--oiSi8;on  évaluera  auffi 

R  ou  »/  -  î  ou  -  V'  î  ,  &  l'o* 


auram'=-i  ,703g;  alors  il  n'y  a  plus  qu'à  TubAituer  : 
nous  bornerons  à  fubdiiuer  dans  la  première  qui  deviende 


, 7099  1 1 


-Ho 


iSiS)'- 


-(o 


a)% 


quantité  dan»  laquelle  il  ne  s'agit  plus  que  de  faire  les  multiple 
cations  indiquée).  Mais  il  eft  bon  d'oblêrver  en  finiflânt.,  qiiifl 
ces  (cries  ne  font  d'un  ufâge  utile  ,  qu'autant  que  m  eft  plHl 
grand  que  H,  s'il  étoît  plus  petit,  on  en  formeroit  d'anajogl)  ~" 
pour  ce  cas ,  en  obfërvant  ce  qui  a  été  dit  (  1^9  ).  Au  fiS| 
lorfque  m&n  différent  peu  ,  on  efl  dans  la  néceffité  de  calâi 
un  grand  nombre  de  termes.  Nous  verrons  par  la  (ûite  cOiA^ 
ment  on  peut  approcher  autrement  des  valeurs  de  x. 


t99-  Concluons  de  ce  qui  précède 


|ue  toute  équation  d 
o  eft  rélôluble^  ^lU^n 
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^*ett  faîfànt  y"=Xy  on  a  jc^  '■hpx^  -h  f  »  •+•  ^  =  o ,  c'eû- à-dire, 
une  équation  du  troifieme  degré.  v 

Application  au  quatrième  degre\ 

loo.  Repré(èntons  toute  équation  du  quatrième  degré  (ans 
fécond  terme  ,  par  x^  -*-/5c*  •+-  ^^  -+■  z"  =  Q.    . 

Selon  la  règle  donnée  ci-defTus ,  je  prends  les  deux  équa» 
lions  ^*  —  I  =  o 

Et  ^3 -H^^*-hc^-H:c==o.         *            .    i      - 
Pour  éliminer  j^ ,  je  multiplie  celle-ci  trois  fois  ae  (îiîte  par  y 
&  je  (îib(Ktue  à  mefîire  ,  au  lieu  dey'^ ,  (à  valeur:  i  tirée  de  l'é- 
quation y*  -*  1  =  o^  ce  procédé  me  donne ,  (  en  comprenant  1% 
feconde  équation  )  ,  les  quatre  équations  (îiivantes  : 
ay^  4-  hy^  -f-  ^.y  -4-  ^  =  o 
hyi  ^cy^  '^xy'^a^=io  { 

cy^  -f- jc^*-f-tfy  4-^=o 
:tfy  î  H- û  j^*^  H- ^^ -f- 4- =  © 
Si ,  à  Taide  des  trois  premières ,  on  tire  les  valeurs  àey^  ^ 
le                        ,       '^xl^b^x-ic^'^^acx-a^ b  '^ 
>'   &  ^  ,  on  aurayî  = ^~mt —t— « 

,    cx^-zalx-^-a^-jac^-^h^^        -a^x-^hx^^-c^x-bi-J^iahc 

y^zz.  -— __ &  y  - \ ^^  • 

ax^-%hcx'^ah'^c^'-a}c  ax^-^iBcx-^ab^-^c^-^a^c^ 

fubflituant  dans  la  dernière,  on  aura ,  aprè»  avoir  chafîe  le  dé- 
nominateur, fait  les  réduâions  ordinaires,  échangé  les  fignes^ 
^*  —  4  tf  c  :e*  *-f-  4  rt^  bx  — ^i*  =  o- 
^^zbbx^'i-'/^bc^  X  —  c^ 

'+-b^ 

•^  /^a  b^  c 
pour  que  cette  équation  (ôît  la  même  que  x^^px^-hqx+r^o  ,^ 
îi  faut  donc  que  -  ^aC'zb^:=ip ,  4*2*^ -f-  4  Bc^:=q ,  -^i*.^  -+-  b^ 
H-  a  a*  é:^  -  4  ab^c  =  r  ;  ce  font  ces  trois  équations  qui  doivent 
faire connoître a^b  Sec. 

Pour  avoir  Téquation  qui  donnera  b  ,  je  prends  dans  la  fé- 
conde ,  la  valeur  de  a*  -4-  cS  en  divifant  par  4  .^  ;  &  j'ai 

û^  -+-  tf  =  —  ;  je  quarre  cette  équation  ,  ce  qui  me  donne 

tf*  ■+-  za^c"-  4-  ^+  =  -Îî-V  *  par  copfcquene  à^  +  c^  =JJ^ 

-^4  >*  ^*  je  ûbflîtuc  celte  valeur  de  a*  +  c^  dans  la  troisième 

P£v 
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équation  ,  &  j'ai  —  —;  -t-  41^°  +6^  — 4ii3*<;=  t.  De  Itf 
première  équation  -i,{ic-\b^~p ,  je  tire  la  valeur  ttac,  qui  efl 
cc=.f-^ —  ;  (iibllKuant  dans  l'équation-  -—;+  -laV ,  &c« 


^+*- 


m; 


ranfpolâiit ,  Tédsiiâm  ,  Se  oH 


011  enfin  ,  chalTani  les  fractions 
djnnantpar  rapportât 

6^b'  -i-  iipb^'  +  ^p 

—  i6ro- 

Cquïlïoti  du  lîxieme  degré ,  mais  qui  n'a  que  la  diffîcultédfl 
celles  du  troi/îeme ,  en  regardant  fi'  comme  l'inconnue  :  on 
appelle  cette  équation  la  réduite  ,  parce  que  c'cfl  à  fâ  léÊk" 
lion  que  lé  réduit  celle  de  équaiiçns  du  quatrième  degcé. 

101.  Si  l'on  fait  attention  que  le  dernier  terme  a'  de  cetie     j 
équation  a  le  ligne  —  ,  on  V4ra  que  b^  doit  avoir  au  moins 
une  valeur  polïtive  ;  car  dans  CAcas  l'équaiion  ne  peut  avoir 
été  produite  que  par  la  multiplication  de  trois  fadeurs  tels  qui 
(i'—n  i^b--—m)  (  t^  —  ;i  ) ,  ou  de  iroi*  faôeurs  tels  que     ' 
(i'^_/)  (i^^_fflt)  (  ii_7,);  il  n'y  a  que  ces  deux  combi-     ' 
naifons  qui  puifTent  donner  le  fignc —  au  dernier  terme;  it  y 
aura  donc  au  aïolns  un  fadeur  de  cette  forme  b-  —  n  ;  donc  .  I 
(  lyS  }  é'  =  n  ,  c'eil-à-dire  ,  que  i'  aura  au  in  oins  une  valeur  ' 
polïtive.  Donc  puilque  cette  équation  donne  é=^  ^n,baatt  \ 
donc  au  moins  deux  valeurs  réelles. 

101.  Déterminons  maintenant  a  Se  c.  Les  deux  équation»    1' 
—417e — ib'^p^Bi  4fl'i -nfie'= 9  trouvées ci-delTus.dt»-    f 


~,  Ajoutant  lapremieit 
4*  ' 

à  !a  féconde  ,  &  la  retranchant  auffi  de  la  féconde , 


c  =  —  î^j-J*  8ta'  + 

nde  ,  &  la  reirancl 
lés  deux  équations  lu ivante: 


S,— 
4^ 


=  S,~^p-B^ 


46 
t  la  racine  quarrée  de  chacune  y 
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23Ï 


'=±Ki,. 


p+i» 


Les  deux  (îgnes  de  cliaque  équation  f  ouvant  être  pris  datu 
tel  ordre  que  l'on  voudra. 

Delà  ileflaiie  de  déduîre£i&(;;maisrousallons  voir  qu'on 
n'a  befoin  que  dea  +  j&dea  —  o.  Développons  auparavant 
les  quatre  valeurs  de  x. 

L'équation  iTy'-(-/'7'+t^V+*=o,  donne  3:  ^-ay'-iy^-cy; 
il  s'agit  donc  d'avoir  les  quatre  valeurs  de  y  que  peut  donner 
l'équation _}-'  —  i  ac  o ,  ou  y^  =:  i.  Or  en  tirant  U  racine  ^uan 

triemejon  a  j  =  -(-»•' i^i:  i  ,c'eil-à-dire,y=i  &_y=- i« 
Ayant  trouvé  ces  3êux  valeurs  de^ ,  ÏJ  faut  (187)  pour  avoic 
les  deux  autres ,  diviferjy^  —  1  par  le  produit _)->  —  1  des  deux 
fcfleurs_>' —  I  &  v-t-  I  ,  cequi  donne  y  H-i  pour  quotient; 
égalant  ce  quotient  à  zéro  { 1 87  ) ,  on  auray  4-1=0,  pour 
l'équation  qui  doit  donner  les  deux  autres  racines  ,  que  l'en 
(rouvera  éire^  ^-t-  1'^  Si.y^  —  \/~, 

Les  quatre  valeurs  de  x  lètont  donc •..•.•ri 

jc  =  -^-b-,  ou  x=~l.-ia-hcy 

x=a~-h'\-c  ou  x  =  -b+(^a'\-c') 

x=-aV't-^è-\-£y--i  ou  «  =  -f-5—(^  — <-■)»' -I 
Subftituam,au  lieu  àe  a-i-c Si.  a  —  c, leurs  valeurs  trouvées 

l-deffus,Sifail5nt attention quc±/^  i  ^+{p+è^)xV-i. 
4* 


=±K-^-t.-^-.°"" 

4*  4* 


Rr=+i-t-j 


k; 


-**K-,V^' 


Equations  dans  lefquelles  il  eft  facile  de  voir  que  des  deux 

fciîgncs  -(-&—,  foit  <îu'on  prenne  le  fJgne  fupérieor,  foi: 

u'on  prenne  le  tîgne  inférieur  ,  on  aura  toujours  les  quatre 

wmes  valeurs  de  x  j  l'une  quelconque  d'enir'elles  ne  faiûnt 
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alors  que  (è  changer  en  l'une  desauires.  Ainfi  ,  pour  une  me 
valeur  de  £  ,  o"  n'aura  jamais  ^ue  quatre  valeurs  c' 

ïoj.  Puîfque l'équation  du  fîxieme  degrf  qui  doit  donnera, 
donne  irois  valeurs  de  i'  ,  on  aura  donc  trois  valeur»  de  t, 
qui  auront  le  ligne  -I-  ,  &  trois  qui  auront  le  ligne  —  ;  or  il  eft 
ficile  de  voir  que  Toit  qu'on  mette  +  É  ,  lôit  qu'on  mette  —  b 
dans  les  quatre  dernières  valeurs  de  ;c,il  en  réfiilie  toujours  les 
quatre  mêmes  valeur*.  U  ne  s'agît  donc  plus  que  de  faire  voir, 
que  chacune  des  trois  valeurs  de  ^  qui  auront  le  (îgne  H-  j  ne 
donnera  jamais  aulTi  que  Ici  mcmes  quatre  valeurs  de  x. 

Pour  le  démontrer  ,  reprenons  les  cquations-4ac-i,J'=^, 
4a"A-t-4i<;'  =  5,&-a''-c*-l-6'-+-iii'f'-4uiV=/-.  Qu»r- 
ronsla  i'  de  ces  équations;  nuui  aurons  iâ6'(a''4-c')'  — ijqj 

mettons,  au  lieu  de  **  ,  (â  valeur  .£ 1  tirée  de  la  première; 

■1  viendra  -i  (p-i-^ac)  (a'-»-c'l'=:o  ^.Subflituonide 
même  ,  au  lieu  de  £' ,  fa  valeur  dans  la  troifîeme  équation ,  A 

nout  aurons,  après  les  réduâions  faites  ,  ~~a*-c*-i-  — 

Reprenons  maintenant  1  équation  du  fîxïeme  degré...... 

64 i<  -H  31/16*+  '\pph'-  —  q^^o. 

Et  fiibftituoni-y  pour  q  q  Si.  pour  r  leurs  valeurs  que  tions 
venons  de  calculer.  Nous  aurons  après  les  réduftions  faites, 
Bt  après  avoir  divîlê  par  8  ,  l'équation  fuîvante .; 

8  6' ^- 4/- A* -I- -- <i'A' 4- [  ^  +  4  1 0  Cl' -h  •:' J  =  o- 

—  Spacb'- 

Orpui(qu'ona  trouvé  ii'—-/i -4  a^',  il  s'enfuit  (  rS7)qDff 
1^'  -)-;»  -4-4'icdoit  divifêr  l'équation  8  t/'-f-^p  6'  ,  Sic  ;  cequ! 
a  lieu  en  effet.  Si  l'on  fait  la  divilion  ,  &  qu'on  égale  enlîihe 
i  zéro  ,  le  quotient ,  pour  avoir  les  deux  autres  valeurs  de  **  « 
en  aura         4  i' —  B  n  c  i- +  a' -4- c* -f- 1  u'i;^  ^  o. 

Cette  équation  étiiat  réfblue  comme  une  équation  du  (èc«u| 
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degré,  donne  iB^=iac±(  a-hc)  {a — ^)  v^-i ,  ou ,  en  dou- 
blant ,  4^  *  =4ac:^i  (  a-hc  )  (  a-^c  )  •— i .  Or  le  dernier  mem- 
bre eft  *  le  quarre'de  {a'^c)-^(^a  —  ^)|/-i  ;  donc  4^  *  == 

[(û-f-c)±(a  —  c)  /-i  ]^,  &  par  conféquent 

»*i^=-f.[(a-+-^)±:(tf— ^)\^^;c'eft-à-dire,=(a-f-f> 
j- (  a  —  c)y/  '  I  ;  ainfî  ,  puisqu'on  a  trouvé  ci-dcflus  ,  ^*  = 

"I^ .-les  trois  valeurs  pofîtives  de  i  ,  font  donc..,..i 

£==7  (tf -4-^)-t(^"^)  ^rï«  Repréfentons  la  fèconde  de 
ces  valeurs ,  par  3' ,  &  la  troifieme  par  b"  ;  alors  en  ajoutant  & 
retranchant ,  on  aura  a -f- ^  =  h'-^b'^ Sc(^a-c)  V-i=^'- i". 

Si  Ton  (bbftitue  les  valeurs  de  ^  -}-  <;  &  (  a  -  cj  >/-i  dans  les 
quatre  premières  valeurs  de  x  trouvées  ci-deflus ,  elles  fe  ré-< 
dulront  àx:=i-b'h'-b",x=:^  b+b'^b'' ,  x  =  -^b^b  -  b\ 
XTzz-h-b'b^^b"  f  qu'on  peut  encore  mettre  fôus  cette  forme, 
x:=z'b-^b''b'\x^-hb'+'b'-hb"'zb,x=zH'b^b''^F'*%b''^ 
x^b-h  i^'  -f-i"-7-i  3'.  Où  Ton  voit  clairement  qu'il  ne  peut  y 
avoir  que  quatre  valeurs  de  x  ;  car  fî  l'on  change  ,  par  exemple, 
^  en  ^'  ;  il  faut  changer  en  même  temps  b*  en  b  ^  puisqu'on  voit 
que  les  trois  racines  b^b'  ^  b"  entrent  toutes  à  la  fois  dans  cha- 
cune de  ces  valeurs  de  x.  Or  ce  changement  donne  les  quatre 
mêmes  valeurs  pour  x» 

204.  Revenons  maintenant  à  la  première  cxpreffion  des  va- 
leurs de  Xy  c'efl-à-dire  ,  aux  valeurs  xx=<^  b  —  {a^i)  ^ 

Elles  nous  offrent  trois  cas  :  ou  a-h-c  &  (  a-c  )  V'  —  i  font  tou-i 
les  deux  réelles  ,  ou  elles  font  toutes  deux  imaginaires ,  ont 
enfin  l'une  des  deux  eft  réelle ,  &  l'autre  imaginaire.  Or  j'ob- 
lèrve  d'abord  que  lorsqu'elles  font  imaginaires ,  elles  peuvent 
loujours  être  réduites  à  des  imaginaires  de  cette  forme ,  V — m  y 
ou  v^  m .  |/  -  I  ,  m  étant  une  quantité  réelle  ;  car  puifqu'on  a 

b  ayant  toujours  (  ici  )  au  moins  une  valeur  réelle  que  l'on  peut 


*  II  ne  fauc  autre  chofe ,  pour  s'en 
afTurer  ,  que  quarrer  la  quantité 
ia-^Cj-t  a-c)f^^^.  Mais  fî  Ton 
demande  comment  on  a  trouvé  ce- 
la ^  on  k  verra  dams  la  fulcc» 


**Nous  ne  prenons  ici  que  le  fi- 

gne  -H  pour  la  racine  du  fécond 

membre  ;  parce  que  nous  avons  vu  , 

cî-deifus^que  la  valeur  négative  de  &» 

t  meneroit  aux  mêmes  coocIujSons. 


«;^ 


Cou 


toujoursemployer,  elles  re  peuvent  devenir  imaginaires  qB«- 
lorlîjue  la  quantîtiï  qui  eA  fous  le  radical  aâuel ,  fera  négai 
ôve  *. 

toî.Celapofé  ,!îa-t-c&(a  —  c)\/—tfor\i  touïes  deux 
réelles,  auquel  cas ,  les  quatre  valeurs  de  x  feront  réelles,  puiP' 
que  b  a  tou|ours  une  valeur  réelle  ,  il  eft  évident  qae  les  deux 
»utresvaleursdeii',(àvoir;[(ti+cJ  +  (a— f)v^ — ij*  feront 
réelles  te  polîtives. 

106.  Si  au  contraire  a -I- c  &  (  a—c)  V — i  font  toutes  deon 
imaginaires  ,  auquel  cas  les  quatre  valeurs  de  x  feront  ùnagi- 
nairet ,  alors  fi  on  repréfente  a-hc  par  k  v  "^  Se  ^  a— c)  1/  —  i 
par  i  t/ — I ,  k  Se  i  fëronc  des  quantités  réelles  ,  félon  ce  qij 
vienid'é[redit{io4);  on  aura  donc  4J'^[t  A+/ v^~î  ]'=> 
•"  {  k'\-l)'-  ;  c'efl-à-dire ,  que  les  deux  autres  valeurs  de  è'  fe- 
ront réelles  ,  mais  négatives. 

107.  Enfin,  li  des  deux  quantités  ^-1- c  &  f  a-c)v'-  1  .l'une 
léulementefl  réelle,  il  efl  évident  que,  des  quaire  valeurs  de*, 
deux  feront  réelles  ,  &  deux  imaginaires  ;  or  dans  ce  cas  0^ 
voit  aofll  clairement ,  que  les  deux  valeurs  de  t,b-  exprimée» 
par[  {a-i-c')-^{ii  —  c  )  \/  —  i  ]'  feront  imaginaires. 

to8.  Donc  fi  la  réduite,  confidérée  comme  équation  d" 
troiiicme  degré ,  a  fes  trois  racines  réelles  &  polîtives ,  l'équ*" 
lion  du  quattieme  degré  aura  lès  racines  réelles. 

Si  la  réduite  ,  ayant  fes  trois  racines  réelles ,  n'en  a  qu'urî* 
polîtîve  ,  l'équation  du  quatrième  degré  aura  lès  quatre  racine* 

I  feront  réelles  &  deux  Ic'"  J 


;  équation  du  troi-' 
forme  réelle  ,  qu^ 


JËnfin  ,  de  ces  quatre  racines  ,  d( 
ront  imaginaires  ,  fi  la  réduite  n'a  qu'une  r; 

109.  Puifque  la  formule  des  racines  d'un 
tîeme  degré  ,  ne  donne  ces  racines  fous  une 
lorlqu";!  n'y  a  qu'une  racine  réelle  C  157  ) ,  il  faut  conclure  _ 
qu'on  n'aura  les  racines  du  4'  degré  lôus  une  forme  réelle  ^ 
que  lorfqu'il  n'y  aura  que  deux  de  ces  racines  qui  [oient  réellesv 

210.  Voyons  quelques  exemples.  Suppofons  qu'on  d*'» 
mande  les  racines  de  l'équation  5:'-i-;:î''-Î  1^+48=^0.  Neuf 
avons  ici^  =  3,  y  ^= — ît  ,  r^^%  ,  &  par  conicquent 
^^=1704.  La  réduite  fera  donc  t^b'  -\-$6b^  -  73 16'  -  1704=0» 

*  Il  n'en  ftroit  pas  de  même ,   il  1  pourroient   Être    <'ts    imjgiiiairel. 

•--■--"- -     «Ile.  C«  r ;;; 

de   ceiie  |  de  cette  forme  1/ -k 
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tu  (en  faifànt ,  pour  fimplifier  j  4^*=«  )  9  "/  -4-^ii^-^i83tt— 
a.704  =  o.  Pour  faire  difparoître  le  (ècond  terme,  je  faîs 
it  =  ç  —  2  ,  ce  qui  me  donne  \'  —  ips  î —  2312  =©•  ^ 

Selon  ce  qui  a  été  dit  (  1^97  )  fur  les  équations  du  troi/îeme 
degré ,  on  trouvera  que  ^   n'a  qu'une  valeur  réelle  qui  eîl 

\in:=J    — tl^i -h  Vi0732^6— "^   — 1161-/10732^6; 
orK   107^2^6  eft  io36;onadonc^=-l<    —  ii6i  -f-  103^ 

î 3   3 

*— K    -  ii6i  -  io36;c'efl-à-dîre,^  =  -K    —  125-K  2i5>7  , 
î  3  ^ 

ou  :j=  Vii$  -f-  Vii^7>ou:[  =  ç  H-  13  =  18.  Donc  puîfque 

w  =  ^-2,  on  att— 18-2  =  16;  par  conféquent  4^*=rKt=i  6  | 

'donc  ^^=4  &  hjzzz.  Subfiituant  cette  valeur  de  ^  ,  &  celles  de 

jf  jq  Scr^  dans  les  valeurs  de  a  -^  c  ^  dt  {  a  ^  c  )  ^^1  trouvées 

ci-deflùs  ,  on  aura.^  «4-g  =  t/^  —  ^  —  |^— ^4=)/'  —  ixj 

&  (  û  -  f  )  1/^=  V^-x--f--^=  ^  I  =si«Donc  les  quatre 
"valeursdexfèront  w  =  -i-i/.-i2,  jc— -2-H\^-i2,5:  =  -f-  2*f-  i 
&  xz:-^2 — I.  Ainfi  les  deux  valeurs  réelles  font  x=^^Sc  x=im 

Dans  cet  exemple  ,  les  nombres  Ce  (ont  trouvés  tels  ,  qu'il  a 
¥îé  poflible  d'évaluer  exadement  chaque  radical.  Mais^es  cas 
font  fort  rares.  Le  plus  fbuvènt ,  lotfqu'on  veut  avoir  la  va- 
leur numérique  dégagée  de  tadlcaux  ,  il  faut  évaluer  chaqut 
radical  pa(t  approximation. 

Prenons,  pour  fécond  exemple ,  Inéquation ^^-#-4J''-+-P3'*-f- 
X  2  y  -+-  3  =  o*  Je  commence  par  faire  difparoître  le  fécond 
terme ,  en  faifent  (  i^i  )  y  =  5p  -  i  ;  j'ai  pour  nouvelle  équation 
«+-f-3Jc*4-2Jif  —  ^  =  o.  On  a  donc  ici  ,/>=:3  ,  ^=^>  '*=  — 3  ; 
ainfî  la  réduite  devient  64  3<^4-5>63*  -f-  84^^  —  4  ==  o;  ou ,  en 
Tailânt  4^*  =  m  ,  ïf5-H6^^-f-i  i  u —  4  =  o.  Je  fais  difparoître  le 
fécond  terme  ,  en  pofànt  U:=:\'i ,  ce  qui  donne  |'.»f^^|-3o=o  ^ 
équation  qui  (  197,)  n'a  qu'une  racine  réelle,  &  qui  annonce  , 
par  conféquent  (  208  ) ,  que  l'équation  du  quatrième  degré  n'en 
aura  que  deux  réelles.  Appliquant  donc  les  formules  données 

(iP5),ontrouveraî  =  -K— X54- V2S  2— K—i  5—^252 
,>- _,       3 

cui-zzV  15 — V2524-K  iy4-V^25  2  5doncrf=:|  — zs=5  — a 


&  par  conlêqùenr  5  =  «"^  —  =  jy'u,  on i., ,,»,,, 

4 

r/" _ — j ~ 

hj^    _n-»^,î_>^z,i-t-*^ij  +  Vt,t.  Subiii- 

cuaniceiie  valeur  de£  , celles  de;)  &  de  ^  ,  dans  les  formules 
d»<^uaue  valeurs  générales  de  j;,  on  trouvera  que  les  deux 
valeurs  réelles  font  comprilès  dans  cette  équailon ■ 


-V 


uVZ 


VV..Jr-:^ 


-i-;>^iï-v.5^-*''^M 


Réflexions  fur  la  méthode  précédente  ,  Ê*  fuT 

fon  application  aux  Equations  des  degrés 
flipérieurs  au  quatrième, 

iii.L'éqtiatîon  qui  nous  a  donné  la  valeur  de  i  pout  le 
quatrième  degré,  ;i'a  monté  qu'au  (îxieme  degré;  mais  fi 
nous  avions  cnercbÉ  direflemeni  l'équaiion  tjui  doit  donnera, 
ou  celle  qui  doïi  donner  c  ,  nous  ferions  parvenus  à  une  équa- 
tion du  t4'  degré  ,  aînfi  qu'on  peut  s'en  convaincre  de  la  ma- 
nière fuîvanie.  Nous  avons  trouvé  cî-deffus  f  103  )  ,  en  iranfr  1 
fermant  la  réduite,  —  8  (/n- 40.;  )  x  (  ai  -1- f»  )=  =, 


uft 


-^-it-pac-i-  t4iz»i 


r.  Si  l'on  multiplie  cen 


dernière  équation,  par  (y -f- 41'^  )  1  &  que  <Ju  produit  OB'] 
tetranchfl  la  première  ,  on  aura  ,  après  les  rL'dui5tions  faites, 
Îiifl'i'-H  155^11 'e»  -\-  J^oppac  -\-  î;ji  =  o 
—  ^irac  —  S/T 

-t-  qi 

Equation  qu!  étant  combinée  avec  l'équation  -  ii*  -  e'  -f-  i 

pr,  pour  éliminer  c,  donnera  (  169)  une  équation  du  14'  dej 

Mais  fans  fe  donner  la  peine  de  faite  ce  caktil  ,  on  peut  ; 


L'équation -8  {p-i-^ac){a}  -f- c' ) ^  =  5^  dor 
a—  — - — ~ ,  &parconféquema'+i;'=:- 


11       . 


I 
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—  la^c^»  Or  fî  Ton  rélôut  l'équation  y  1 1  ^'^^  -♦-  &c ,  qui ,  en 

confîdérant  av  comme  l'inconnue  ,  eft  du  troifieme  degré ,  on 

aura  une  valeur  de  ac  ^  qui  étant  (ubdituée  dans  le  lècond 

membre  de  Téquation  a"^  -t-  6*^  =  &c  ,  en  fera  une  quantité  toute 

connue  que  j'appelle  A  ;  iî  Ton  reprélènte  maintenant  par  B  ^ 

R 
cette  valeur  de  a  ^r ,  on  aura  c=.  — ,  donc  l'équation  ^  -f-  c^ 

a 
=  A ,  deviendra  a«-Aû*=:-B^,  qui  ayant  huit  racines,  donnera 
huit  valeurs  de  ^z.  Orac  a  trois  valeurs  ;  on  aura  donc  trois 
équations  du  huitième  degré  ,  &  par  conl^quent  24  valeurs 
pour  ^  ;  donc, l'équation  en  a  ,  fera  du  24*  degré. 

112.  Mais  on  voit  en  même  temps  que  les  expofànts  de 
toutes  les  puiffances  de  ^ ,  que  cette  équatipn  renfermera  ,  (ê- 
Tont  des  multiples  de  4  ,  puilque  (183)  elle  fera  le  produit  de 
trois  quantités  de  la  forme  de  a'-— Aû^-j- B*  ,  devant  renfermer 
les  24  racines  que  ces  trois-ci  fourniffent.  Donc  fî  Ton  y  fait 
û*  =  w ,  on  aura  en  m  ,  une  équation  du  fixieme  degré.  Or  je 
dis  que  cette  équation  ne  peut  renfermer  que  des  radicaux 
quarrés  &  des  radicaux  cubes  ,  ce  qui  eu  évident  en  ré/ôlvarit 
l'équation  a^  —  Aa*  =  —  B*  comme  une  équation  du  •  ftcond 

^egré  ;  car  alors  on  aura  a^  =  y  A  -HK  ^  AA — B'* ,  quantîîé 
dans  laquelle  A  &  B  ne  peuvent  être  compofés  que  de  radicaux 
quarrés  &  de  radicaux .  cubes  ,  puitqu'ik  ne  dépendent  que 
d'une  équation  du  troifieme  degré. 

213.  Si  Ton  Ce  rappelle  maintenant  ce  que  nous  ayons  vi| 
ïîir  le  troifieme  degré  ,  où  la  réduite  étoit  a^  -^qa^  =  yïP^  't  il 
^ft  clair  que  a^  ne  peut  renfermer  que  des  radicaux  quarrés^ 
Enfin  il  e&  évident  que  dans  Téquation  du  fécond^  degré 
ïans  (êcond  terme  ^  jc*  -4-/?  =  o  ,  en  faifànt  comme  ci-deiTus 
y^ —  i:=o  &^-t-*  =  o,  la  réduite  (êra  tf* -+-/?=  o  qui  ne 
■donne  qu'une  valeur  pour  a^  ;  ainfî  la  réduite  du  (êcond  degré' 
tie  donne  pour  a^  qu'un  radical  du  premier  degré ,  c'eû-à-dirc, 
fine  quantité  6ns  radical. 

Donc  en  remontant ,  on  conclura  par  analogie  ,  que  (î  la 
déduite  du  cinquième  degré  ne  renferme  d'autres  puiiTances 
de  a  ,  que  celle  qui  (ont  des  multiples  de  5  ,  la  valeur  de  tf» 
tie  renfermera  que  des  radicaux  quatrièmes  ,  des  radicaux  cu- 
bes &  des  radicaux  quarrés  ;  donc  fi  Ton  démontre  que  par 
la  méthode  aâuelle  ,  cette  réduite  ne  peut  renfermer  que  des 
puifl^nces  àe  a^  dont  les  expofànts  (oient  des  multiples  de  ç  , 
il  s*en(Iiivra  que  cette  même  méthode  déduit  la  difficulté  des 


I 
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(auations  au  cinquième  degré  ,  à  celle  des  degrés  înfétti 
Or  voici  comment  on  peut  s'afTurer  que  la  réduite  r* 
d'autres  puîfiances  de  a, 

ii^.Suppofànt  quea:'  -^ px^ -i- qx'- -^ rx~^s-Q,Te'}xi\& 
généralement  couie  équation  du  cinquième  degré-  Etprenant* 
&!on  la  méthode,  les  deux  équations^'  -  i  =  o  ,  &  ay^  ■i-iy*' 
-^cy^-i-dy-i-x  =  o,on  aura ,  après  avair  chafféy  de  lamérat 
manière  qu'on  l'a  pratiqué  dans  le  iroilîeme  &  le  quatrième  ' 

âegré  ,  on  aura,  dis-je , 

x'  —  iddxi  ■+■  î  Ww'  —  fcd'x     H-  a'  ;s  o 
—  ibcx*  ■+-  ^a'cx^  —  ïaîJ*     -+-  i' 
•+- jtf'ifa;* — ^è'dx    +  c' 
^  ïai'Jï*  —  ÎOtr'Je     -i-d' 

-t-j.i'd'x  —^a'cd 
-t-ïfi'f'w  — jaiic 
^<ahdx  —  ^ahd' 

Ayant  donc  égalé  le  coefficient  de»'  (à/j;  celui  de 
teluidex  (ij^^fc  enfin  ta  totalité  des  termes  ùm^  x,is\W 
aura  quatre  équations  dans  letquelles  d  l'on  fait  b  c  £J*  ,  cnha^, 
d=ka*  t  ce  qui  eft  très-permis ,  ces  quatre  équations  fê  chin- 
geront  en  quatre  autres  qui  renfermeront^,  À,  A  &  a  ;  mais  il 
n'y  aura  d'autres  puilfances  de  a  que  ji%  j'° ,  Sic;donc(î  l'on 
com^oit  qu'on  ait  éliminé  g  ,hSik,  l'équaiJon  finale  ne  rerw 
fermera  pas  d'autres  puiiTances  de  a  ,  que  celles  dont  les  fflh 
pofànts  feront  des  multiples  de  j. 

11^.  On  voit  donc,  d'après  tout  ce  qui  précède  ,  qu'à  Té" 
gard  de  a  ,  c'eft-à-dire ,  à  l'égard  du  premier  coefficient  dnt 
l'équation  ay'"~'  ■+■  5  y'""'  -t-.  Sic ,-f- x  =  a  ,  la  réduite  el! 
du  fécond  degré  ou  du  degré  i  .  i  ,  pour  le  fécond  degtE; 
Dans  le  troifieme,  elle  eft  du  fixieme  de^ré  ,  ou  du  de^ 
ji  .  i  ,  î.  Dans  le  quatrième  ,  elle  eft  du  vingt-quatrleme,  » 
du  degré  1,1.5.4,  Il  y  a  donc  bien  lieu  de  croire  que  » 
dans  le  cinquième  ;  elle  fera  du  degré  1  .  r  .  ;  .  4  .  ï  ,  c'eH^ 
dire  ,  du  iia'  ;  &  du  710*  dans  le  itxieme  degré  ;  Si  uDfi 
^e  fuite.  „ 

Et 


J 


UE  Mathématiques.       241  ' 

El  qupigue  I  dans  le  quatrième  degré ,  on  trouve  une  réduite 

lîn'ellqiie  du  fixienie  degré,  t'eft  une  lîmplification  aCi;i- 

Sntelie  ,  qui  probatOenienc,  aura  lieu  d'une  manière  anaJoj'ue 

ans  les   équations  dort  Texpalânt  efi  un  nombre  compoi.-, 

non  dans  celles  dont  rexpafant  ell  un  nombre  premier.  En 

(têt ,  il  eft  ficik  de  voir  pour  le  4'  degré ,  que  cette  finipiitî- 

el>  due  à  ce  que  A,  dans  chacune  oe^  équacionsoilil'ïnire, 

des  relations  fcmblables  à  l'égurd  de  n  &  à  l'égaid  de  ^  ;  au 

^ue  a  n'eu  pas  djfpolc  de  ia  même  manière  i  i'égatd  de  b 

régaïd  de  c.  Mais  dans  le  cinquième  degré  ,  il  n'y  a  au- 

des  quantités  a^b  ,-c  ,i  dont  on  puifTè  a4re  ce  que  nous 

'enons  de  dire  de  ^ ,  dans  le  quatrième  ;  ce  qui  t&  facile  à  vote 

coefficients  de  l'équation  k' — (111/4- jSf)K'-4-S:c,=^o, 

ipportée  ci-deiTus. 

Lié,  Quoi  qu'il  en  (ôît,  puifque  la  réduite  du  cinquième  de- 

;  ne  peut  rentêr mer  d'autres  puiifances  de  il  que  celles  dont 

exporants  font  des  multiples  de  s"  ,  il   paroit  donc  qu'en  y- 

iifàni  a'  =11,  l'équation  du  14'  degré  qu'on  aura  alors,  ne 

4  ! 

litplusrenfermerquedes  v' 5  des  V  S  des  >/,  pulfque   l'é- 

ation  (i'  =  u,  donnante  ■=\/  h  ,    met  en  évidence    les 
dicaux    cinquièmes   que    doit    renfermer  l'équation   propo- 

On  voit  par-là  ce  qu'il  y  a  à  dire  fur  les  degrés  plus  élevés, 
!uxqui  délireront  plus  de  détails  fur  cette  matière,  peuvent 
nfïilier  les  Mém.  dt  VÂead,  des  Scknces  ami.  17S1  &  i7f  î, 
I l'on  trouvera,  en  même  temps,  plitfieursclaires  d'éqtiations 
li  admetceni  une  rélôluiion  algébrique  ^cile,  ainlï  qu'une 
tttc  tiiéthode  déduite  de  celle  que  nous  venons  d'expoler .  5c 
Amplifie  le  travail  d;ins  les  équations  dont  l'expoiâni  n'cft 
un  nombre  premier. 

Tj.  Notre  méthode  fuppoïc ,  comme  on  le  voi( ,    qu'on 

toujours  avoir  toutes  les  racines  de  J'équation  à  deux 

;  yn  —  I  =  o.  Or  c'etl  Ce  qui  ne  fouftre  aucune  ditfi- 

ité ,  puiCiu'en   ayant  toujours  au  moins  une,  par  une   fini- 

le  extraftion  de  la  racine  du  degré  n ,  c'ell-à-dire ,  ayaiy  tou- 

lorfque  H  eft  impair  ,  &y=:i  ,y^= — 1  lorfque 

(T  pair,  la  difïiculié  d'avoir  les  autres ,  eil  tout  au  plus  de 

iiôudre  une  équation  du  degré  n  —  i  ,  ce  qu'on  ell  cenfï  fa- 

déjà ,  Joriqu'on  paiïe  à  la  réfôlutïon  d'une  équaiïcin  gt- 

le  du  degré  n.  Mais  la  difficulté  n'cit  pas  même  de  ce 

Algèbre^  Q 


degcê  ;  elle  n'efl  en  général ,  que  du  degré  "  .  lort^ue  n  efl 
impair ,  &  du  degré T  lorlque  n  efl  pair ,  parce  qu'après  avoït 

dîvil?  1  équation _y —  i  par  la  racine^  —  i  ioffque  n  eft  impair, 
oupat(j' — 1  )x(y-f- 1  ),c'efi-à-dire,par;)'' —  i  lorlqUeneS 
pair  ,  ie  quotient ,  ou  l'équation  qui  doit  donner  les  autres  ra- 
cines ,  (ëraioujours  de  cette  forme  _y  -i-y  "'-+-y  "h-V  -h 
&c, . .+ 1  ^o  ,  k  étant  un  nombre  pair.  Or  cette  équation  ell 

décompofâble  en  un  nombre— de  fadeurs  du  (ëcond  degré) 

tels  que^'+A^ -4-1  ;  &  l'équation  qui  donnera  A,  ne  montera 

jamais  qu'au  degré  — ,  Je  ne  m'arrête  pas  à  démontrer  en  deuil 

cette  dernière  propo/îiîon  ;  on  s'en  atTurera  en  prenant,  p« 
exemple,  pour  y'-(->''-t-y>-f-_>'H-j+-t._y!+j'i-hy-h  i  ,  un* 
quantité  telle  que y'-i-iiy''+^y*+t^y' -t-ily'-i-iy+-  i  ,  lambl- 
lipliant  par_y'-t-Ay-t-  i ,  K  égalant  le  produit ,  terme  à  terme 
ày'  -t->'  -f-  &c  ;  on  aura  des  équations  dont  il  fera  fecile  it 
tiieta,i,c,ii,  e;  8c  l'équation  en  /r,  (êra  du  quatrième  de- 
gré. Voyez,  pour  la  démonflration  générale , /e  lome  yidil 
^ém,  de  te'tirjbourg. 

Des  Divijeurs  commenfurables  des  Equations, 

iiS.On  voit,  parce  qui  précède,  que  l'expredion  générale 
des  racines  des  é  quations  étant  un  compolc  de  radicaux  de  diffé- 
rents degrés  St  dirteremment  mêlés  entr'eux  ,  îl  peut  très  -  bien 
arriver  que  quoique  la  valeur  d'une  ou  de  piulîeurs  racines  lôït 
\in  nombre  commenfurable ,  néanmoins  elle  6  prélèuie  ÊiK 
une  forme  ificommenTurable  ;  U  e'efl  ce  qui  arrive  en  eSbt 
dansle  troifieme  &  le  quatrième  degré,  &  qui  arrivera,  plui 

3ue  probablement,  dans  les  antres  degrés.  Il  ell  donc  utile 
'avoir  une  méthode  pour  trouver  ces  divilèurs  commenfiira- 
bles.lorfqu'ilyen  a. 

Comme  le  dernier  terme  d'une  équation,  efl  le  produit  de 
toutes  leï  racines  (  i  So  ) ,  aucun  nombre  ne'  peut  donc  être  la 
valeur  commenfurable  de  x  dans  une  équation  ,  qu'autant  qu'il 
ftra  divilëur  exafl  du  dernier  terme.  On  pourioit  donc  prendre 
(ûcceflivement  tous  les  divi(ëurs  du  dernier  terme  ,  &  les  fiib- 
flituer  (iicceflivement  tant  en  h- qu'en  —  ,  (car.v  peuiavok 
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,uflî  bien  des,Ta!eucs  négatives  comme  des  polîtlves  )  ,  au  lieu 
e  dans  l'équation  :  alors  le  divilcur  >]ui  fublliiué  ain^,,  ré- 
luiroii  loute  l'éijuatioo  à  zéro ,  lêroit  la  valeur  de  x.  Bien  en- 
^du ,  que  uous  fuppofons  ici ,  qu'on  a  fait  palfer  cous  les 
srmes  de  l'équadon  dan^  un  feul  membre. 
'  Mais  cette  opération  lëroit  lôuvent  très-longue;  nouî  2I- 
ons  faits  vvir  à  quel  caraéiete  on  dillingue  ceux  qu'on  doit 
idmettte  Sf  ceux  qu'on  doit  ie|e[iet;  mais  auparavant ,  il  faut 
^xpalèr  comment  on  tcouv»  tous  les  divileurs  d'un  nombre. 

M  9.  Pour  trouver  tous  les  divtfeurs  d'un  nombre  ,  il  faut  le 
divifêt  fuccedivement  pat  les  nombres  premiers  par  lefquels  il 
jourra  être  divifé  ,  en  commençant  par  ies  plus  lîmples.  Se 
»niinuer  de  dîviler  par  le  même  nombre  tant  que  cela  ic 
.  Alors  on  écrit  à  pan  &  fur  une  même  ligne  tous  ces 
;s  premiers,  Si  chacun  autant  de  fois  gu'îl  apu  divîler. 
3nles  multiplie  enfuite,  deux  à  deux,  troisà  trois,  quatre 
l  quatre  ,  Sic;  ces  produits  &  les  nombres  premiers  qu'on  a 
rouvés,  &  l'unité  ,  forment  tous  les  divileurs  cherchés. 

Par  exemple ,  veut-on  avoir  tous  les  dïvifêurs  de  6ot  Je 
livift  60  par  1 ,  ce  qui  me  donne  3  o  ;  je  dîvilè  j  a  par  i ,  ce  qui 
ne  donne  i  j  ;  je  divilê  i  î  par  trois ,  ce  qui  me  donne  ;  ;  enfin 
e  divifè  5  par  î  ;  ce  qui  me  donne  i.  AinS  les  dîvîfèurs  pre- 
nîers  font  i ,  1  ^  ^  ,  ;  ^  je  les  multiplie  deux  à  deux ,  ce  qui  me 
Jortne  4,6,  10,  6,  10,  ij. 

Je  les  multiplie  trois  à  trois,  &  j'ai,  ii,  10,  jo  ,  jo^enGa 

uliipliant  quatre  à  quatre ,  j'ai  60. 
RÈiTemblant  tous  ces  djvitëurs,  en  rejetiant  cependant  ceux 
ui  (ê  trouvent  répétés ,  j'ai  ,  en  y  comprenant  l'unité  qui  eft 
ivl(èur  de  tout  nombte,         ....•> 
1,1,  3,4,Î,Ê,  'o.iî,  M.  10,  îo,  60. 
iio.  Suppofons  maintenant  qu'on  veut  fivoir  les  divi/èurs 
ommeniïirables  d'une  équation,  lorfqu'elle  en  a.  Par  exemple, 
'une  équation    du  quatrième   degré  ,  repréftntée    générale- 
lent  par  jc-'-|-;»\*-«-9M^-|-r3:-t--r  =  0.  Repréfentons  ce  dlvî- 
-ùr  par  a: -H  a;  alors  l'équation  propofée  peut  donc  (  iS;  )  être 
infidérée  "comme  ayant  été  formée  de  la  multiplication  de 
e-t-a  païun  fefteur  du  3°  degré  ,  tel  qiiex^-i-kx^-\-mx-i-ni 
nultïpllons  donc  ces  deux  faoeurs  l'un  par  l'autre  ;  nous  aurons 
x'-\-kx'  ■+-mx'^-i-nx-i-an-=o 
-^'ax^-i-akx'-+arnx 
li  devant  être  la  même  chofe  i^iie  x*+px'+qx''-hrx-\-s=^Oy 

Q 1) 
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donne  les  éijuaiïons  liuvantes  k+a^p,  nt-^ah=^,n-ham=:rf 
s  r-n         q-m        P'^ 

Suppofôns  donc  maintenant  qu'ayant  pris  pour  a  un  àeS 
divîlèurs  du  derntet  terme ,  je  veux  iàvoîr  s'il  peut  être  admis  ; 

les  ébattons  n= — ,  m= —  &c,  me  dllënt  ;  Divilez  le  der- 
nier terme  de  l'équation  par  ce  divîfêur  ;  reiranchez  le  quo* 
tient  du  coëiScient  de  :s  ,  &  divïfêz,  le  relie  par  ce  même  divi- 
faur  ;  retranchez  ce  lëcond  quotient ,  du  coefficient  de  x* ,  3r 
divilcz.  le  telle ,  encore  ,  par  le  même  dîvilèur;  &  continuer 
toujours  de  même  jutqu'à  ce  que  jous  iôyez  arrivé  au  coeffi- 
cient du  fécond  terme  de  l'équation ,  pour  lequel  voui  devei 
trouver  i  pour  quotient.  Si  le  diviftur  que  vous  avez  pris  ,  fi- 
tUfaii  à  toutes  ces  divilîons  ,  il  peut  sûrement  être  pris  pour  d; 
mai»  fi  l'une  feulement  de  ces  divilîons  ne  peut  être  faite  exaor 
lement ,  le  nombre  que  vous  avezchoifi  doit  être  rejeité. 

Comme  i'uniré  efl  toujours  divilêur  de  tout  nombre  ,  il  ell 
Tilïtile  qu'il  faudra  aulTi  tenter  t'uiiiié,  tant  en  ~H  qu'en  —  i 
mais  on  aura  plutôt  fait  pour  celle-ci  de  l'examiner  en  lïibfti' 
tuant  (ïicceflivement  -|-  i  &  —  i  au  iieu  de  x  dans  l'équation  j 
liibilitution  qui  eil  très-facile  ,  puilque  toute  pulITance  de  + 1 
elï  -I-  I  ,  &  que  toute  puiffance  paire  de  ~—  i  ell  -|-  i  ,  &  toute 
puilTance  impaire ,  —  i.  Si  ni  l'une  ni  l'autre  de  ce;  deas 
fubUiiutions  ne  dotme  o  pour  réfuliat  ,  alors  a  ne  peut  êlta 
ni-*-  i.ni  — I. 

Cela  foCé ,  voîcï  comment  on  procédera  à  l'examen  de  tous 
les  divi&urs  du  dernier  terme  ,  autres  que  l'unité. 

Suppolôns  qu'on  demande  iî  1  équation  x*~-9x>-\-i^x' — lo» 
•+-iî=:o  ,  a  quelque  divilêur  commenfurable  :  je  cherche  leï 
(livilcurs  du  dernier  terme  i  j ,  autres  que  l'unité  ;  les  ayant  troii- 
vés,  je  les  écris  par  ordre  de  grandeur,  (en  les  prenant  tant  en 
-H  qu  en  —  J  comme  on  le  voit  ici  i  la  première  ligne  des 
nombres,  «'—s^i-Hî**— loac+iî  :^  o 

Divifëursde  i  ;,....+  ij,4-jj-t-j,_   j,_jj— .15', 

—  ii,-iî,_iî,— iï,_i7^—  if 
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Je  diVilë  le  dernier  terme  -t-  'î  par  chacun  des  nombres  de 

a  première  ligne ,  &  j"écris  les  ijijoiients ,  pour  féconde  ligne. 

_  Je  retranche  chaque  tenue  de  la  lêconde  ligne  ,  du  cocffi- 

,  «ïcnt  de  X  ,  c'eft-à-dire ,  de  —  lo  ,  &  j'écris  les  reScs  pour  la 

,   troisième  ligne. 

"  Je  divift  chaque  terme  de  cellc-cî  par  le  terme  corre(pon- 
ini  de  I3  première  ligne  ,  8ci  metïire  que  je  trouve  un  quo- 
ent  exaft ,  je  l'écris.  Ici  je  n'en  trouve  qu'un  ,  lavoir  -+■  î  ; 
infî  je  fîiis  sûr  qu'il  ne  peut  y  avoir  qu'un  divilêur  conunen- 
f  lîirable.  Mais  lôic  qu'il  n'y  ^it  qu'un*quaEÏeni  exaâ ,  lôit  qu'il 
n  aï:  plufieurs ,  on  continuera  on  cette  manière. 
Je  retranche  chaque  quotient,,  du  coefficient  13  dea'.&j'é- 
(cris  les  reftes  pour  cinquième  ligne  ;  c'eJl  ici  1 3> 

Je  divile  ,  de  même  que  ci-devani ,  chacun  de  ces  redes  pae 
:rme  correlpondant  de  la  première  ligne  ,  &  j'écris  chaque. 
■  quotient  au-de!É)US  ;  c'efi  ici  —  6, 

Je  retranche  chacun  de  ces  nouveaux  quotients  ,  du  coëfà 
ncienc  —  9  dex'  \  j'écris  les  refiei  au-deffous  ;  c'efl  ïci  —  j- 

En&n  je  dïvilê  ceu.x-ci ,  encore  par  le  terme  correlpondant 
de  la  première  fuite.  Je  trouve  pour  quotient-^  i  ;  d'où  je 
conclus  que  le  terme  correlpondant  -  ;  ,  de  la  première  ligne  , 
eft  ,1  V  Si  que  par  confcquent  le  divileut  x -i- a  ,  ed  x  —  j  ; 
c'eft-à-dire  ,  que  x  —  ^  divife  l'équation  :  donc  3c  =  3  eft  U 
valeur  commenrurable  de  ,r  dans  l'équation  propofée. 

Non -feulement ,  par  cette  méthode  ,on  trouve  le  divifeut 
de  i'équatiou  ;  mais  on  trouve  encore  le  quotient.  Il  n'y  a  qu'à 
prendre  dans  la  colonne  qui  a  latisfait,  les  nombres  qui  fè 
trouvent  iùrks  lignes  de  numéro  pair  à  compter  de  la  pre- 
mière; ces  nombres  formeconi  le  dernier  lecme  ,  Si  les  coef- 
ficients fiiccelTifs.  de  x,x^,  xS  t&Cf  dans  le  fécond  fadeur  de 
l'équation,  Icî ,  par  exemple  ,  on  trouve  -  ï,-t-îi-6-J-i; 
j'en  conclus  que  le  fécond  faâeur  eft  ixi  -  6x'  -J-^a;  -  j  ,  ou 
jci  -  ea.-"-  -1-  î.k:-  5  ;  en  forte  que  VéqualioB  proposée  ,  cfl  1b 
produit  de  j!  -  î  par  «'  -  6x^  -)-  ï-*  -  ï» 

Nous  prendrons  pour  fécond  exemple,  l'équation  fii! vante 
«'-t-ix'  -î5:c-(-i4  =° 
Dîvifeursde  14 -|-i4i,-»-    7, -h   i» —   1,  —  7» — '4 


En  opérant  comme-  daoï  rexcmpk  précédent,  on  ne 'trouve- 
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que  le»  divîléure  7  &  1 ,  qui  iôutiennent  l'épreuve  julqu'à  la 
dernière  ligne;  mais  îe fécond,  c"efi-à-dire,  1,11e  peut  (âtîs* 
feite  ,  parce  que  le  dernier  quoiient  qu'il  donne  ,  ell  1 1 ,  au 
lieu  quil  doit  éire  1.  Ainfi  ïl  n'y  a  qu'un  dîvifeur  commenln- 
rable ,  Sf  c'eft  x-^-j. 

iti,  Cetie  méthode  s'applique  également  aux  équations 
littérales  ;  fi  elles  ont  le  même  nombre  de  dimenfions  daiu 
chaque  terme  ,  alors  on  n'écrira  en  première  ligne  ,  que  ceux 
des  divilëurs  du  dernier  terme  de  l'équaticn  qui  ne  font  que 
d'une  dimenlion.  Si  le  ncfmbre  des  dîmenfions  de  chaque  terne 
n'eft  pas  le  même,  on  le  rendra  lel ,  en  inirgduifànt  une  lente 
dont  les  puifTances  complètent  ce  nombre  de  dimenfions. 

Quand  le  nombre  des  dîmeniîons  eft  le  même  dans  chaque 
terme  d'une  équaiiofi ,  on  dit  alors  que  l'équatton  «fl  homoi 
gène, 

Ml,  Nous  avons  fuppoi?  que  le  premier  terme  n'avoii  au- 
cun coefficient  ;  s'il  en  avoit  un,  le  divilèur  au  lieu  d'éire 
Amplement  K-l- a,  fèrojt  en  général  mx-i-a;  &  m  feroit 

Suelqu'un  des  f.ifleurs  du  coefficient  du  premier  terme,  Alotî 
l'on  vouloii  faire  ufage  de  la  méthode  précédente  ,  il  feu- 
droit  pour  chaque  faâeur,  au  lieu  de  la  féconde  ligne,  employet 
cette  féconde  ligne  multipliée  par  m;  au  lieu  de  laquatrïemei 
employer  cette  quatrième  multipliée  par  m ,  &  ainfi  de  fuite  :  & 
n'admettre  pour  /i ,  quelles  termes  de  [a  première  ,  quï  auroieKl 
pour  correfpondants  dans  la  dernière ,  le  fécond  faâeur  du 
premier  terme  de  l'équation  propofée  ;  mais  il  fufïira  de  pren- 
dre en  ■+-  les  nombres  que  l'on  eflâiera  pour  m.  Au  refle ,  on 
peut  ramener  ce  cas  au  précédent ,  en  faifant  évanouir  ce  coëf-  | 
Kcient,  par  la  méthode  donnée  (  131  J, 

m,  Lorfqu'une  équation  n'a  pas  de  divilèur  coramenlûra» 
ble  du  premier  de^re ,  elle  peut  néanmoins  en  avoir  du  fé- 
cond. On  peut  trouver  ceux-ci  par  une  méthode  analogue  à 
celle  que  nous  venons  d'expolêr  ;  mai*  les  calculs  deviennent 
irès-loitgs.  On  aura  aurti-tôi  fait  en  cette  manière.  Repré- 
ftntei  ceftfteur  par  .v'  -t-mx-f^  n;  multipliez- le  par  un  autre 
fadeur  convenable  pour  produire  une  quantité  du  degré  de 
l'équation  propotée  ,  c'elî-à-dire ,  par  un  faâeur  du  troifieme 
degr_*,iel  que  x<  +ax' -{-èx-i-c  ,  fi  l'équation  propofïeeft 
du  cinquième.  Egalez  le  produit  terme  à  terme  avec  l'équa-  1 
tion ,  vous  aurez  amant  d'équations  particulières  que  d'iit- 
«onnues  o,  i,  c,  m,  n,  &c  De  ces  équations  vous  tirerez 
ïâfétnent  \es rieurs  dç <ï,  i^  ç,  ^ue  voi^s  fubfiiiuerez,  danf  ifii 

t J 
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)iqu3Ûotis  reliantes;  alors  vous  aaiez.  deux  équadons  qui  ne 
îrenfermeront  plus  d'inconnues  que  m  8c  n.  Chaires  m ,  par  les 
règles  données  (  ifi?  ) ,  8:  cherchez  les  divifèurs  commenfu- 
rablcs  de  l'équation  en  n.  Vous  aurei  la  valeur  de  i ,  par  le 
moyen  de  laquelle  &  de  la  valeur  de  m  en  n  que  vous  aurez 
■en  éliminant ,  vous  détermineres  m  ,  &  pat  conftquent  le  fac- 
leDr  x^  •+■  mx  ■+■  n. 

On  voit  par-là ,  comment  on  doit  s'y  prendre  pour  itouver 
les  fafteurs  commenfurables  des  ;  '  ,  4*" ,  &c ,  degrés. 

JJe  l'Extraâion  des  racines  des  quantités  en 

partie  commenfurables  ^  &  en  partie 

incommenfurables. 

114.  Les  équations  qui  (è  réiôlvent  à  la  manière  de  cellee 
du  ^cond  degré  (  173  )  conduïfènt  à  des  expreflions  de  cette 

leK  7  -I-  1*^,  ou  K  i6-(-iî  /)  ,  ou  &c.  Ces  quantités 
peuvent  fouvent  être  ramenées  i  ne  renFermer  que  des  quan- 
'  es  rationnelles  &  de  amples  radicaux  quarrés  ;  ou  feulement 
s  radicaux  quarrés;  ou  encore,  des  radicaux  quarrcs ,  multi- 
pliés ou  divifés  par  un  radical  (împle  de  même  degré  que  le  ra- 
dical fupérieur.  Voyons  comment  on  doit  s'y  prendre  pour  les 
quantités  de  la  forme  j/"  C  -h  V'u. 

Je  reprélënte  cette  quantité  par  ^  m-^V  n  ^  miin  écant 
deux  inconnues,  j'aurai  donc  V   C-^V  D  =  V m-\-Vn;  en 

rrant ,  il  vient  C-t-t/D  =  /n-t-ï  V  ^+  n.  Comme  j'ai 

K  inconnues  &  urte  feule  équation ,  je  Jîiîs  maître  de  dcier- 
mmer  l'une  de  ces  inconnues  par  telle  condition  que  je  vou- 

;  je  puis  donc  fiippofer  iV^ ^  =  V  D  ,  &  alors  l'équatîon  fê 
réduit  à  C  =  /n  +  «;  je  quatre  la  premieTede  ces  deux- cl  ,  & 
la  féconde;  j'ai4mn  =  D&/n'-(-i,m/H-n'  =  C=;jereiranche 
la  première  de  ces  deux  équations-ci ,  de  la  lêconde  ,  &  j'ai 
im'-—.ïmn  -|-n'=C--D;  d'où  l'on  voit  que  pour  que  m  &  n 
lôient  comme nlïirables  ,  il  faut  que  la  râleur  de  C  "■  -  D  foit  un 
quarré  ,  puifque  m' -  im fi-H n*  eft  un  quarré.  Tirant  donc  la 
e  quatrée  ,  on  aura  m  -  n  =KC'  -D  ;  or  nous  avions  , 
ci-delTus  ,  m  -i-  n  =  C  ;  ajoutant  &  retranchant  ces  deux  équa- 
tions ,  &  dlvifint  par  t  on  aura  m  —  f  C-t-î  Ï^C  — D,  & 
j  =  i<:  — i|/^C'  — D;doncKC-t-\'D  = 
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VC  1  C  -t-  i  /ô"^n>  +  t^  I C  —  i  v'ôTd  ;    or    quoique 

chacun  iei  deux  lermcs  de  ce  (ècond  membre  renferme  deia 
radicaux ,  cependant  chacun  n'en  aura  Téruablemem  qu'un 
feul ,  lorlque  J^  C -h  v  ï)  Cen  réduaible  ,  puif^u'alocs  C'-D 
fera  un  quarrc  ,  ainG  que  nous  venons  de  le  voir, 

■Prenons  pour  exemple  la  quar.rité  (/  7H->  «ï:ic!,C=7» 
t/D=*'4^  »  &  par  conlèqutnt  D  :^  48 ,  donc  C'-D=:49-48— '  1 
8t  y'C 0=^  I  T=  J  ;  on  aura  donc,  en  fubfli tuant  dans  la  for- 
mule (jue  nous  venons  de  trouver ,  [/"  7  ^  y'  ^  ^V  r  +  i 
H-V^f  ^  ^  =1^  4-1-1  '  j^si-f-v"  î ,  Si  l'on  aveit  J^  i  H-  év  Ti 
en  faifant  pafTer  6  fous  Iç  iëcond  radical  {  1 11  )  ,  on  auroit 
'  j/'  ii-i-v' 7Ï1  que  l'on  trouvera  de  même  fe  réduire  à  j-t-i'ii 

Pour  Iëcond  exemple,  nous  prendrons. .-■• 

1^4  j.,-  -i-i{.i-i-c')(a-c:)V^^i  que  nous  avons  dit  ci-delTui 
(  iiî  ),  valoirC(H-^)-+-  (il— f)v^  i.Sil'onftit  paHer 
t  (.iH-i.-)  (  rt  —  c)  (ôus  le  radical  v' —  I ,  la  quantité....... 

l^^ac-  -t-î  Ca-t-t)  (a  —  t)i/  —  i  ,  devient i 


■t'^^-'-K  — 4-(a  +  ^')Ma-g)';doneC=4ae, 

»^D=V^-4  [fl-f-*-)'  («— '^)' ,  ouD=-4(a-H0'  (('— i^)'-=- 
4ii*-t-8a'f'-4t*  idoncC  -D^  1  Sa-c^ -t-  ji,a*  -Sa^e'  -t-A'^* 
=4a*-l-8a'c»-t-4c4  ;  donc  Ï^C*-D=  1  (  a'  -H  c'  )  ;  donc  II 
formule  devrent  alors  Kiiic -t- 17-  -t-f'  -^-Viac  —  a' — c*, 
c'e(l-à-dire ,  V{a-\-e':'-k-V''{  a^c  J'  x  —  i ,  qui  (è  réduit  à 

Si  au  lieu  de  V^C  -<- 1^  D  ,  on  a  volt  V^C  — i/D,  aulieudiÇ 
V ^C-^^  i^cC^D-\-V^  '-C^WçriTî, ,  on  aurolt....^ 

tif .  Voyons  maintenant  les  quantités  de  la  forme -,■ 

K  C  -f-  /  D.  S!  l'on  peut  tirer  exaftement  la  racine  cubîquo 
de  la  quantité  repréiëniée  par  C  -f-  K  D ,  cette  racine  ne  peu! 

^ire  qu'une  quantité  de  celle  focine  m  v't-t-v^it.»/n  ;  car  .fi 
l'on  fuppofoit  qu'elle  peut  renfermer  deux  radicaux  quarrés  , 
le  cube  en  renfermeroit  deux  auffi ,  ainfi  qu'on  peut  le  voie 
rn  Qubani  V  g-i-y'  h.  Mais  on  voit ,  par  Je  même  moyen  , 


J 
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[u'elle  peut  renfermer  un  radical  cube ,  tel  que  Ai.  Cela  pofli 


;aIlons  doncV'  C  -t-  l^l>=m  P'k-t-y'kyn;  noas 
Encub3nt,C-(-*'D=:m'  k-t-  ^m'-  k  ^^71+^  m  k  n-t-  k  n 

=  iH'k-i--,mkn-i-(,-im'-k-\-kn)  f^n;  égalant  donc  !a  pi 
Tationelle,  à  la  partie  îrrationelle  ,  nous  aurons 

ïa   première  équation  &  la  féconde,  on  aura 

D--■--57^■'A'n^-  ém'-k'n'-  -t- i'n* ,  ôtC^^m'*' -f-6m'i'n -I- 
reiranchant  la  première  de  ces  deux  é.]uaiions  ,  de 
la  (êcorde  ,  on  a  C=— D=m'A'  -  jm'A-n  +  ;m'ji'n'  -  A'ni , 
,  niuItipJiant  tout  par  A  ,  C  '  A  -  D  A  =  ra'  itî  — jni'  kin-+- 
jm'A'n' — A'rt!  ;  tirant  la  racine  cubique  ,  il  vient  ni'i — n,(^ 

,.              ,             Vi.C'~D)k  , 
:  par  conlequent  m  — «= j 


KC'*  — D*; 


î  foit  rationel ,  &  par  conréquent ,  pour 

racine  cubique ,  il  faut  que  (  C'  —  D  )  i 

peut  loujou       '  ""  ""' 


donc  pour  que 

queC+/D 

■ioit  lin  cube  ex.ift  ,  ce  que  l'on  peut  lotijours  obienii 

îiaiit  pour  k  un  nombre  convenable  ;  car  *  efl  ablôJumeni  ar- 

faiiMire,  en  forte  i^ue  fi  C  — D  efl  un  cube  parfait ,  on  fera 

it  =  i.Faifons  donc  pout  abctgerK  (.C* — D)t^^;  nous 

k 
aurons  m"-  —  n^^^p ,  Se  parconféquentn^m'  — /i;fubftîiuant 
cette  valetir  dans  Tiqnaiion  C  =  tn>k~i-^mkii ,  il  viendra, 
Bprès  les  réduiSjons  fjiies,4*'n'  — jpkm  —  C^o.  Afin  donc 
que  m&n  lôîent  rationels ,  il  faut  que  la  valeur  de  nt  urée  de 
cette  dernière  équation  ,  foit  rationelle  ;  il  ûudra  donc  cher- 
cher le<  divîléurs  coniroenfurables  de  cette  Équation  {  ito  ) , 
q^ui  ne  peut  manquer  d'en  avoir ,  fi  m  &  n  peuvent  être  ra- 
tioneb ,  c'efl-à-dire  ,  fi  la  quantité    propolce  efl  fîilcepiîble 

d'une  racine  cubique  de  la  forme  m  V  k-i-  ^k,  f^n. 


Prenons  pour  exemple  ,  la  quantité  y  lo  -t-  14  y  î\  nous 

avons  donc  ici  C  =1 10  ,  /■'  D  =  14  t^t. ,  &  par  conlequenl 
C'^400  &D  =  î9i ,  donc  C'-^D=8  ;  c'eft-à-dire ,  un  cube  : 

i 

Je  puis  doncfdirei:=i.  Ce]apo(5,j'auraidorcï/'(C' — D)i 

-» ^^/'S  ^  ï ,  &par  con(ëqueniaUffi/f=  i.L'èquatîon 


^km'  -'^pkm-C=:o,  deviendra  donc  401' -^m-io  : 
en  divilant  par  *  ,  im'  -  jm  -  10  ^  o  ;  je  fai 

j»=  i  pour  faire  dîlparoitre  (191  )  le  coefficient  du  premier 

3 
terme  ,  &  j'ai,  toute  rédutSion  faite,  >'  — 6y —  40  =  0,  qui 
(  110  )  a  pour  divilêut  commenfurable  y  — 4  ;  donc  y  =  4, 
fcpit  conféquentffi  =  s  ;  or  l'équation  fi=m' — ^  ,  donne 


w  =  4  — »  =  i  ;  dcmcJ^io-Hi4  /'i  =  i-k^i. 

i  , 

Prenons  pour  fécond  exemple  ,  la  quantité  K  yi  -*-  30  /'j. 
Ici  nous  avons  C=:ît,  ^"0=30/^5;  par  conféqueotCC=i 704» 
.  D=:»7oo;doncCC-D  =  4;  donc  pour  que  (  CC  -  D  )  J  de- 

vienne  un  cube ,  U  faut  (ûppoftr  k^z  ;  &  alors  K  (CC-D)* 


ou/i,devïe 


yi 


-=1  =  1;  l'équaiion  ^kmi  —  ^pkm — C=9, 


devient  doncSm'-Éni -îi^o;fai(ânt  tm=y,  on  a  y'— jy— 
îi  =  o,quia  pour  diviftur  commenfurable >'-4;doDC^"— 4 1 
R  pat  conïcqueni  m  =  1 5  d'ailleurs  l'équation  n:^m'  -~fi 
donnent  4 —  i  =  3.  Ayant  donc  m  ^  2,n;=î,A:=»t 


1  doit  fe  conduire  pour  Irt 


on  aura  K   5 1  -h  jo  *"  3 

On  voit  à  préiènt  ■ 
quantités  plus  élevées. 

De  la  manière  d'approcher  des  racines  des 
Equations  compojè'cs. 

iï6,  La  métliode  que  nous  allons  expo(êr  pour  approcher 
de  la  valeur  de  l'inconnue  dans  les  équations  ,  fuppolè  qu'on 
ait  déjà  une  valeur  de  cette  racine  ,  approchée  feulement  juf- 
qu'à  Û  dixième  partie  près.  Voyons  donc  comment  on  peut 
le  procurer  cette  première -valeur.  Prenons  pour  exemple, 
l'équation  xi  —  ^  k  -f-  fi  =  o. 

Je  fubllituc  dans  cette  équation ,  au  lieu  de  a;  ,  plulîeun 
nombres  tant  pofîiifs  que  négatifs  ,  ju(qu'à  ce  que  deux  fub- 
flitmions  confécutives  me  (ionnenc  deux  réfultais  de  fîgnea 
contraires.  Lorfque  j'en  ai  rencontré  deux  de  cette  qualité  , 
je  conclus  que  la  valeur  de  x  efl  entre  les  deux  nombrçs  guj  , 


i 
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^b/litucs  au  lieu  de  x  ,  ont  donné  ces  deux  réfûliais  ,  en  (ont' 

e  Ci  ces  deux  nombres  ne  diflerent  l'un  de  l'auire  que  de  la 

Ibîiîenie  panîe  ,  ou  moins  de  la  dixième  partie  de  l'un  d'entre 

^èux  ,  j'ai  la  valeur  approchée  que  je  cherche  ,  en  prenani  l'un 

l'autre  ,  ou  un  milieu  entc'eux. 

Mais  s'ils  différent  davantage  ,  alors  j'opère  comme  on  va 

Je  fubffiiue  dans  l'équatïon  «'  —  ^x-t-  6-^oles  nombres 
c>»'»^)îi4i&c;  mais  je  m'apperçois  bientôt  qu'ils  don- 
nent tous  des  réfùlt^ts  pofiiifs  ,&  que  cela  iroic  louj.^urs  de 
Tiiéme    i  l'infini.    C'eft    pourquoi  je    fubfljtue   les  nombres 
|>  —  I ,  —  1,  -^  3 ,  îïc ,  ce  qui  me  donne  les  réfïiltais  fuivancs  ; 


s«^/; 


RefuUa 


Je  m'arrête  donc  à  ces  deux  derniers  ,  &  je  conclus  que  l'une 
«des  racines  efl  entre  —  i  &  —  ;.  M;iis  tomme  ces  nombres 
âifierenc  de  i  ,  qui  ell  plus  grand  que  la  dixième  partie  de 
1 ,  je  prends  un  milieu  entre  les  deux  nombres  ,  c'elî- 
,  que  je  prends  la  moitié  —  2  ,  î  de  leur  fomme  —  %.le 
fiibflitue  —  1  ,  s  au  lieu  de  x  dans  l'équation  ,  &  je  trouve 
your  réfultat-H  1  ,  875  ,  c'eft-à-dire,  une  quantité  polïtive  ; 
|e  conclus  donc  que  la  racine  ell  entre  —  1  ,  î  &  —  j. 

je  prends  un  milieu  entre. —  1 ,  ;  &  —  3  ;  c'efi  —  1 ,  7  >  en 
négligeant  au-delà  des  dixièmes. 

Je  lûbfiiiue  —  1,7  dans  l'équation  ,  au  Heu  de  x  ;  je  trouve 
pour  rélûliat  —  0,18;,  c'eft-à-dire  ,  une  quantité  négative. 
Donc  puilque —  1  ,  ï  adonnéunréfullal  pofitif ,  &que  ■ —  i,  7 
en  donne  un  négatif,  la  valeur  de  jc,  eft  entre  —  1,  j  &  — 1,7  ; 
or  ces  deux  nombres  ne  différent  que  de  o ,  1  qui  efl  plus  petit 
que  le  dixième  de  chacun  d'eux  ;  donc  la  valeur  de  .x  efl  (  en 
prenant  un  milieu  entre  deux  )  —  1,6  à  moins  d'un  dixième    . 

Ayant  aîniï  trouvé  un  nombre  qui  ne  dïlfere  pas  de  »? , 
d'un  dixième  de  la  valeur  de  cece  même  quantité  ,  je  (ûppofë  x 
^gal  à  ce  nombre  plus  une  nouvelle  inconnue  \  ;  c'efl-à-dire 
Ici ,  je  fiippofe xr=  —  i,é-l-T;&je iùbflitue cette ^uan tité,aa 
"j^adex  >  dans  l'c^uaiion  ;  mats  comme  \  eQ  tout  atf  plus  un 
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dixième  de  la  quanliiéi ,  £;quepirc<infcquent  (On  [}uarré< 
ttJUi  au  plus  la  ceniîeme  partie  au  quarré  de  celui-ci  ;  lôn  i 
tout  au  plus  la  millième  partie  du  cube  de  celui-cî ,  Se  aînfi 
liiiie  ;  je  néglige  dans  ce((e  iittiflituiion  toutes  les  puilfances 
de^  3U-defIusdela  première;  &  aËn  de  ne  pas  faire  decalcuU 
inutiles ,  je  n'admets  dans  la  formation  du  cube  de  —  i ,  6  -J-  f 
(  &  des  autres  puiifances  s'il  y  en  avoii  )  que  lei  deux  precnien 
termes  que  doit  donner  la  rsgle  donnée  (  14P  ), 

Pour  fubfiituer  avec  ordre  ,  j'ccris  c«mme  on  le  voit  ici; 

*1=C  — l,6  +  î)>=(-i,é)'  +  î(-i,fir-ï 

-t-6    ^-hé 

RcunifTant  donc,  j'aurai  pour  le  réiûltat  de  la  lûbfliiutîon » 
(— ï,0'-«-,î  (—»,«)'. î,-î-(-i=0-ïî-i-'5  =  o.»''." 
bifant  les  opérations  indiquées ,  Se  lei  rûduâions ,  i  ^  ,  i^l  + 

ei^—— ,qui  en  réduifânt  endé- 
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Ii1i4=o;d'o' 

cimalei ,  donne  ^  s=  —  o ,  09  ;  quantité  dans  laquelli 

ËjufTe  la  divifion  que  Jufqu'A  un  cliiffre  (ïgnîficatif  reulement, 
n  général ,  il  ne  faut  la  poulFer  ,  que  iufqu'à  autant  de  chiflliei 
fignificatifi  ,  (  y  compris  le  premier  qu'on  trouve  ) ,  qu'il  y  a  de 
places  entre  celui-ci ,  &  le  premier  chiffre  de  la  première  valeur 
approchée  de  x  ;  ici  entre  9  (  qui  eft  le  premier  chiffre  fignU 
ficatifdu  quotient  0,09  )&  t  (  qui  efi  le  premier  chiffre  de  t,6) 
première  valeur  approchée  de  *  ,  il  n'y  a  qu'une  place  ;  c'eB 
pourquoi ,  je  m'arrête  au  premier  chiifre  (îgnificatlf  9. 

La  valeur  de  x  ^  (avoir  s;  =:  — 1,6  -Hï,  devient  donc;e=a 
—  1,6  —  o>os,  c'eft -à-dire  ,  k^—.  i,ey. 

Pour  avoir  cette  valeur  de  x  plus  exaflement,  je  CippoIëaM 
tuellement  k  =  —  i,6j  -f-  i'. 

J'aurai  donc       x'  =  (  — 1,69  )' -4- J  {-2,69)^-1 
— r*  =  —  î  (  — i,6?)-ï* 


Et  par  conféquent ,  après  les  opérations  faîtes 


.IJIO» 


La  valeur  de  j:  ,  (àvoic:ç  =  — i,fip-f-f,  devient  dont: 

X  =  —  1/9  +  o, 000904  = —  1,689096, 

Si  l'on  veut  pouflèr  plus  loin  ,  on  fera  x  =  —  i,ÉSfios6. 
*h  U]  &  0D  (ë  conduira  de  la  même  mjiRiece, 
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Prenons ,  pour  lêcond  exemple ,  l'équacioD , . . , 


ïjj 


,  OR  trouvera  que  la  valeur 

li,  en  fiabftùuant ,  &  négli- 


=0,  &  pac 

le  borne  aux  cetitîe- 


En  s'y  prenant  comme  ci-delTiis 
!  X  approchée  i  moins  d'un  dÎKÎer 
JefeisdoncK^=i,î  -i-^.  J'aui 
géant  ï'  ,  ï^ ,  Sec. 

—   î*  =  -3(i,î)  — ;^ 
+  i7  =  -*7i7 
Donc,  touieréduâîon  faîte,' — o,;  8  jS'^  17,811 
,--                       0-S839 
«ronfequent  ï  =:  — —  = 

mes ,  par  la  même  raifôn  que  ci-dEfTus.  La  valear  de  x  tA 
donc  w t=  1,5  —  0,03  =  l,^7._       _ 

Pour  approcher  davantage  ,  je  fais.t;  :^t,i7-t-r,  Bt  fubflî- 
tuani,  j'aurai .« 

**=Ci,i7r-t-4(»,ï7r  ' 

—  4*>  =  — 4  Ci,ï7  )'—'»(  1,17)' ï 

—  ix  =_îCi,i7j  —  î( 
H-i?    =-f-i7 

'Donc,  toute  redudion  faite,  —  c,o4î9îîî?"i  8,046468  r=:o  ; 

'°'"""— «.— confe 


18,046463 


<i;,&  paici 


guent  x  ::=  1,167;, 

Réflexions  fur  la  Méthode  précédente, 

n.  La  méihûde  que  nous  venons  d'expofèr  ,  &  qui  efl  due 
i  Newton ,  exige ,  comme  on  vient  de  le  voie ,  que  ion  trouve 
deuxnombres  qui  fubilitués  dans  l'cquatLon,  donnent  deux  ré- 
fultats  dont  l'un  (ôic  pofîtif  &  l'autre  négatif.  Nous  avons  dît 
iqu'iLy  auroit  toujours  une  racine  de  l'équation  qui  (êroii  com- 
prilë  entre  les  deux  nombres  qui  ont  donné  ces  deux  rélûlcaq  ; 
'&  cela  efi  facile  i  voir.  Car  G  l'on  lûppolè  que  la  plus  petite 
valeur  de  x  (bit  reprélèntée  pat  a ,  &  que  celle  qui  eft  imniédia- 
lement  plus  grande ,  lôït  6,  en  Jôrie  que  x  —  ii  Six  —  b  (oient 
deux  fââeuTs  de  l'équation ,  îl  ell  vîlïble  que  (î  au  lieu  de  x  on 
fubflitueun  nombre  polîiif  plus  petit  que  u  ,  k—û  devient  né-» 
Sati/,  Et  li  l'on  AibAilue  un  nombre  gofttif  plus  gr^d  que  a  , 
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la  puiflance  aftiielle.  La  règle  eft  donc  démontrée  pout  le  caS 
où  toutes  les  racines  lônt  égales. 

Suppotôns  actuellement -^ue l'on  ait  ( x -,-/•)'" x{x -^d)", 
en  développant  de  même  {x-i-l')'"8c{x  +  d)'',&  niiilti- 
pliant  les  deux  tcfultats  l'un  par  l'autre;  G  vous  multipliez  en- 
liiile  chaque  terme  ,  pac  l'expoùni  de  *■ ,  vous  trouverez  de 
ncme  par  le  calcul  ,  que  le  céfultat  n'eQ  auire  cholè  que 

m(x^_«^"^'<(»:-^-'')''-|-"{«-^*rxf.r-^-0''~^ 

dont  le  commun  diTifeur  avec  (x-i- t)" xix-t-d)'  eH 
{x-^l')"'~'  x(x-i-  d)"~'  Se  ainiî  de  fiiîte  ,  quelijue  lôit 
le  nombre  des  fafteurs  x  -t-  l>  i  x-i- d,  &c. 

De  la  manière  if  avoir  les  Racines  imaginaires 
des  Equations. 

>"  iip.  Quoique  les  racines  imaginaires  des  équations  .(ôledl 
fufceptibles  de  bien  des  formes  dirtl-rentes  félon  le  degréde  l'é- 
quation ,  néanmoins  on  peut  les  ramener  toutes  à  cetie  forme 
x=a-i~if' — i}"!  &*  étant  de  quantités  réelles  poli tïves  ou  né- 
gatives. La  démondraiion  rigoureufe  de  cette  proportiion  ,  noui 
menetoit  trop  loin:  on  la  trouvera  dans  les  j«em.  del'ÂcarClîe 
£trlin,ann.  1746,01) IH.  d'Alcinbert,Au(eurdeccttedéq)onAr» 
fion  ,  fait  voir  qu'en  même  temps  qu'une  des  valeurs  de  ^pwt 
être  reprélèmée  pat  û  -+-  ^  /^  —  i  ,  il  j'  en  a  qne  autre  qui  doit 
être  exprimée  par  it  —  b  t^ —  i  ;d'où  il  fuit  1°,  qu'il  n'y  a  que 
les  équations  de  degrés  pairs  qui  pniflênt  avoir  toutes  leurs  ra- 
cines imaginaires. 

1' ,  Qu  une  équation  quî  a  toutes  fts  racines.  îffiaginaîrrt  j-telï 
dceompolàble  en  fdâeurs  du   fécond  degré    de  cette  forme 
<  w  — .1— è/^  — i)x(.-î  — fl-t-A>^— !,c*eft-à-Jire,éMAc-   j 
leurs  réels  du  lêcond  degré  ;  puifqu'en  fitifant  la  œuliiplicailan  ,    ', 
on  a  ï*  —  lajc-f-ffii-t-^î;  quantité  oii  il  n'y  a  )1  tus  d'imaginaires. 
Donc,  lorlqu'une  éauation  a  toutes  (es  racines  Imaeinaires  ,    | 
fi  l'on  cherche  à  la  decQmpofer  en  faâeurs  ia  fecand  degré  tek 
jue  .-ï^  ■+•  gx -^  h  ,  l  ce  que  l'on  fera  de  Ja  manière  qui  a  été    ! 
îiidIquée(i,i})],réquaiîonen/iaura  sûrement  quelques  racinv 
■ïéelles;doncon  pourra  toujours  avoir  ces  racines  ,  au  moini 
par  approximation.  Donc  dans  quelque  équation  que  ce  foif^   ' 
on  peut  toujours  avoir  les  racines  lôît  léelles ,  lôit  imaginaires  , 
•au  moins  par  approximation, 
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SECONDE    SECTION, 

Dans  laquelle  on  applique  l' Algèbre 
à  l'Arithmétique  &  à  la  Géométrie. 

12  3  O*  JL^ANs  le  petit  nombre  d'applica- 
tions que  nous  avons  données  dans  la  Sec- 
tion précédente  ,  on  a  dû  remarquer   que 
I  lorfqu*une  fois  une  queftion  a  été  mife  en 
'  équation ,  ce  qui  refte  à  faire  pour  parvenir 
à  la  réfoiution  y  eft  uniforme  pour  toutes  les 
queftions  du  même  degré.  Tout  fe  réduit  à 
dégager  Tinconnue  ou  les  inconmfes  ;  &  cela 
fe  fait  par  des  règles  qui  font  toujours  les 
mêmes,  quelque  différentes  que  puiflent  être 
d'ailleurs  \ts  quantités  que  Ton  a  à  confidérer 
dans  chaque  queftion  ,  &  quelque  différentes 
que  foient  elles-mêmes  ces  queftions ,  pourvu 
qu^elles  foient  du  même  degré. 

Ces  règles  difpenfent  de  beaucoup  de  rai- 
fonnements  qu'on  auroit  à  faire  fi  Ion  vouloit 
fe  paffer  du  fecours  des  équations  ;  raifon- 
nements  qui ,  indépendamment  de  leur  nom- 
bre y  feroient  encore  fouvent  par  leur  nature  3 
au-deffus  des  efforts  ordinaires  de  Tefprit. 

Algèbre^  R 


E 


Cour 

Nous  avons  fait  preflentir  au0i,  par  quel- 
ques exemples  ,  combien  il  étok  avantageux 
de  repréfentcr  par  des  fignes  généraux  | 
chacune  des  quantités  qui  entrent  dans  une 
queftion  ,  alnfi  que  les  opérations  que  l'on  a 
à  faire  fui"  elles  i  mais  indépendamment  des 
avantages  que  nous  avons  vu  devoir  réfulter 
de  cette  méthode ,  il  en  eft  encore  un  grand 
nombre  d'autres  que  nous  allons  faire  con- 
noître  en  préfentant  les  équations  fous  un 
point  de  vus  plus  étendu  que  nous  ne  l'avon»' 
tait  jufqu'ici.  ' 

LorK^ue  l'on  a  repréfenté  d'une  manière 
générale  chacune  des  quantités ,  foît  con- 
nues ,  fuit  inconnues  qui  entrent  dans  une 
queftion ,  &  que  l'on  a  exprimé  ,  par  des 
équations  ^  toutes  les  conditions  qu'elle 
renferme ,  on  peut  alors  abandonner  tota- 
lement de  vue  la  queftion ,  pour  s'occuper 
uniquement  de  ces  équations  ôc  de  l'ap- 
plication des  règles  qui  leur  conviennent. 
Alors  11  l'on  a  bien  préferit  à  l'efprit  ce  que 
l'on  eft  convenu  d'entendre ,  foît  pat  les 
lignes ,  foit  par  la  difpofiùon  des  lettres , 
chaque  équation  devient ,  comme  un  livre» 
où  l'on  peut  lire ,  avec  plus  de  facilité  ,  Ics^ 
différents  rapports  qui  lient  les  quantités  led 
unes  aux  autres.  On  peut ,  par  différentes  ap-^ 
plications  des  règles  expofées  dans  la  pre- 
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Hère  Seclîon ,  donner  à  ces  équations  de 

HouveHes  formes    qui    rendent  encore  ces 

apports  plus  faciles  à  faifir.  En  un  mot , 

_é*n  peut  les  confidérer  comme  le  dépôt  des 

'  iropriétés  de  ces  quantités  ,  &  des  folutions 

înérales  d'un  grand  nombre  de  queftions 

'on  n'avoit  point  en  vue ,  qu'on  ne  foup- 

mnoit  pas  même  tenir  de  fi  près  a  la  quet 

m  principale. 

En  effet,  puifque  les  régies  qui  fervent  à 
rouver  les  valeurs  des  inconnues  ,  ont  toutes 
pour  objet  de  ramener  chaque  quantité  in- 
connue à  former  feule  le  premier  membre 
d'une  équation  dont  le  fécond  feroît  corn* 
pofé  de  toutes  les  aurres  quantités ,  Se  que 
ces  régies  font  évidemment  applicables  à  cha* 
Gune  des  quantités  qui  entrent  dans  ces  équa- 
tions y  il  eft  vifible  qu'on  peut  toujours  ,  par 
ces  mêmes  règles ,  parvenir  à  avoir  feule  dans 
Un  membre,  l'une  quelconque  des  quantités 
qui  entrent  dans  une  équation ,  &  n'avoir 
sjue  les  autres  dans  le  fécond  membre.  Alors 
k)n  efî  dans  le  même  cas  que  li  l'on  avoit  eu  à 
réfoudre  la  queftion  où  toutes  ces  dernières 
feroient  connues  ,  &  celle-îà  ,  feule  ,  incon- 
nue. On  voit  donc  qu'une  même, équation 
léfout  autant  de  queflions  différentes  qu'elle 
ftnferme  de  quantités  différentes.  Rendons 
cela  fenfible,  par  des  exemples. 

Ri; 
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.jrz-   ^"ous  avons  vu  {Aruh.  aoS\ 

..  .^rî*  quelconque  d'une  progreflS 

,  ■  Ljue  croifTame  étoît  compofé  du  pi 

ius  autant  de  fois  la  différence  cod 

_.:c,  qu'il  y  a  de  termea  avant  celui  qi 
.ot;  confidere. 

Si  donc  on  repréfente  par  a  la  valeur  ni 
niérique  du  premier  terme  ;  par  u  ,  celle  t 
terme  dont  il  s'agit;  par  (/,  la  difîi?reni 
commune  ,  ou  la  raifon  de  la  progreffior 
Ce  enfin  par  /; ,  le  nombre  total  des  terme 
alors  !e  nombre  des  termes  qui  précedei 
îe  terme  u  ,  fera  exprimé  par  n  —  i  ;  & 
propofitîon  que  nous  venons  de  citer  pour 
fe  traduire  en  langage  algébrique ,  par  cet 
équation  ;u:=j-4-(/i  —  i)i,  qui  réfout 
qveiiion  où  connoilfant  la  raifomî' d'une  dp 
gielTion ,  le  nombre  n  des  termes  ,  &  la  vale 
a  du  premier  ,  on  demanderoit  quelle  dç 
être  la  valeur  du  dernier  u.  ) 

Mais  piiifqu'il  entre  quatre  quantités  dà 
cette  cquation ,  je  dis  qu'elle  réfout  quat 
queftions générales.  En  effet, 

i"  ,  Si  l'on  regarde  a  ,  comme  l'inconiB 
&  que  l'on  en  cherclie  fa  valeur ,  fuivant  i 
règles  de    la  première  Sedion  j   on   au 


r 
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m=su — {n — i)^,  qui  nous  apprend  que  le 
premier  terme  d  une  progreflion  arirhmctique 
•oîflante  fe  trouve  en  retranchant  du  dernier 
Su ,  la  différence  d  prife  n  —  i  de  fois ,  c'eft-à- 
fiirc ,  la  différence  prife  autant  de  fois  moins 
Sine  qu'il  y  a  de  termes  en  tout. 
'  a^  y  Si  Ton  regarde  n  comme  l'inconnue , 
3'équatîon  u  =  a-+'(n  —  i) (/,  qui  n'efl  autre 
choie  que  u^=a^nd —  d  y  donne  en  tratif- 
(pofant  yîid  ^=  u  —  a  *^dy  &en  divifant, 

7Z=:  ' — 2 —  ^===  "7"  "+•  ^  >  9^^  ^  apprend  que 

connoîflant  le  premier  terme  a  ,  le  dernier  u 
&  la  raifon  d^  d'une  progreflion  arithmé- 
tique y  je  fçaurai  combien  il  y  a  de  termes  y 
en  retranchant  le  premier  du  dernier  ,  divi- 
fant le  refte  par  la  raifon  i,  &  ajoutant  une 
unité  au  quotient*  Par  exemple  ,  fi  je  fçai» 
que  le  premier  terme  d'une  progreflion  eft  j"  , 
le  dernier  37 ,  &  la  différence  2  ;  de  57  je 
retranche  5  >  ce  qui  me  donne  32  qui  éranc 
divifé  par  la  différence  2  ,  donne  16  auquel 
ajoutant  i ,  j'ai  17  pour  le  nombre  des  termes 
de  cette  progreflion. 

5^,  Enfin  5  fi  je  regarde  d  comme  l'în- 
connue  dans  Téquation  u=^a'^{n*--  v)  d  y 
j  aurai  y  en  tranfpofant ,  {n  —  i)  d  -u  —  a  y 

&  en  divifant  par  n  —  i  yd  =!^j3j^^  qui  m'ap- 
prend que  pour  connoître  h  différence  qui 

R  ii] 
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doit  régner  dans  une  progrefllon  arithmé- 
tique ,  dont  le  premier  terme ,  le  dernier  &  le 
nombre  des  termes  font  connus,  il  faut  re- 
trancher le  premier  du  dernier  ,  &  dîvifei 
le  refte  par  le  nombre  des  termes  moins  ua 
Cette  règle  revient  à  celle  que  nous  avonj 
donnée  (  Ârich.  20p  )  pour  trouver  un  nom- 
bre déterminé  de  moyennes  proportion- 
nelles entre  deux  quantités  données.  Noui 
avons  dit  qu'il  falloir  retrancher  la  plus  petite 
de  la  plus  grande  ,  &  divifer  le  refte  par  le 
nombre  des  moyennes  augmenté  d'une  unité, 
ce  qui  eft  évidemment  la  même  chofe ,  puif- 
que  le  nombre  des  moyennes  eft  moindre  de 
deux  unités  que  le  nombre  total  des  terme) 
de  la  progrellion. 

La  feule  équation  u  =  a  -h  (n  —  \)d. 
nous  donne  donc  la  réfolution  de  quatre  queP 
tions  générales  ;  c'eft-à-dire ,  nous  met  eq 
état  de  réfoudre  celle-ci  qui  les  comprend 
toutes  quatre  :  De  ces  quatre  chofes  ,  le  pre- 
mier terme ,  le  dernier  ,  le  nombre  des  terme! 
&  la  différence  d'une  progreffion  arithmétF 
que ,  trois  quelconques  étant  connues  j  trou- 
ver la  quatrième. 

232.  Toute  autre  propriété  générale] 
énoncée  auffi  d'une  manière  générale  ,  noul 
conduira  par  les  mômes  moyens  ,  à  la  réfc 
Judon  d'autant  de  quelîions  différentes  qui 
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intrera  de  quantités  dans  J'énonce  de  cette 
'propriété. 

Par  exemple  ,  c'eft  encore  une  propriété 
des  progreflions  arithmétiques ,  qyttpour  avoir 
la  fomme  de  tous  les  termes  de  quelque prosref- 
Jion  arithmétique  que  ce  Joit  ^  il  faut  ajouter  le 
premier  terme  avec  le  dernier ,  6"  multiplier  U 
réfuliatpar  la  moitié  du  nombre  des  termes. 

Ainfi  ,  pour  avoir  la  fomme  des  cent  pre- 
miers termes  de  la  progrefTion  -j—  \.  j.  y.  7. 
&c.  dont  le  centième  eft  ipp  :  au  dernier  199 
j'ajouterois  le  premier  terme  1  ,  6c  je  multi- 
plierois  le  réfultat  200,  par  yo ,  qui  eft  la 
moitié  de  100,  nombre  des  termes,  ce  qui 
me  donne  loooo ,  pour  la  fomme  des  100 
premiers  nombres  impairs. 

Nous  allons  démontrer  cette  propriété  ,' 
dans  un  Jnftant  ;  maïs  pour  ne  point  perdre  de 
vue  notre  objet ,  fi  en  confervant  les  mêmes 
dénominations  que  ci-devant  ;  nous  nom- 
mons, de  plus  ,  s  la  fomme  de  tous  les  ter- 
mes ;  nous  aurons  pour  la  tradudion  algébri- 
que de  cette  propriété  s  =  (a-+-a)  x— . 

Cette  équation  nous  met  en  état  de  re- 
fondre cette  queilion  générale  qui  en  com- 
prend quatre.  t)e  ces  quatre  chofes  ,  le  premier 
terme ,  le  dernier ^  U  nombre  des  termes ,  &  la 
Jcmme  de  tous  les  termes  d'uneprogrejjion  ariîh- 
Riv 
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métique,  trois  étant  connues  y  trouver  la  ^^^t 
En  effet,  i^ ,  fi  Ton  connoît  a,  u  Ôctz^ 
Téquation  donne  immédiatement  la  valeur 
de  5,  20,  Si  Ton  connoît  a^  u  àis^  pour  | 
avoir  ri ,  on  chaffera  le  divifeur  a  y  îx,  l'on 
aura  2^  =  (d:  ^-  z^)  x  /z  ou  (a  -4-  r/)  x  /z  ==  2^  - 

&  en  divifant  par  a  -+-  r^ ,  /z  =  -—  équation 

où  n  eft  connu ,  puifqu*on  (uppofe  que  Ton  , 
connoît  les  quantités  a  j  u  Sx.  s  qui  entrent 
dans  fa  valeur.  3®  &  4^ ,  Si  Ton  connoît  a^s 
ixn^ouUyS&cn^&i  que  Ton  veuille  avoir  u 

ou  a  y  on  reprendra  Téquation^  =  (j-+-zz)  x  —  ^ 

chaffant  la  fradion  ,  onz  2s  =  {a ^  u)xn; 

divifant  par  /z ,  il  vient  tz  -f-  zz  =:  ^;  d'où  Ton 

tire  ^  =*  ^  —  a  y  qui  fatisfait  à  la  première 

qucftion ,  &  a  ==——//  ^  qui  fatisfait  à  la  fe- 

conde. 

Démontrons  maintenant  la  propriété  que 
nous  venons  de  fuppofen 

Il  eft  évident  que  Ci  nous  continuons  de  re- 
préfenter  le  j^remier  terme  par  a,  &  la  diffé- 
rence par  ^,  nous  pouvons  repréfçnter  toute 
progreffion  arithmétique  croiffante  par  la  fui- 
vante  -f-  a  .  a-^  d.a-¥'2d.a-+'^d.a-k-^d.a,-\-<yd. 
^-i-  6d  j  &c.  Concevons  que  ,  fous  certe 
progrcfTion  arithmétique,  on  falTe  répondre 
terme  pour  terme,  la  même   progrciTion, 
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tnais  dans  un  ordre  fçnverfé  ,  on  aura  .  •  •  • 

^^a-^éd.a-^^d^a-h^d.a-h^d.a^id.a^d.a. 

Gbmmc  ces  deux  progreflions  font  égales , 
il  eft  évident  que  la  fomme  des  termes  de 
Tune  des  deux,  eft  la  moitié  des  deux  réu- 
nies ;  or  fi  Ton  y  fait  attention ,  on  voit  que  le» 
deux  termes  correfpondants  font  &  doivent 
toujours  faire  une  même  fomme ,  &  que  cette 
fomme  eft  celle  du  premier  fie  du  dernier 
terme  de  la  première  progreffîon  ,  réunis  ; 
donc  la  totalité  des  deux  progreflions  fe  trou- 
vera en  ajoutant  le  premier  &  le  dernier  terme 
de  Tune ,  6c  prenant  ce  réfulcat  autant  de  fois 
qu  il  y  a  de  termes  ;  donc  pour  Tune  feulement 
de  ces  deux  progreffions ,  il  faudra  ajourer  le 
premier  &  le  dernier ,  prendre  ce  réfaltat  > 
feulement  moitié  autant  de  fois  qu'il  y  a  de 
termes ,  c'eft-à-dîre ,  le  multiplier  par  la  moi- 
tié du  nombre  des  termes. 

2  3  3-  Les  huit  queftions  générales  que 
nous  venons  de  réfoudre  ,  tiennent  donc 
à  deux  principes  feulement^  favoîr^  celui 
que  nous  avons  énoncé  (  251  )  &  celui  que 
nous  avons  énoncé  {2-^2).  Et  puifque  leur 
réfclution  fe  tire  immédiatement  des  deu^j 
équations  qui  font  la  tradu£tîon  algébrique 
de  ces  deux  énoncés ,  on  voit  comment  à 
l'aide  de  TAlgebre  ;  on  peut  faire  découler 
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d'une  même  fourcc  toutes  les  vérités  qui  ea 

dépendent. 

Quoique  ces  propriétés  ne  foient  pas 
toutes  également  utiles  ,  cependant  comme 
elles  font  fmiples  ,  elles  en  font  d'autant 
plus  propres  à  faire  bien  fentir  l'ufage  des 
équations.  C'eft  pourquoi  nous  continuerons 
d'expofer  cet  ufagCjen  les  prenant  encore 
pour  exemple. 

Dans  ce  que  nous  venons  d'expofer ,  nous 
n'avons  confidé'é  qu'une  feule  équation  à 
la  fois.  Mais  fi  deux  ou  un  plus  grand  nom- 
bre d'équations  qui  expriment  des  propriétés 
différentes  de  quelques  quantités ,  fe  trou- 
vent avoir  quelques  -  unes  de  ces  quantités 
qui  leur  foicnt  communes ,  alors  on  peut 
encore  en  dériver  un  très -grand  nombre 
d'autres  propriétés ,  &  cela  avec  une  très- 
grande  facilité.  Par  exemple  ^  les  deux  équa- 
tions fondamentales  des  progreflîons  arith- 
métiques ,  favoir  u  =  a-h  (n  —  i)  dScs  = 
(  a  H-  u  )  X  ~  ,  ont  trois  quantités  communes 
entr'ellesj  fçavoîr  a  y  u  on  n.  Si  Ton  prend 
fucceflivement  dans  chacune  de  ces  deux 
équations  la  valeur  de  l'une  quelconque  de 
'  ces  trois  quantités  ,  &  fi  l'on  égale  enfuite 
■ces  deux  valeurs,  on  aura  une  nouvelle 
équation  dans  laquelle  cette  quantité  ne  fera 
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plus  ,  &  qui  exprimera  le  rapport  que  les 
quatre  autres  ont  entr'elles  ,  indépendam- 
ment  de  celle-là.  Par  exemple ,  fi  je  prends 
<îans  chaque  équation  la  valeur  de  j ,  j'aurai 
ces  deux  valeurs  a  =  u  —  {n  —  1)^5  & 

a  = u  ;  donc  en  égalant ,  j'aurai  u  — 

(n  —  I  )  d  =x  -' — :/,équation  de  laquelle, 

en  confidérant  fuccefïivement  u,  n  y  d  Se  s 
comme  inconnues ,  je  tirerai  comme  ci-def- 
fiis ,  quatre  nouvelles  propriétés,  générales 
des  progrelïîons  arithmétiques.  Par  exemple , 
en  regardant  s  comme  inconnue  ,  je  tirerai 

znu — n.(n  —  i)d        •  i  i 

S  = ^^ qui  me  donne  le  moyen 

de  connoître  la  fomme  d'une  progreffion 
arithmétique,  par  le  moyen  du  dernier  terme, 
de  la  différence  ,  6c  du  nombre  des  termes , 
puifqu'il  n'entre  que  ces  trois  quantités  & 
des  nombres  connus ,  dans  le  fécond  membre. 

Si  au  lieii  de  chaffer  ou  d'éliminer  a ,  nous 
euflîons  éliminé  u ,  ou  n  ^  nous  aurions 
eu  5  de  même  ,  pour  chaque  élimination  , 
une  nouvelle  équation  qui  auroit  renfermé 
quatre  des  cinq  quantités  a  ^  UjUydyS.'&c 
en  confidérant  liicceflivement  chacune  de 
ces  quatre  quantités  ^  comme  inconnues, on 
tireroit  de  chaque  nouvelle  équation  quatre 
nouvelles  formules,  qui  font  autant  d'ex- 


aïs  C  o  V  K  $ 

prenions  dîfF^rcntes  des  quantités  c,  u,n,d^à, 
cxprertions  dont  chacune  a  fon  utilité  para 
culierc ,  feîon  que  dans  la  queftion  qu'on  prq 
pofera  relativement  aux  progrelTions  arithmii 
tiques  ,  on  connoitra  telles  ou  telles  de  cd 
quantités.  Par  exemple  ,  fi  l'on  me  demandoi 
la  fomme  de  tous  les  termes  d'une  progredic^ 
arithmétique  ,  dont  on  me  feroit  connoitra 
le  premier,  la  différence,  &  le  nombre  c' 
termes  j  alors  comme  le  dernier  terme  m'ç 
inconnu ,  j'éliminerois  « ,  &  j'aurois  une  équ 
tion  qui  ne  renfermant  plus  que  ayn^d^s 
tnef croit  aifément  connoître  j.  i' 

Concluons  delà  que  les  deux  équatioj 
u  ~a-¥{n. —  i)d^s  =  {a-\~u)  x  —  donnent 
la  réfolution  de  toutes  les  quefiions  qu'on 
peut  propofer  fur  les  progreflions  arithmé- 
tiques ,  lorfqu'on  y  connoit ,  immédiatement , 
trois  des  cinq  quantités  a,u,nydjS, 

Donnons  ici  quelques  applications  des  pro- 
greflions arithmétiques. 

2  34-  Suppofons  qu'on  demande  combien 
la  bafe  d'une  pile  triangulaire  de  boulets , 
dont  le  côté  fcroit  de  6  ^  contiendroît  de  ces 
boulets. 

Il  efl:  facile  de  voir  que  le  nombre  des 
boulets  de  chaque  bande  parallèle  au  côté  S 
i  Fig.  2  )  ,  va  en  diminuant  contitniellemenC 
de  i  &  fe  réduit  enfin  à  i .  2°^  Que  le  nombre 
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des  bandes  eft  6,  Donc  il  s'agit  de  trouver 
la  femme  des  termes  d  une  progreflîon  arith* 
«nétique  dont  le  premier  .eft  i  ,  le  dernier  6 , 
&  le  nombre  des  termes  6.  J*ajoute  donc  le 
premier  1  avec  le  dernier  5 ,  &  je  multiplie  le 
réfultat  7 ,  par  3  moitié  du  nombre  des  ter- 
mes ,  ce  qui  me  donne  21  pour  le  nombre 
des  boulets  de  la  bafe  de  la  pile. 

235*  Nous  avons  vu ,  en  Géométrie,  que 
pour  avoir  la  furface  d'un  trapèze ,  il  falloit 
ajouter  \qs  deux  côtés  parallèles ,  &  multi- 
plier la  moitié  de  leur  fomme  ,  par  la  hauteur 
de  ce    trapèze.  On  peut  démontrer  cette 
même  propofitîon  par  le  principe  que  pous 
venons  de  donner  pour  fommer  une  progreC- 
iion  arithmétique.  En  effet ,  on  peut  fe  re- 
préfenter  le  trapèze  ABDC  (  Fig.  3  )  comme 
compofé  d'un  nombre  infini  de  trapèzes  infi- 
niment  petits^  tels  que  bcihy  cdki.  Or 
il  eft  facile  de  voir  qu'en  fuppofant  tous  ces 
petits  trapèzes  de  même  hauteur  ,  chacun 
diffère  de  fon  voifin  toujours  d'une  même 
quantité ,  favoir  ,  du  petit  parallélogramme 
cefg  y  en  tirant  ce  &  Z^^paralleles  à  A  A:;  car 
gfki  eft  égal  à  bgih^  èccde  eft  égal  ^bcg^ 
en  forte  que  le  trapèze  cdki  ^z  de  plus  que 
le  trapèze  b chi ,  le  petit  parallélogramme 
cejg  y  qui  fera  toujours  de  même  grandeur , 
tant  qu'on  fuppofera  ces  trapèzes  de  même 
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hauteur.  Cela  tétant ,  tous  ces  trapèzes  i 
ment  donc  une  progreffion  arithmétique  doj 
le  premier  terme  eft  le  trapèze  contigu  à  Am 
&  le  dernier  eft  le  trapèze  contigu  à  Cl 
donc  pour  avoir  la  totalité  de  ces  trapezt 
ou  la  furtàce  du  trapèze  ABDC ,  il  faut  prt 
dre  les  deux  petits  trapèzes  extrêmes  &  ] 
multiplier  par  la  moitié  du  nombre  de 
les  trapèzes;  maïs  comme  on  les  fuppofe 
niment  petits  ,  on  peut  prendre  à  la  place  <i 
deux  trapèzes  extfêmes  ,  les  deux  lignes  A. 
&  BD  i  &  pour  le  nombre  des  trapèzes  ,  on 
peut  prendre  la  hauteur  IH;  \\  faut  donc  mul- 
tiplier la  fomme  des  deux  lignes  ^jB  &  CD  y 
par  la  moitié  de  la  hauteur  ///,  ou  la  moitié 
de  la  fomme  des  deux  lignes  AB  &  CZ>,  par 
la  hauteur  IH.  D'où  l'on  voit  que  fi  AB  eft 
zéro  ,  auquel  cas  le  trapèze  dégénère  ea 
triangle,  il  faudra  multiplier  la  bafe  de  ce 
triangle  ,  par  la  moitié  de  fa  hauteur,  ce  qui 
s'accorde  parfaitement  avec  ce  que  nous 
avons  démontré  en  Géométrie. 

De  la  fommadon   des  piiifTanccs  des 

termes  d'une  progreffion  Arhhmé- 

tique  quelconque» 

235.  On  vient  de  voir  que  le  principe 
de  la  fommation  des  termes  d'une  progref- 


A 
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lion  arithmétique  peut  avoir  quelques  appli-* 
cations  en  Géométrie.  Il  en  a  encore  dans 
piufieurs  autres  ^rencontres.  Il  eft^  par  exem- 
ple, la  bafe  de  la  fommation  des  quarrés, 
des  cubes ,  &c ,  des  termes  d*une  progrellîoa 
arithmétique;  &  la  fommation  de  ces  puit 
Tances  a  aufli  Ton  utilité.  Nous  allons  nous 
en  occuper  un  moment.  Mais  auparavant ,  il 
efl:  à  propos  de  faire  obferver  que  quand  on 
ie  propofe  de  fommer  une  fuite  de  quantités 
qui  croiflent  ou  qui  décroiffent  fuivant  une 
loi  connue ,  l'objet  eft  de  déterminer  la  fomme 
de  ces  quantités  par  la  connoiflance  de  quel- 
ques-unes d*entrelles ,  de  leur  nombre ,  &  de 
la  quantité  qui  marque  la  loi  de  leur  augmen- 
tation ou  de  leur  diminution. 

Pour  réfoudre  cette  queftion ,  on  peut  tou- 
jours ,  comme  pour  toute  autre ,  faire  ufage 
du  principe  que  nous  avons  donné  (  Ôj  ). 
Mais  comme  ce  principe  fuppofe  que  fi  Ton 
connoifToit  la  quantité  cherchée ,  on  feroit 
en  état  de  la  vérifier  ,  ce  qui  ne  peut  fe 
faire  fans  connoître  au  moins  quelques-unes 
de  fes  propriétés ,  effayons  donc  de  trouver 
les  propriétés  des  fuites  des  quarrés  ,  des 
cubes ,  &c ,  des  nombres  en  progreflion  arith- 
métique. 

Soient  donc  û  ,  b  ^  c  ^  d  ^  &c ,  piufieurs 
nombres  en  progreflicn  arithmétique  donc 
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ja  différence  foîc  r.  On  aura  i" ,  £  = 

2°,  En  quarrant,  on  aura  if'=  a'  ■ 
7-*jC*=  è*  H-  2  ^r-f-r',i/'«=c'  -+ 
r%  e*  =  t/'  -f-  2  i/r  •+-  r'. 

3°,  En  cubant,  on  aura,  i^=-  c'-+-  3iz"i 

Si  l'on  ajoute  maintenant  les  équations  c 
quarrés  ,  entr'elles  i  &  celles  des  cubes  an| 
entr  elles  ,  on  aura  ,  après  avoir  effacé 
termes  égaux  ôc  femblables  qui  fe  trouveroB 
dans  différents  membres,  i", c''^û' 
-4-  2.br  H-  acr.H-  3.dr  -+-  4/^  ou  e*  =  où 
{a -ir  h  -k- c^  d)  -+-  4f'  ,■  &  l'on  voit  qij'S 
p;énéral  fi  le  nombre  des  quantités  a^b^c^ 
*cc ,  étoit  marqué  par  n  ,  que  la  dernierefl 
marqué  par  u ,  ôc  la  femme  de  toutes  < 
mêmes  quantités,  par  s' ,  on  auroitù' 
rf*  2/- ( i'  —  u)  ->r{n  — ■  I  )  r',  car  ^r  eft  r 
tipUé  par  toutes  les  quantités  a^h  , 
excepté  ia  dernière ,  6c  r'  eft  ajouté  à  ] 
même  autant  de  fois  qu'il  y  a  dcquatioti 
c'eii-à-dire  ,  autant  de  fois  moins  une  qu'îr 
a  de  quantités  a  ,  è  ,  c  ,  &c.  Or  cette  ëqd 
tioii  renfermant  i' ,  il  eft  aîfé  d'en  tirer '| 
valeur  de  cette  quantité ,  fit  par  conféqu' 
i'expreflion  de  la  fomme  de  tous  les  tert 
d'une  progreflion  arithmétique.  Cette  vak 
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'.  Si  l'on  ajoute  de  même  les  équations 
ides  cubes ,  on  aura  ,  après  avoir  effacé  les 
quantités  femblables  &  égales  qui  fe  trou- 
veront dans  difî"érents  membres  e'=^a^-^-^a'r 

C  eiî-à-dire , e'^û'  H-  3 r (a* -4-3'  H-c^H-i') 

-  jr*  (a  -+-  è-t-  c-4-  i/)  -t-4r%  où  l'on  voit 

I  que  la  quantité  qui  multiplie  3  r ,  eft  la  femme 

de  tous  les  quarrës  excepté  le  dernier  ;  que  la 

quantité  qui  multiplie  jr' ,  eft  la  fomme  de 

toutes  les  quantités  excepté  la  dernière ,  & 

qu'enfin  le  cube  r'  a  été  ajouté  à  lui-même 

autant  de  fois  qu'il  y  avoit  d'équations  ,  c'eft- 

à-dire  ,  autant  de  fois  moins  une  qu'il  y  a  de 

quantités  ;  par  conféquent,  en  général ,  &  en 

l  nommant  s",  la  fomme  des  quarrds  ,  u  le  der- 

f  nier  terme ,  on  aura  a'  =  a'  H-  ^r  {s"  —  u') 

\-3r^is'  —  u)-hin—  i)r\ 

Donc,  connoiffant  le  premier  terme,  Je 

dernier ,  la  différence  /■  &  le  nombre  des 

^termes  ,  on  pourra  avoir ,  par  le  moyen  de 

cette  équation  ,  la  valeur  de  s",  c'eft-à-dire  , 

L  de  la  fomme  des  quarrés  ;  car  la  quantité  s' a 

|été  déterminée  ci-deHus.    Si  donc  on  fub- 

lilitue  pour  s' ,  fa  valeur ,  on  aura  u'  =a'  -h, 

^r  (/'—  U-)  -*-  sr)  ("'"'''7"-'')+;i-i.  r>, 
Algebrs.  s 


f      i! 


—  ^.  n  —  I  .r-+-2.n— i.r^ 
les  opérations  ordinaires,  donne 


Cours  ^^ 

-  €rs"  —  tfra*  -+•  5/u*  —  j/a' 
qui  aprc« 


Si  l'on  prend  de  même  les  quatrièmes  puiP 
fances  des  équations  è=:û-t-r,  c=^èH-r&c, 
qu'on  les  ajoute  &  qu'on  les  traite  de  la  même 
manière  ,  on  trouvera  de  même  la  femme  des 
cubes.  On  s'y  prendra  de  même  pour  trouver 
la  femme  des  puifTances  plus  élevées. 

2  37'  Donnons  maintenant  quelques  ap- 
plications de  la  fomme  des  quarrés. 

Si  l'on  fuppofe  que  la  progrelTion  arithmé- 
tique dont  il  s'agit ,  foit  la  fuite  naturelle  àes 
nombres  ,  à  comnicneer  par  l'unité ,  c'cil-à-  < 
dire ,  foit  1,2,3,  ôcc. 

Alors  on  aura  a  =  i ,  r=  i  Scu  =  nf  car, 
en  général ,  u  eft  =  a-f-/i  —  i.r,  qui  de- 
vient ici ,  a  =  i  +n —  I  =  n.  La  valeur  de 
s"  deviendra  donc  s"  =  ■^''  TZ-l"^^"  TJ~*'"~* 

6  9 

■c'eft-à-dire ,  s"  =  '-^'-^^  ^  n  ''"'-^f-^^> 

Suppofons  maintenant  qu'on  veut  favoir^ 
combien  il  y  a  de  boulets  dans  une  pile 
quarrée  dont  on  connoît  le  nombre  des  bou- 
-icts  d'un  des  côtés  de  la  bafe.  Il  efl;  évident 
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le  cette  pile  eft  compofée  de  rangs  paral- 
les  à  la  bafe  qui  font  tous  des  quarrés  dont 
!  coté  va  continuellement  en  diminuant 
;  I  à  compter  de  la  bafe  ,  ou  en  augnien- 
nt  de  1  à  compter  du  Tommct.  La  totalité 
t  donc  la  fomnie  des  quarrés  de  la  fuite  na- 
relle  des  nombres  ,  prife  jufqu  au  nombre 
qui  marque  le  nombre  des  boulets  d'un 
es  côtés  de  la  bafe  ;  cette  totalité  eft  donc 


:primée  par  '^ — T~~ — "  >  c'eft-à-dire ,  que 
>ur  l'avoir  ,  il  faut  fuivre  cette  règle  ...  ; 
iu  nombre  des  boulets  d'un  des  côtes  de  la  bafe. 
■  à  [on  double  ajoftte'^un  ;  mulûpUc^les  deux 
ifaltats  l'un  par  l'autre  ,  &  leur  produit  par 
nombre  même  des  boulets  ;  &  prenei^/e  fixie- 
e  de  ce  dernier  produit.  Par  exemple  ,  fi  la 
lile  quadrangulaire  a  6  boulets  de  côté  }  à  6 
fon  double  12  ,  j'ajoute  1  ,  ce  qui  me 
onne  7  &  1 3  ,  qui  multipliés  l'un  par  l'autre 
anc  j)  I  i  je  multiplie  celui-ci  par  6  ,  ce  qui 
lit  î4f5,  dont  le  fixieme  91  eft  le  nombre  des 
loulets  de  la  pile. 

Lorfque  la  pile  n'a  point  pour  bafe  un 
[uarré  ,  mais  un  parallélogramme  ,  il  faut  la 
loncevoir  partagée  en  deux  parties  {Fig.^) 
dont  l'une  eft  la  pile  quadrangulaire  donc 
nous  venons  de  parler ,  &  dont  l'autre  eft 
prifme  dont  00  évaluera  la  totalité  des 
Si; 
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boulets  en  multipliant  le  nombre  des  bou] 

contenus  dans  le  triangle  FBG  par  le  nombre' 
des  boulets  de  l'arrête  BC.  Quant  au  nombre 
de  boulets  contenus  dans  le  triangle  BGF,  on 
l'aura  en  multipliant  la  moitié  du  nombre  des 
boulets  du  côté  FG  par  ce  nombre  augmenta 
de  I. 

238.  Nous  avons  vu  en  Géométrie  ,  que 
pour  avoir  la  folidité  d'une  pyramide  ou  d'un 
cône  quelconque  ,  il  falloit  multiplier  la  fur- 
face  de  la  bafe  ,  par  le  tiers  de  la  hauteur.  On 
peut  le  démontrer  auffi  par  la  formule  delà 
fbmme  des  quarrés.  Mais  auparavant ,  il  faut 
remarquer  que  fi  dans  la  formule 


s"  z=  '""^  '"' — -  j  on  fuppofe  que  le  nom- 
bre n  des  termes  eft  infini  ,  cette  formule  fe 
réduit  à  y  =—  ou  à  caufe  que  u  =  n  ^  ainll 
que  nous  l'avons  vu  ci  -  deffus  ,  s"  ^  — 
=u* .  — ,  En  effet ,  fuppofer  que  «  eft  infini^ 
c'eft  fuppofer  qu'il  ne  peut  plus  Être  augmenté 
par  aucune  quantité  finie  :  ainfi  pour  que  le 
calcul  exprime  la  fuppofition  que  l'on  fait* 
que  n  eft  infini ,  il  faut  néceflairement  regar-1 
der  n~h  i  Sidij  comme  étant  la  même  chofe, 
&  2/z  -h  I  &  2/z ,  comme  étant  aulTi  égaux, 
entr'eux  :  alors  la  formule J 

s":^  ~ — '-7-— — ■  ^6  change  en  s"  ==*->^ 
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<^  3  3^  3/ 

mettant  pour  n  fa  valeur  u ,  dans  /z*. 

Cela  pofé  ,  nous  avons  démontré  (  Geoml 
H01  ) ,  qu'en  concevant  une  pyramide  comme 
compofée  de  tranches  parallèles  à  la  bafe ,  ces 
tranches  étoient  entr'elles ,  comme  les  quar- 
rés  de  leurs  dîftances  St  au  fommet  (  Fig.  j^)  ; 
donc  en  concevant  la  hauteur  partagée  en 
une  infinité  de  parties  égales,  les  diflances 
fuivront  la  *  progreflion  naturelle  des  nom- 
bres ,  &  les  tranches  fuivront  celle  de  leurs 
quarrés  ;  donc  la  fomme  des  tranches  fe 
trouvera  de  la  même  manière  que  celle  des 

quarrés  ;  or  la  formule  s^=^u^ .  —,  fait  voir 

qu  il  faut  multiplier  le  dernier  des  quarrés  , 
par  le  tiers  de  leur  nombre  ;  il  faut  donc  , 
pour  avoir  la  fomme  des  tranches,  multi- 
plier la  dernière ,  c*eft-à-dire ,  la  bafe ,  par  le 
tiers  du  nombre  des  tranches  ,  c  eM-dire  ^ 
par  le  tiers  de  la  hauteur. 

23^*  Si  l'on  veut  avoir  la  formule  générale  pour  la  (ônSna-* 
rien  des  puifTances  des  termes  d'une  progreflÎQn  arithmétique 
quelcon(jue  ^  il  faut  remarquer  qu'en  général  on  aura  .  •  .  •  • 

X  ^3 

^     >».  9-.     .  771- 1  ,^     .    .  771-1    777— î. -^ 

UJ 


*"=:a*+m.a"-V4-m.- 


I. — . — oT'-ir'-h&e. 
3 


&  par  contèquent ,  en  ajoulant ,  réduifim  &  repréfentani  pit 
/("-',//"-',/'"'-*>  &c,  la  fomme  des  puiOânces  m— i, 
ra-i,  m-î,&c,  de  tous  les  lermes  ,  &  par  u  le  dernier  [eriue, 
on  aura  en  général  . 


■=a'"+mr(/t"---""'-')+"« 


-'C/^- 


.-). 


■  &c, 


d'où  l'on  voit  (ju'en  fuppolânt  fuccefliv 
m^î,  /n^4  ,  &c,on  aura  les  formules  de  la  (ôromation  de 
toutes  les  puiffances.  Car  en  fuppolânt  m^  i  ,onau^a+r 
(/("-«-');  T  /'=/  ,  c'eft-à-dire ,  la  fomme  d'autani  i\mii 
qu'il  y  a  de  termes ,  Siu?=  •.  En  fone  qu'au  lieu  deJi''U°y<m 
peut  prendre  n  -  i.  En  (ûppolâm  ra=  ^  ,  on  a  jj'  :^  a^  +  ir 
(/i-tt)-t-''  {Jf-u") ,  qui  donne /i  puîlqu'on  contioit  la  valent 
de/t°.  Suppofensm=3  ,  onaurau' ^  tf* -t- ^r  (yr'-H')-|-î(* 
(/,^,  -.  ri  i/r-u') ,  qui  donnera/!^  ,  puilqu'on  connoJt/(Sr 
/t'.  Enfin  fi  l'on  lïippolê  m=^  ,  on  aura  u*=u*  +  4r(Jti-w') 
+  ér'('yî'-u')-H4'-'  {/(-") -l-'-«(/(°-u°)  qui  donnera/iJ, 
puifqu'on  tonooit  ft'fft  8c/i°,  &  ainfi  de  lîiite  à  l'infini. 

t4o.  Loriqu'une  fois  on  lait  trouver  la  (ômme  des  puiffâncci 
de  plufieuri  nombres  en  ptogreffioii  ariihmétique  ,  U  efl  fort 
aifé  de  trouver  celle  d'une  infinité  d'autres  efpeces  de  pro- 
^relTions.  Par  exemple  ,  lî  ayant  une  progreiTion  arithmé- 
uque  ,  telle  que-^j  .7.11.1^.13,  Sic.  on  conqoît  qu'on 
ajoute  tiicceffivemcnt  les  termes ,  on  formera  la  fuite  î  ,  ro  , 
Il  ,  jS  ,  îï  ,  &c ,  que  l'on  peut  fommer.  Et  fi  l'on  ajoute  de 
même  les  termes  de  celle-ci,  on  aura  la  lùite  }  ,  1; ,  -,4,70, 
ii(  ,  &c  ,  qu'on  peut  pareillement  iômmer  ;  Il  en  fera  de 
même  des  termes  de  celle-ci ,  ajoutés  de  la  même  manière ,  & 
ainfi  à  l'infini. 

En  cfFer ,  I4  (ômme  des  termes  de  la  progtelBon  arithmétique^ 

eB  s  ■=^  !  *H-  u)  X  — ^ ,  ou ,  en  mettant  pour  u  û  valeur  u  =s 


«)x 

«I  '+  r .  »"  I  ,  : 

exprime  donc  un  ici 
pour  avoir  la  fomme  1 

mer  la  fiilie  des  quani 

en  mettant  (îiccelTiv< 
grefiion  naturelle  i  , 


=  (.«^ 


valeur  deï-^ 

ique  de  la  féconde  fîiiie.  Donc 
e  la  lëconde  fuite,  il  faut  fom- 


s  que  dornerc 
:nt  pour  n  toi 
,  3  .  &C'  Oi 


;  les  nombres  de  la  pro- 
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r  T 

^n  + —  «*—  — n,  dans  laquelle aScr  refiant  toujours  les 

mêmes  ,  quelque  valeur  qu'on  donne  à  n ,  U  efl  clair  que  pour 
ibmmer  toutes  les  quantités  repré&ntées  par  an,  il  fùfHt  de 
lômmer  les  quantités  reprélèntées  par  n  ;  &  multiplier  cette 
l!bmme  par  a  ;  or  la  Comme  des  quantités  reprélèntées  par  n  , 
cft  la  rbmme  de  la  progre(&on  arimmétique  des  nombres  natu- 

T  T 

rels.  Le  railbnnement  eft  le  même  pour  —  n,  A  Tégard  de  -  n*, 

puisque  r  rede  le  même ,  quelque  nombre  que  Ton  (ùbftitue 
pour  ;x,  on  (bmmeradonc  toutes  les  quantités  représentées  par  n^^ 
c'eâ-â-dire,  qu'on  prendra  lafbmme  des  quarrés  des  nombres 

Viaturels ,  &  on  la  multipliera  par —    Ainfi  pour  la  fbmme 

*         n . 
Ses  quantités  an  ^  on  aura  a  •  ( n  -f- 1  )  • — j  P^U'  celles  des 

quantités — n  >  on  aura  —  .n-^  i, —  ;  &  pow  celle  de« 
quantités -T-  n^,  on  aura —  .   ■  ..      ? 5  en  (orte  que  la 

lônune  des  quantités  ^  «  H n*  — —  n^  ou  la  (omme  des 

termes  de    la    (èconde    fiiite  ,    fera  â  •  n  -4-  i  . 

—  —  .  n-H  I  ,  —    qui  le  réduit  a  a  •  n -f- 1^ 

O  1  X  ^ 


7i  72—  I  •  71  •  72  -H  I        ^  .^  ,  «     fl 

Ht-. ;  &  puiique  chaque  terme  de  la 

troifîeme  fuite  ,  efl  la  fômme  des  termes  de  la  féconde ,  on- 
iômmera  cette  troliieme  en  fbmmant  les  difierenies  parties 
de  ce  dernier  réfùltat ,  qui  n'exigera  encore  que  des  iômma- 
tions  des  puiflânces  de  la  fuite  naturelle  des  nombres ,  &  ainfî 
a  l'infini.  Si  Ton  fîippofè  â=^i,  8c  rz=zi  y  c'efl'à-dire ,  fî 
la  progredion  primitive  eft  la  fiiîte  des  nombres  naturels ,  les 
progreffions  dont  il  s'agit  aéhiellement ,  deviennent  alors  ce 
qu*on  appelle  les  nombres  figurés^  C'efl  par  cette  dernière 
formule  ^u'on  peut  trouver  le  nombre  des  boulets  d'une^  pile 
triangulaire  :  comme  on  a  ,  dans  ce  cas ,  a  =  i ,  &  r:=  1  » 

,,     /•      #1    •    \  72-4-1     n-f-2 

elle  le  réduit  a  n . , _ 

Sir 


a8o 
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On  peut  de  même  fômmer  tes  fuites  que  l'on  formernt  en  I 

ajoutant  ia  luite  da  quartés ,  ou  la  fuite  des  cubes  ,  &c ,  de  I 
cette  mcmï  manière.  En  un  mot ,  on  peur  (ômmer  par  cm 
mêmes  moyens  toute  fuite  de  quantités,  dont  un  terme  quel- 
conque lëra  exprimé  par  tant  de  puiflances  parfaites  que  l'an    1 
voudra  d'un  même  nombre  n  ,  ces  puiffances  étant  d'ailleut 
multipliées  par  leU  nombres  connu;  qu'on  voudra. 

Propriétés  SC  ufages  des  progreffloï 
géométriques. 

1<^\.  On  peut  aufli  trouver  la  fommç 
des  termes  d'une  progrefTion  géométrique 
par  une  méthode  analogue  à  celle  que  nous 
avons  employée  pour  fommer  les  puiffances 
des  termes  d'une  progrelTion   arithmétique. 

Suppofons  que  a  ,b  ,c  ^d ,  e  ^  &c  ,  foient 
les  termes  confécutifs  d'une  progredioa 
géométrique  croiffante  ,  dont  la  raifon  foit  q. 
Puifque  chaque  ternie  contient  q  de  fois 
celui  qui  le  précède  ,  on  aura  les  équations 
fui  vantes  h=aq,c  =  bq,d^cq,e  =  dq,  ôcc; 
donc  ajoutant  ces  équations  ,  on  aura  b  -hc 
•+•(/  -e-^(a'+'h~^c^hd)q,  où  l'on  voit  qu'en 
général,  le  premier  membre  fera  toujours  la 
femme  de  tous  les  termes  excepté  le  pre-  . 
mier  ;  &  le  fécond  ,  fera  toujours  la  raifon  q 
multipliée  par  la  fomme  de  tovs  les  ternies 
excepté  le  dernier.  Donc  fi  l'on  appelle  s  la 
fomme  de  tous  les  termes .  &  u  le  dernier , 
ceae  équation fe  changera  en^— û=  (s — u)  q 
ou  s  ■ —  a^=s  qs  —  qu ,  d'où  l'on  tire  qu  —  a  =a 
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^s — s=^{q —  I  )  ^  y  &  par  conféquent  s  =^^^, 

formule  par  laquelle  ,  connoiflant  le  premier 
terme  a  y  le  dernier  z/ ,  &  la  raifon  ^  ^  on  aura 
la  fomme  s  de  tous  les  termes. 

Cette  même  formule  peut  fervir  auffi  pour 
les  progreffions  décroiflantes ,  puifque  la  pro- 
greffion  décroiflante  prife  dans  un  ordre  ren- 
verfé ,  eft  une  progreffion  croiflante  ;  il  n'y 
aura  de  changement  à  faire  que  celui  de  dire 
dernier  terme  ^  au  lieu  de  premier  ^  &  premier 
au  lieu  de  dernier. 

Si  la  progreffion  décroiflante  s'étendoità 
Tinfinî ,  la  fomme    s  fe   réduiroit    alors   à 

s  =^  —  yU  marquant  le  premier  terme.  En 

effet ,  pour  exprimer  que  la  progreffion  s'é- 
tend à  Tinfini ,  il  faut  introduire  dans  le  cal- 
cul ce  que  cette  propofition  renferme ,  (avoir 
que  le  dernier  terme  efl:  infiniment  petit;  or 
le  moyen  d'exprimer  cette  dernière  condition, 
c'cft  de  lé  fuppofer  nul  à  Tégard  du  terme  qu  ; 
car  fi  ojn  le  laiflbit  fubfifter ,  ce  feroit  fuppo- 
fer qu'il  peut  encore  diminuer  qu ,  ce  qui  eft 
contre  la  première  fuppofitîori. 

On  voit  donc  quQpour  avoir  lajbmme  de  tous 
les  termes  d'une  progrejjion  géométrique  ^  il  faut 
multiplier  le  plus  grand  terme  y  par  la  raifon  * 

'^  Par  ///  raifon ,  nous  enten-  médiatement  plus  petit,  en  (ôrte 

dons  en  général  le  nombre  de  que  cet  énoncé  convient  à  la 

fois  qu'un  terme  de  la  progref-  progreffion  décroiflante  com- 

fion  contient  celui  qui  efl  im-  me  a  la  progreffion  croilTante, 
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<^  la  propre fton ,  &  ayant  retranche  Ju  produit 
le  plus  petit  terme  de  cette  même  progrejhn  ,  . 
évijlr  le-  rejie  par  la  raifon  diminuée  d'une 
imité;  en  forte  que  ,  lorfque  la  progrefTion  eft 
décEoiffantc  à  l'infini  ,  cela  fe  réduit  à  mul- 
tiplier le  plus  grand  terme  par  la  raifon,  &. 
divifer  enfuîte  par  la  raifon  diminuée  d'une' 
unité.  Ainfi  la  fomme  des  termes  de  cette- 
j-rogreflion  continuée  à  linfinî -^  ^  :  ■j: -î  : 
-ï\  :  yj ,  &c ,  eft  ï^  ou  1  ;  il  en  eft  de  | 
même  de  la  fomme  des  termes  de  celle-ci 
'TT^  ■  ■»  ■  "îT  ■  iTT  j  Ô£c.  dont  la  raifon  ,  en  con- 
fidérant  cette  progreflîon  comme  croisante, 
eft  j,  puifque  {  divifé  par f  donne  3.  En  effet,, 
ia  fomme  des  termes  de  cette  progreffion  eft 

-i— -  t  qui  fe  réduit  à  1.  En  général  toute 
progrelTion  géométrique  décroiffante  à  l'in- 
fini ,  dont  chaque  terme  a  pour  numérateur 
conftant ,  un  nombre  moindre  d'une  unité  que 
le  dénominateur  du  premier  terme  vaut  i .  Car 
cette  progreffiDn  eft  en  général—;^  :  ^;:i:7)i- 
— ^  ; ,    "  ,    ,    &c  ,  donc  la  fomme  eft  I 

„^- 1*^""^  ^  Qu  _  ^  c'eft-à-dire  ,  i. 

Si  cette  conclufion  paroit  furprenante  à 


M 
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quelques  Icdeurs ,  ils  doivent  faire  attenrion 
que  fi  après  avoir  pris ,  par  exemple  ,  les  j  de 
la  ligne  AB  {Fig.  6)  que  ïe  fuppofe  de  i  pied, 
on  prend  enfuite  Cd ,  c'eft-a-dire  ,  les  deux 
tiers  de  la  partie  reftante  CB  ,  puis  les  deut 
tiers  de  la  partie  reliante  dB^  puis  les  deux 
iers  de  la  partie  reftante  cJ5,  &  ainfi  à  l'infini, 
on  n'aura  jamais  abforbé  plus  que  la  ligne  ^B. 
La  même  chofe  aura  lieu  fi  l'on  prend  d'abord 
es  trois  quarts  de  AB  ,  puis  les  ~  de  ce  qui 
"efte ,  &  ainfi  à  l'infini.  Or  c'eft  ce  qu'exprime 
.a  progreiTîon  y ,  f ,  t%  ,  puifque  ~  eft  les  \  de 
\,  -^  eft  les  I  de  I ,  &  ainfi  de  fiiite. 

1^1.  Nous  avons  vu  (^/"iM.  212)  qu'un 
terme  quelconque  d'une  progrelfion  géomé- 
trique étoit  compofé  du  premier  multiplié 
par  la  raifon  élevée  à  une  puifTance  d'un  de- 
gré égal  au  nombre  des  termes  qui  précèdent 
celui  dont  il  s'agit.  Donc  fi  l'on  nomme  a 
le  premier  terme,  u.  un  terme  quelconque  , 
q  la  raifon ,  &  /z  le  nombre  des  termes ,  on 
aura  u  =  a^""'  :  &  comme  il  entre  quatre 
quantités  dans  cette  équation  ,  on  peut  en 
tirer  quatre  formules,  qui  ferviront  à  réfoudre 
cette  queftion  générale.  Trois  de  ces  quatre 
chofes  étant  données  ,  le  premier  terme  ,  le 
dernier ,  la  raifon  ,  &  le  nombre  des  termes 
bd'nne  progrelfion  géométrique  ,  trouver  la 
uatrieme.  Car,  1'',  l'équation  donjie  immé- 


1 
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diatcmentla  valeur  de  u.  2® ,  On  trouvera  fa- 
cilement que  celle  de  a  eft  a  =-;^:  à  Tégard 
de  celle  de  ^ ,  on  trouvera ,  par  ce  qui  a  été 

dit  (  171  ) ,  ^  =  J^— •  Sur  quoi  nous  remar- 
querons que  cette  dernière  équation  ren- 
ferme la  règle  que  nous  avons  donnée  en 
Arithmétique  pour  inférer  plufîeurs  moyens  ] 
proportionnels  entre  deux  quantités  données. 
Ces  quantités  font  ici  û  &  i/  ;  mais  pour  avoir 
ïa  raifon  q  qui  doit  régner  dans  la  progreffion, 
on  voit  ici  qu'il  fautdivifer  la  plus  grande  i^, 
par  la  plus  petite  û  ,  &  tirer  la  racine  du  degré 

n  —  I ,  du  quotient  ~  ;  or  n  étant  le  nombre 

total  des  termes  yU  —  i  eft  plus  grand  d*une 
unité  que  le  nombre  des  moyens;  ce  qui 
s'accorde  avec  la  règle  citée. 

Quant  à  la  manière  d'avoir  n  ,  dans  Féqua- 
tion  u  =  aq'^"^ ,  FAlgebre  ne  fournit  pas  de 
moyens  direds;  mais  on  peut  la  réfoudre  fa- 
cilement ,  quoiqu'indiretlement  ,  en  em- 
ployant les  logarithmes.  Nous  avons  vu 
{Àrith.  2  3P  )  que  pour  élever  à  une  puiflance 
par  le  moyen  des  logarithmes,  il  failoit  mul- 
tiplier le  logarithme  de  la  quantité  ,  par  Tex- 
pofant  de  cette  puiflance.  Ainfi  en  repré- 
ientant  par  L ,  les  mots  Logarithme  de  y  on 
pourra  y  au  lieu  de  Za%  prendre  2  La  ;  au  lieu 
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de  La\  prendre  s  La;  au  lieu  de  Z'û%  prendre 
nLa.  D-onc  ,  en  fe  rappellant  que  pour  mul- 
tiplier par  le  moyen  des  logarithmes ,  il  faut 
ajouter  les  logarithmes  ,  &  qu  au  contraire 
pour  divifer  il  faut  retrancher  le  logarithme  du 
divifeur ,  du  log,  du  dividende ,  on  aura  dans 
Téquation  U'==s  aq^'^^yLu  ^=^La-\^  Lq^ "^ ',  ou 
Lu='  ha  ^  {n  —  \)  Lq;  donc  en  tranfpo- 
fant,  [n —  i)  Lq  =  Lu  —  La^  &  par  con- 

féqucnt  y  en  divifant  par  Z  j ,  /2  —  i  =   "^   ^^ 

&  enfin  n  =    "7"  ^^  i. 

Pour  donner  quelque  application  de  cecî^ 
fuppofons  qu'on  ait  placé  au  denier  20  une 
Ibmme  de  5oooo  livres  ,  à  condition  que  les 
intérêts  que  cette  fomme  produira  chaque 
année  y  foient  traités  comme  un  nouveau 
fonds  qui  produira  également  intérêt ,  &  ainfî 
d'année  en  année ,  jufqu'à  ce  que  le  fonds  foit 
monté  à  iooqooo  de  liv.  On  demande  com- 
bien on  doit  attendre  pour  toucher  cette  der-. 
niere  fomme. 

Puifque  l'intérêt  eft  ici  -^  du  fonds  de  Tan- 
née précédente ,  au  bout  d'une  année  quel- 
conque* le  fonds  fera  égal  au  fonds  de  l'année 
précédente  plus  la  vingtième  partie  de  ce 
même  dernier  fonds  ;  ainfi  fi  l'on  repréfente 
par  a^  b  yCj  df  eÏQs  fonds  fucceflîfs  d'année 
en  année,  on  aura  ^=^-+-  ^  ^,  c  =s^-+-  ^  ^, 


c 


a8(f  Cours 

d=c-^~c,e^d'^'~di  c'eft-à-dire ; 
h=ax{i-h~),c^bx(  1-4-^),  d=c 

(  1  -h tV)» ^=  d  ( I  -«- -Tj)  ;  on  voit  donc  que 
chaque  fonds  contient  toujours  celui  qui  le 
précède ,  le  même  nombre  de  fois  marqué  par 
1  -h  -^  ou  7^.  La  fuite  de  ces  fonds  forme 
4onc  une  progredïon  géométrique  dont  le  pre- 
mier terme  a  eft  lîoooo  livres  i  le  dernier  u, 
eft  1 000000  livres  ;  la  raifon  ^  eft  f^  ,  & 
le  nombre  des  termes  eft  inconnu.  On  le 
trouvera  donc  en  fubftituant  dans  la  formule 
n=  ^— ^-H  I,  aulieu3eû,u  6f  ^,  leursya-  ' 

I  '"        .       1  ilO<iO000-/.6DOOO 

leurs,  ce  qui  donnera  n  = —j ■ 

ou  (  parce  que  L~=  L21  —  L20)  .  . 
"  =    '£°°  j_'j-^°°°°  -4-  I  ;  or  j  par  les  tables 
on  trouve  i  1000000  =  tfjoocoooo  ; .  .  , 
L  60000  =  4,7781  J  12  ;Z2i=;  1,522215)5 
Z  20,=  1  ,  5010300  ;  donc 

e.oooDOOO— 4,77Bt!1î     ,     ,  1,1118^87      , 

57,7-1-1  à  peu  près  ;  c'eft-a-dire  ,  que  le  fonds 
de  (îoooo  fera  monté  à  loooooo  îiv.  au  bout  | 
de  f7  ans  8  mois  7,  à  peu  près. 

Puifque  (  Arith.  230  }  pour  extraire  ,  par  le 
moyen  des   logarithmes  ,  une    racine   d'un 
degré  propofé ,  il  faut  dïvifer  le  logarithme 
de  la  quantité,  par  l'expofant  ;  on  peut ,  pa/    j 
ie  moyen  des  logarithmes  i  réfoudre  facile-?    ' 
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lent  en  nombres  l'équation  ç'  =  j/"  —  ;  car 


Z--  Lu-La 

n  aura  Lq  = ±_  =     y^_^    .  01 1  on  veut 


n 


pplîquer  ceci  à  un  exemple ,  il  n*y  a  qu  a 
hercher  queldevroît  être  dans  le  précédent , 
'intérêt,  pour  qu'en  57  ans  &  -^  ,  le  fonds 
le  6*0000  livres  montât  à  1000000  liv.  On  a 
cia=^6oooOyU=s  1 000000  ,/z  —  1  =  ^7^7: 
)n  employant  les  logarithmes  des  tables  ^  on 

Y  ^,000000-4,778 15 13         l,»ii84S7 

rou  vera  Lg = ^-^= -^ ^-^  qui 

^  57,7  -     57,7     ^ 

lonne  X^  ==0,021 17^7;  ce  logarithme  ré- 
)ond  dans  les  tables ,  à  1,0 y 00  à  très-peu  près; 
k  ce  dernier  nombre  réduit  en  vingtièmes  , 
îonne  21,  d*oa  Ton  conclura  que  l'intérêt 
îft  à  très-peu  près  -j-. 

On  voit  auflî  par-là  comment  on  peut  faci- 
lement inférer  par  le  moyen  des  logarithmes  , 
^lufieurs  moyens  proportionnels  géométrî- 
:][ues  y  entre  deux  nombres  donnés. 

243*  L'équation  s  =  ^^^,  dpnnera  auflî 

quatre  équations  qui  ferviront  à  réfoudre  ce 

Î problème  général ,  Trois  de  ces  quatre  cho- 
es ,  la  fomme ,  la  raifon ,  le  premier  ,  &  le 
dernier  terme  d'une  progreflion  géométrique, 
étant  données ,  trouver  Ta  quatrième.  Cela  efl: 
trop  facile ,  à  préfent ,  pour  nous  y  arrêter. 
Enfin  fi  de  l'une  des  deux  équations .  •  «  ; 
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5  -3  ViZL^  &  z^  =  ^^'"'S  on  tire  la  valeur 

q  —  I  -*        ^ 

d*une  même  quantité  ayOuqouUy  &c ,  & 
qu'on  la  fubftitue  dans  l'autre ,  on  aura  les 
autres  équations  qui  peuvent  fervir  à  rélbudrc 
la  queftion  fuivante ,  encore  plus  générale; 
de  ces  cinq  chofes ,  le  premier  terme ,  le  der- 
nier ,  la  raifon ,  la  fomme ,  &  le  nombre  des 
termes  d'une  progrellîon  géométrique ,  trois 
étant  données ,  trouver  chacune  des  deux 
autres. 

De  la  Sommation  des  fuites  récurrentes. 

244.  On  appelle  fuites  récurrentes  ^  celles  dont  un  terme 
quelconque  (è  forme  de  1  addition  d'un  certain  nombre  de  ter- 
mes précédents  ,  multipliés  ou  divifés  par  des  nombres  déter- 
minés, pofitifs  ou  négatifs.  Par  exemple ,  la  (liite  z  ,3  ,1^9 
ioi,543y&c,eft  une  fiiite  récurrente,  parce  que  chaq^ue 
terme  eft  formé  des  deux  précédents  ,  en  multipliant  le  prenuec 
par  1  ,  le  (ècond  par  5  ,  &  ajoutant  les  deux  produits  ;  543  A 
19x14-101x5;  de  même  ,ioieft  3x14-1^x5. 

On  peut  fbmmer  ces  fuites  d'une  manière  analogue  â  celle 
que  nous  avons  employée  ci-dei{us;il  fuffira  d'en  donner  un 
exemple  ,  fur  les  fîiites  récurrentes  dont  la  loi  ne  dépend  que 
de  deux  quantités ,  comme  celle  que  nous  venons  d'apporter 
pour  exemple. 

Soient  donc  a^h^c^  d^e  ^  f^  &c  ,  plusieurs  termes  formés 
par  cette  loi  ,  que  chacun  (bit  compofé  des  deux  précédents 
dont  le  premier  eft  multiplié  par  un  nombre  connu  m  ,  &  le 
fécond  par  un  nombre  connu/;  ;  on  aura  donc  cette  (uite  d'équa- 
tions, •  .  •  c=.mq'\-pb^dz=zmb-¥pc^e'=^mc^pit 
f=z  md -^pe,  &c.  Donc  en  ajoutant  cette  (uite  d'équations, 
on  aura  c -h  d  ^  e  H-/-I-,  &c.  =  m(a-f-^4-6'  d)  -H^ 
(b  -f -  c'  H-  if -f-  tf  )  ;  or  le  premier  membre  efl  la  fbmme  de 
tous  les  termes  ,  excepté  les  deux  premiers  :  le  multiplicateur 
de  m  ,  dans  le  fécond  membre ,  efl  la  fbmrae  de  tons  les 
prmes  ,  excepté  les  deux  derniers  j  &  enfin  le  multiplicateur 

de 
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iep,  eïl  la  fômme  de  cous  les  termes ,  cxcepié  le  premier  8c 
le  dernier;  donc  en  appellani  j,  ceitc  lômme,  on  aura  s  —  a  — • 
i^m(j-f-/)-H^(j-^-/},dWron[ire.  .  .  • 


i-p  —  i 


,  tjuï  donnera  la  Comme , 


lorfqu'on  connoîtra  les  deux  premiers  &  les  deux  derniers ,  Sc 

'  ;  plus  les  quantités  m  Sep. 

On  peut  y  faire  entrer  le  nombre  des  termes  ;  il  faut  pour 

la ,  chercher  l'expreflion  générale  d'un  terme  quelconque  » 

par  le  moyen  des  quantités  a,  ^ ,  m ,  p  &  dn  nombre  n  des 

termes  ;  mais  celte  recherche ,  pour  toutes  les  elpeces  de  fcries 

icurrentes,  nous  meneroit  trop  loin. 

£)e  la  Conjîruclion  Géométrique  des 
Quantités  Algébriques. 

2  4  5-  Les  lignes  ,  les  furfaccs  &  les  folî- 
des  étant  des  quantités  ,  on  peut  faire  fur  cha- 
cune de   ces  trois  efpeces  d'étendue ,  les 
mêmes  opérations  qu'on  fait  fur  les  nombres 
&  fur  les  quantités  algébriques.  Mais  les  ré- 
sultats de  ces  opérations  peuvent  être  éva- 
ués  de  deux  manières   principales  ,  ou  cri 
lombres  ,  ou  en  lignes.  La  première  manière 
luppofant  que  chacune  des  quantités  données 
,ft  exprimée  en  nombres ,  ne  peut  avoir  à 
iréfenc  aucune  difficulté  :  il  ne  s'agît  que  de 
lùbflituer  à  la  place  des  lettres ,  les  quan- 
ités    numériques   qu'elles  repréfentent ,   & 
lire  les   opérations   que  la  difpofition  des 
[ignés  &  des  lettres  indique. 

Quant  à  la  manière  d'évaluer  en  lignes  les 
ifukats  des  folutîons  que  l'Algèbre  a  four- 
Algkbre.  T 


2Ç30  Cours 

nies ,  elle  eft  fondée  fur  la  connoifiance  de 
ce  que  fignifient  certaines  expreflions  fonda- 
mentales ,  auxquelles  on  rapporte  enfuite 
toutes  les  autres.  Nous  allons  taire  connoître 
les  premières ,  &  nous  ferons  voir  enfuite 
comment  on  y  rapporte  les  autres  :  c'etl-Ià 
ce  qu'on  appelle  conjlruirc  les  quantités  algé- 
briques, ou  les  problêmes  qui  ont  conduit» 
ces  quantités. 

246'.  Si  i  on  avoit  à  conftruîre  une  quan- 
tité telle  que^,  dans  laquelle  a,  ^  remar- 
quent des  lignes  connues  :  on  tireroit  (  Fig.  7) 
deux  lignes  indéfinies  AZ  ^  ^Jf  faifant  en- 
tr'elles  un  angle  quelconque.  Sur  l'une  âX 
de  ces  lignes,  on  prendroit  une  partie ^5 
égale  à  la  ligne  qu'on  a  repréfentée  parc, 
puis  une  partie  AD  ,  égale  à  l'une  ou  à  l'autre' 
des  deux  lignes  a  ôcp,  à  a,  par  exempte; 
enfuite  fur  la  féconde  AZ-,  on  prendroit 
une  partie  A  C  égale  à  la  ligne  b.  Ayant  joint 
les  extrémités  6  &  C  de  la  première  &  de  la 
troifieme,  parla  ligne  5C  ,  on  meneroitpar 
l'extrémité  D  de  la  féconde  ,  la  ligne  DE 
parallèle  zBC\  elle  détermineroit  fur  A  Z 
la  partie  AE  pour  la  valeur  de— ;car(Ge'ûff^ 
102)  les  parallèles  DE  ôc  BC,  donnent? 
cetts  proportion  AB  1  A  D  :  :  A  C  :  A  Ey 
c'eft-à-dire,i;:a  :  :b  :  A E; donc {Arità,  17$)   \ 
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E  =^,  C'eft-à-dire,  qu'il  faut  trouver 

'ne  quatrième  proportionnelle  ,   aux    trois 

lgnesdonjiéesc,a,  b.  Etpuifque((îfb/n.  120] 

tous  avons  donné  deux  manières  de  trouver 

tte    quatrième  proportionnelle ,   on   peut 

ployer    indifféremment  l'une  ou  l'autre 

our  conffruire  ^, 

On  voit  donc  que  fi  l'on  avoit  k  ccnftruire 

-,  ce  cas  rentreroit  dans  le  précédent ,  puif- 

qu'alors  la  ligne  i  eft  égale  à  a. 

Si  l'on  avoit  à  conftruire   -- ,  ,  on   re- 

marqueroit  que  cette  quantité  eft  la  même 

que  ^^—~-  ;  regardant  donc  a  -\~  d  comme 

une  feule  ligne ,  repréfentée  par  m ,  &  c  H-  i 

.ufli  comme  une  feule  ligne  n  ,  on  auroit  — 

conftruire  ,  ce  qui  fe  rapporte  au  cas  pré- 

;dent. 

Que  l'on  ait  ^^•^- ,  on  fe  rappellera  que 

— hh  eft  (aj)  la  même  chofe  que  (a-hi')x. 

a  —  b)i  ainfi  on  fe repréfentera"^—  , fous 

;tte  forme  —         \  ôc  l'on  cherchera  une 

Quatrième  proportionnelle  à  c ,  a  -+-  ^ ,  & 

-h. 

Si  la  quantité  à  conftruire  eft  -^,  on  met- 

xij 


o)  ■ 


^ 


fe 


Cour» 
»a  cette  quantité  fous  cette  forme  -^  x  --i  & 
ayant  conllruit  ",  y  comme  on  vient  de  l'en- 
feigncr ,  on  nommera  m  la  ligne  qu'aura 
donnée  cette  conftruilion  i  alors  j  >t  — ,  de- 
vient —  ,  qui  fe  conftruit  comité  ci-deiïus. 

On  voit  donc  que  pour  conflruire-^-,  on 
fe  le  repréfenteroit  comme  -  x  —  ;  on  conf- 
truiroity,  &  en  ayant  repréfcnté  la  valeur 
par  m,  on  conftruiroit  —, 

Ainiï  tout  l'art  confifle  à  décompofer  la 
quantité  en  portions  ,  dont  chacune  revienne 
il  la  forme  ^  ou  ^  ;  &  quoique  cela  puiflc 
paroître  difficile  en  quelques  occafions,  on 
en  vient  cependant  facilement  à  bout,  ea 
employant  des  transformations. 

Par  exemple  ,  fi  j'avois  à  conftruire  -.-"^  , 
je  fuppoferois  arbitrairement ,  é'  =^  a^m ,  8t 

,  ,        m-t-è'  r     ,  .         ai-4-ii*»i 

c  =  an  :  alors  -; — .  le  chaneeroit  en ■ 

qui  le  réduit  a ,  ou —  ,    quantité 

facile  à  conftruire  (  après  ce  qui  a  été  dit 
ci-defTus  ) ,  dès  qu'on  connoîtra  m  ta  n.  Or 
pour  connoître  m  &  n ,  les  équations  è'  = 
û*m  ,  &  c'  =  ûfl  ,  donnent  m  =—ècn  ^=— 
qui  fe  conftruifent  par  ce  qui  précède. 


i 


DE  Mathématiques,  a^j 
Ainfî  tant  que  la  quantitë  fera  rationnelle , 
c  eft-à-dire  fans  radicaux  ;  fi  le  nombre  des 
dimenfions  du  numérateur  ne  furpaiTe  que 
d'une  unité  celui  des  dimenfions  du  déiiomî- 
,nateur  ,  on  ramènera  toujours  fa  conftrudion 
a  chercher  une  quatrième  proportionnelle  à 
trois  lignes  données. 

Il  arrive  quelquefois  que  les  quantités  fe 
préfentenc  fous  une  forme  qui  femble  rendre 
inutile  le  fecours  des  transformations  :  c'eft 
lorfque  la  quantité  n'eft  pas  homogène  ;  c'eft- 
à-dlre,  lorfque  chacun  des  termes  du  numé- 
rateur ou  du  dénominateur  n'eft  pas  com- 
,pofé  du  même  nombre  de  fadeurs  ;  par 
exemple ,  lorfque  la  quantité  eft  telle  que 
^-^.  Mais  il  faut  obferver  que  l'on  n'arrive 
jamais  à  un  pareil  réfultat ,  que  lorfque  dans 
le  cours  d'un  calcul  on  a  fuppofé  ,  (  dans  la 
vue  de  Amplifier  le  calcul }  quelqu'une  des 
^quantités  égale  à  l'unité.  Par  exemple  ,  fi 
dans  "^^  ','"' ,  je  fuppofe  b  égal  à  i  ,  alors 
j'aurai  %—:.  Mais  comme  on  ne  peut  iamaîs 
entreprendre  de  conftruire  ,  fans  connaître 
les  éléments  qu'on  emploie  pour  cette  conP 
tru£lion  ,  on  fait  toujours  dans  chaque  cas 
—^quelle  eîl:  cette  quantité  qu'on  a  fuppofée 
Wgale  à  l'unité  i  on  pourra  donc  toujours  la 
T  iij 
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reftituer  ;  &  il  ne  peut  y  avoir  d'embarras  là- 
defliis ,  parce  que  le  nombre  des  dimenfions 
devant  toujours  C'tre  le  même  dans  chaque 
terme  du  numtîrateur  &  du  dénominateur, 
(  quoiqu'il  puifle  '  être  différent  des  termes 
de  l'un  aux  termes  de  l'autre  )  on  reftituera 
dans  chaque  terme  une  puifTancedela  ligné 
qu 'on'a  prife  pour  unité ,  fuflîfamment  élevée 
pour  compléter  le  nombre  àts  dimenfions'j 
ainfi  ,  fi  j'avoîs  à  conftruire^— — 7^»  ''"P" 
pofant  que  d(oit  la  ligne  qui  a  été  prife  pour 
unité ,  j'écrirois  - — j—^r—  j  que  je  conftrui- 
roisenfaifantè'  =  (/'«,c'  =  i/?z&  a^=d'p,cz 
qui  la  cnaneeroit  en  -^ — -; —  ,  ou  ~ , 

f    j-fij_   11/  ad  ■*- ilnt      '  a-i-m     ' 

OU  — ,  quantité  facile  à  conftruîre  dès 

qu'on  aura  conftruit  les  valeurs  de  m  ^  «  &/>, 
i'avoir  ''»=^j  "  =  '/»/'=  ^i  >  qui  font 
elles-mêmes  faciles  à  conftruîre  d'après  cft 
quia  été  dit  ci-defTus. 

Dans  tout  ce  que  nous  venons  de  dire , 
nous  avons  fuppofé  que  le  nombre  des  facs 
teurs  ,  ou  le  nombre  des  dimenfions  de 
chaque  terme  du  numérateur ,  ne  furpaffoit 
que  d'une  unité  ,  celui  des  dimenfions  du 
«dénominateur.  Il  peut  le  furpafier  de  deux, 
■iScmÊmc  de  trois,  mais  jamais  de  piusj  à 
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moins  que  quelque  ligne  n'ait  été  fuppofée 
.égale  à  runiré  ,  ou  que  quelques-uns  des  fac- 
teurs ne  repréfentenc  des  nombres 

2  47-  Lorfque  le  nombre  des  dînienfions 
du  numérateur  de  la  quantité  propofée  fur- 
pafle  celui  des dimenllons  du  dénominateur, 
de  deux  unités  ;  alors  la  quantité  exprime 
■une  furface  dont  on  peut  toujours  ramener 
3a  conftrudion  à  celte  d'un  parallélogramme, 
&  même  d'un  quatre.  Par  exemple,  fi  j'a- 

vois  à  conftruire  la  quantité ,  je  la  con- 

fidérerois  comme  a  x  S-Zti  j    or ^  ,  fe 

conftruit  aifément  par  ce  qui  a  été  dit  cî- 
deflusjen  le  confidérant  comme c  x'^ — ;:  fup- 
pofons  donc  que  m  foit  la  valeur  de  la  ligne 
qu'aura    donnée     cette    conflru£ïion  ;  alors 

àx 7-»  deviendra  a  x  m  ;  or  fi  l'on  fait  de 

'a ,  la  hauteur ,  &  de  m ,  la  bafe  d'un  parallélo- 
gramme ,  on  aura  ax  m  pour  la  furface  de  ce 
■parallélogramme  ;  donc  réciproquement  cette 
furface  repréfentera  ax  m  ou^^^ — —, 
-  On  ramènera  de  même  à  une  pareiUe 
conftru£tîon,laquantïiité '' "*"  "^  "^'  ,  en  fai- 
fant  Bc  =  am&c  4^=  an  i  c2iT  alors  elle  de- 
viendra^^— '^~—-f  qui  eft  la  même  chofe 
Tiv 
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bafe  &  de  même  hauteur ,  on  prendra  une 
moyenne  proportionnelle  entre  la  bafe  &  la 
moitié  de  la  hauteur ,  ou  entre  la  hauteur  & 
'la  moitié  de  la  bafe. 

S'il  s'agit  d'un  cercle,  on  prendra  une 
moyenne  proportionnelle  entre  le  rayon  & 
la  demi-circonférence  ;  &  s'il  s'agit  d'une 
figure  rediiigne  quelconque  ,  comme  on 
fait  (  Géom.  143  )  qu'elle  eft  rédudlible  àun 
triangle ,  on  la  réduira  aifément  en  un  quatre , 
en  prenant  une  moyenne  proportionnelle 
entre  la  bafe  &  la  moitié  de  ia  hauteur  de  ce 
triangle. 

Mais  fi  la  figure  n'étoit  point  conftruîtè-, 
;&  que  l'on  eût  feulement  l'expreffion  al^ 
brique  de  fa  furface ,  par  le  moyen  de  'quel- 
ques-unes de  fes  dimenfions  ,  alors  on  conf- 
truiroit  comme  pour  les  quantités  que  nous 
allons  parcourir. 

Si  l'on  avoit  ^^ab  -h  è* ,  on  confîdéreï'oit 
cette  quantité  comme  étant  la  même  que 
y  {•ia'\-b)^b  ;  on  prendroit  donc  une  moyenne 
^Proportionnelle  entre  -^a-^-b  ^h. 

Pareillement,  (1  VoxiTY aa—bb  .,  on  confi- 
dérera  cette  quantité  comme  étant  la  même 
que  V{a~^b)  x  (  a^b),  (  25  )  ;  ainfi  l'on 
prendra  une  moyenne  proportionnelle  entre 
è  &  a  —  b.Sï  l'on  a  y^a'  4-  è  c ,  011  fera 
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fit  pour  conftruire  toute  quantité  rationnelle. 
[Voyons  maintenant  les  quantités  radicales 
du  fécond  degré. 

Pour  conftniire  i/'ah  ,  il  faut  (  Fig.  8  )  tirer 
■une  ligne  indéfinie  AB ,  fur  laquelle  on  pren- 
dra de  fuite  la  partie  CÂ  égale  à  la  ligne  a  , 
6c  la  partie  BC  égale  à  la  ligne  h  :  fur  la  tota- 
lité J4B  comme  diamètre,  on  décrira  un 
demi-cercle  qui  coupe  en  D  la  perpendicu- 
laire CD  élevée  fur  AB  au  point  C;  alors 
CD  fera  la  valeur  dey^abj  c'eft-à-dire  {Ge'om. 
■i26)y  que  pour  avoir  la  valeur  de  i/'abj  il 
faut  prendre  une  moyenne  proportionnelle 
entre  les  deux  quantités  repréfentées  par  a 
&  3  ;  en  effet,  on  fait  (  6e'pm.  isy)  que 
AC:  CD::  CD  :CB,  ou  a:  CD::  CD,  bi 
donc ,   en   multipliant  les   extrêmes  6c  les 

•moyens ,  on  a  CD  =iah  ^  &  par  conféquent 
CD  =  i/ab. 

On  voit  par  -  là  ,  comment  on  doit  s'y 

Étrendre  pour  Transformer  en  un  quarré  ,  une 
iirface  quelconque  :  s'il  s'agit  d'un  parallélo- 
gramme dont  a  foit  la  hauteur  Sx.  b  la  bafe  , 
en  nommant  x  le  côté  du  quatre  cherché , 
on  aura  oc'  =:  a^ ,  &  par  conféquent  x=^Vab , 
on  prendra  donc  une  moyenne  proportion- 
nelle entre  la  bafe  &  la  liauteur.  S'il  s'agit 
d'un  triangle  que  l'on  fait  (  Géom.  140  )  être 
la  moitié   d'un   parallélogramme  de  même 
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TcV^ëT';  donc  "^T  =^ZB1 
—  b^ ;  donc  BC  = 


On  peut  donc  conftruire  auffi.  ^i 
autrement  que  nous  ne  l'avons  fait  ci-deffm 
en  s'y  prenant  de  cette  manière.  Faire  ^f:  = 
772*  ,&  conftruire  ï'''û'H-m'  comme  il  vient 
d'être  dit  i  &  pour  cet  effet ,  on  commencera 
par  déterminer  m  en  prenant  une  moyenne 
proportionnelle  entre  b  èi  c ,  aïnfi  que  l'indi- 
que l'équation  bc  =^  ni\  qui  donne  m  ^y^bc. 
S'il  y  avoit  plus  de  deux  termes  fous  le  rai- 
dical  ,  on  ramènerait  toujours  Ja  conflruaîon 
à  quelques-imes  des  méthodes  précédentes, 
par  le  moyen  de  transformations.  Par  exem- 
ple ,  fi  j'avois  *^û'-^icH-f/,  je  ferois^c  = 
am  ,  ef,  =  an  y  &c  j'aurois  J^a'-t-  am  -t~  an  ou 
y^ (a-^m-hn)  X  a ,  que  je  conftruirois  en  pre- 
nant une  moyenne  proportionnelle  entre  a 
&.  a-\-  m  4-  «  ,  après  avoir  conftruit  les  va- 
leurs de  m  &  de  n  ,  favoir  m  = 
Je  pourroîs  encore  faire  bc  = 
&  alors  j'aurois  à  conftruire  ^a' 
Or  lorfque  le  radical  renferme  ainfi  une  fuite 

'de  quarrés  pofitifs  ,  par  exemple  , 

•^ii^  -^  tfi*-l-/i'-H/'''-h&c,on  feraï^a'-hm'=^ 


n\ef=^n\ 


V¥- 


Ki* 


:  A,  &  ainfi  de 


J 


DÉ  Mathématiques,  ^of 
fiiite  ;  &  comme  chacune  de  cts  quantités 
fe  trouve  déterminée  par  la  précédente,  la 

âerniere  donnera  la  valeur  de 

y^  a'-^m  -t  n-^p  -H  &c.  Pour  conftruire  ces 
quantités  de  la  manière  la  plus  fimple ,  oa 
■egardera  fucceffivement  chaque  hypothénufe 
comme  un  côté;  par  exemple,  {fig-  lo)  ayant 
pris  jiB  =  a  y  élevé  la  perpendiculaire  Ai  =c, 
&  tiré  BC  qui  fera  h ,  on  élèvera  au  point  C, 
fur  BC ,  la  perpendiculaire  CD  =  «  ;  & 
ayant  tiré  BÎ)  qui  fera  i ,  à  fon  extrémité  D , 
on  élèvera  fur  BD  la  perpendiculaire  DE=py 
&  BE  fera  k  ou  ^^û'H-pi*-|-n'-+-/''. 

Si  quelques-uns  de  ces  quarrés  font  néga- 
tifs ,  alors  on  réunira  à  ce  que  nous  venons 
de   dire  ,  ce  qui  a  été  dit  pour  conftruire 

Enfin  fi  l'on  avoir  à  conftruire  une  quantité 
de  cette  forme  ,  ^- ,  on  la  changeroit  en 

''J:^i!^^±5  ^  en  multipliant  haut  &  bas 

parV(i-+-e;  alors  cherchant  une  moyenne 
proportionnelle  entre  t-hc&iZ-f-e,  ficla 
nommante,  on  auroit  à  conftruire  |^^^,  ce 
qui  eft  facile. 

Au  refte  ,  il  s'agit  ici  de  règles  générales  ; 
on  peut  fouvent  conftruire  d'une  manière 


:  touîourr 
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beaucoup  pliss  fimple ,  en  partant  toujoui 
des  mêmes  principes  ;  mais  ces  fimplifica- 
tjons  fe  tirent  de  quelques  confidé ration» 
particulières  &  propres  à  chaque  queftion, 
&  ne  peuvent ,  par  confdquent,  être  expo- 
fôes  qu'à  mefure  que  les  queftions  en  amènent 
roccafion.  Nous  remarquerons  feulement, 
en  terminant  cette  matière,  que  quoique  la 
conftrudion  des  quantités  radicales  ,  dont  il 
vient  d'être  queftion  ,  fe  réduife  à  prendre 
des  quatrièmes  proportionnel lea ,  des  moyen- 
nes proportionnelles  ,  &  à  conftruire  des 
triangles  re£langles ,  cependant  on  peut  quel- 
quefois avoir  des  conftrudions  plus  ou  moins 
fimples  ou  élégantes ,  félon  la  méthode  qu  on 
emploie  pour  trouver  ces  moyennes  propor- 
tionnelles ;  c'eft  pourquoi  nous  enfeigneroni 
ici  deux  autres  manières  de  trouver  une 
moyenne  proportionnelle  entre  deux  lignes 
données. 

La  première  confifte  à  décrire  fur  la  plus 
grande  AB  des  deux  lignes  données  (  Fig.  !  i) 
un  demi-cercle  yîfCBy  &  ayant  pris  une  partie 
A  D  égale  à  la  féconde ,  élever  la  perpen- 
diculaire DC,  ex.  tirer  la  corde  ^C  qui 
fera  moyenne  proportionnelle  entre  AB  &c 
AD  ,-  car  en  tirant  CB ,  le  triangle  ACB 
{Gcoin,  (S'y)  eft  re£tangle ,  &  par  conféquent 
{Gcom.  1  r  2) -(iCeft  moyenne  proportionnelle 
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ntre Thypothénufe  /4B  &c  le  fegment  AD. 
L.a  féconde  manière  confîfte  {Fig.  i2)àtirfir 
;ne  ligne  A  B  égaie  à  la  plus  grande  ligne 
lonnée  ^  &  ayant  pris  fur  elle  une  partie  AC 
fgale  à  la  plus  petite ,  décrire  fur  le  refte  B  C, 
m  demi-cercle  CDB ,  auquel  on  mené  la  tan- 
gente AD  ^  qui  (  Géom.  1 2p )  eft  moyenne 
proportionnelle  entre  AB  6c  AC. 

On  voit  donc  que  les  quantités  rationnelles^ 
peuvent  toujours  être  conftruites  par,  le 
moyen  des  lignes  droites ,  &  que  les  quan- 
tités radicales  au  fécond  degré  peuvent  être. 
conftruites  par  le  cercle  ôc  la  ligne  droite, 
léunis.  , 

Quant  aux  quantités  radicales  de  degrés 
dipérieurs ,  leur  conftruâion  dépend  de  la 
combînaifon  de  différentes  lignes  courbes  : 
nous  en  parlerons  par  la  fuite. 

Nous  allons  nous  occuper,  pour  le  pré- 
fent ,  des  queftions  dont  la  folution  dépend, 
de  quantités  ou  rationnelles ,  ou  radicales  du 
fécond  degré. 


\ 


Divcrfes  Queftions  de  Géométrie ,  Ô 
réflexions  tant  fur  la  manière  de  les 
mettre  en  équations  ,  que  fur  les  di' 
verfes  folutions  que  donnent  as 
équations, 

2  5  o.  Le  principe  que  nous  avons  donné 
(  6-7  )  pour  mettre  les  queftions  en  équa- 
tion ,  s'applique  également  aux  queftions 
de  Géométrie.  Il  faut  de  même  reprétènter 
ce  que  l'on  cherche ,  par  un  figne  particulier, 
&  raifonner  enfuite  à  l'aide  de  ce  figne  &  de 
ceux  qui  repréfentent  les  autres  quantités  ^ 
comme  fi  tout  étoit  connu ,  ûc  que  l'on  vou- 
lût vérifier.  Cette  méthode  ou  manière  de 
procéder ,  eft  ce  qu'on  appelle  ÏAnalyfe. 
Pour  être  en  état  de  faire  les  raifonnements 
qu'exige  cette  vérification  ,  il  faut  connoître 
au  moins  quelques  propriétés  de  la  quantité 
que  ion  cherche.  Il  eft  donc  clair  que  pour 
être  en  état  de  mettre  les  queftions  de  Géo- 
métrie en  équation  ,  îl  faut  avoir  préfentes 
à  l'efprit  les  connoiffances  que  nous  avons 
données  dans  la  féconde  partie  de  ce  Cours. 
Dans  la  plupart  des  queftions  numériques, 
ou  de  la  nature  de  celles  que  nous  avons 
parcourues  dans  la  première  Setlion  ,  il 
fiiffit  le  plus  fouvent  j  pour  appliquer  le  prin- 
cipe. 
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pe ,  de  trtduire  en  langage  algébrique 
'e'noncé  de  la  queftion  ;  mais  dans  Tapplï- 
iation  de  l'Algèbre  à  la  Géométrie ,  il  faut 
buvent  employer  encore  d'autres  moyens  : 
lous  tâcherons  de  les  faire  connoître  à 
lefure  que  nous  avancerons  ;  mais  ce  que 
nous  pouvons  dire  en  général,  pour  le  pré- 
fent ,  c'eft  qu'il  n'eft  pas  toujours  néceffaire  , 
pour  vérifier  une  quantité  ,  d'examiner  fi 
elle  fatisfàit  immédiatement  aux  conditions 
de  la  queftion:  cette  vérification  fe  fait  fou- 
Vent  avec  plus  de  facilité  ,  en  examinant  fi 
Cette  quantité  a  certaines  propriétés  qui  font 
îffentiellement  liées  avec  les  conditions  de 
[a  queftion.  Après  cette  réflexion  dont  nous 
wrons  occafion  de  faire  ufage  ,  nous  palTons 
lux  exemples,  qui  dans  cette  matière  font 
loujours  plus  faciles  à  faifir  que  les  préceptes 
généraux. 

251-  Propofons-nous  donc  pour  pre- 
mière queftion ,  de  décrire  un  quarré  ABCD 
(Fig.  ij  )  dans  un  triangle  donné 'E'Hl. 

Par  ces  mots ,  un  viande  donné  ^  nous  en- 
tendons un  triangle  dans  lequel  tout  eft  con- 
u  ,  les  côtés  ,  les  angles ,  la  hauteur ,  &c. 
Avec  un  peu  d'attention ,  on  voit  que 
cette  queftion  fe  réduit  à  trouver  fur  la  hau- 
;eur£f  un  point  G  par  lequel  menant  AB 
jarallele  à  Hi,  cette  ligne  AE  foit  éguleà 
Algebrel  V 
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GF i  ainfi  IVquatioii  fe  préfeiite  tout  natu- 
rellement; il  n'y  a  qu'à  détermmer  rexpreC- 
fion  algébrique  de  ^  jB  ,  &  celle  de  GF^  Ôc 
cnfuite  les  égaler. 

Nommons  donc  a  la  hauteur  connue  EF; 
^  ,  la  bafe  connue  HI ,  &  jc  la  ligne  Inconnue 
GFi  alors  EG  vaudra  12 — x. 

Or  puifque  AB  t^  parallèle  à  H/,  on 
doit  (Géom.  1 1  y)  avoir  EF  :  EG  ::  FI  :  GB  :: 
BI:ABiceR-k-dirQ,EF:EG::HI:.4B, 
ou  a  :a — x:  :  b  :  AB;  donc  [Arith.  ij$)AB  = 
"^—^ —  i  puis  donc  que  A  B  doit  être  égal  à 
GF,  onaura'-^^^  =x;  d'où,  parles  règles 
de  la  première  Seflion ,  on  tire  x  =  — ^-7-, 

Pour  conftruire  cette  quantité,  il  faut, 
conformément  à  ce  que  nous  avons  dit  (2^6), 
trouver  une  quatrième  proportionnelle  à 
a-hb  .b  ècûj  ce  que  l'on  exécutera  en  cette 
manière.  On  portera  de  Fen  O  une  ligne  FO 
égale  à  il  H-  /• ,  c'eft-à-dire ,  égale  k  E  F  -+■ 
H I ,  Si.  l'on  tirera  EO  ;  puis  ayant  pris  FM 
égale  à  i//=i,on  mènera  parallèlement 
hEO,  la  ligne  MC?,qui  par  fa  rencontre 
avec  £  F,  déterminera  G  F  pour  la  valeur  de 
X  i  car  les  triangles  femblables  EFO ,  GFM 
donnent  FO  :  F  M:  :  FE  :  f  tf,oua-^*: 
i  ;  :  a  ;  FG  ;  F  G  vaudra  donc  ■-^, 

a-1- 1 
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252.  Propofons-nous  pour  féconde  quef- 
tîon  ,  celle-ci.  . .  .  Connoijfant  la  longueur  de 
la  ligne  BC.(Fig.  14).  6*  les  angles  B&  C  que 
forment,  avec  elles  les  deux  lignes  BA  &  CA  , 
déterminer,  la  hauteur  AD  à  laquelle  ces  deux 
dernières  lignes  fe  rencontrent. 

On  fait  entrer  les  angles  dans  le  calcul 
algébrique  à  Taide  des  mêmes  lignes  qu*oa 
emploie  dans  la  Trigonométrie ,  .c'eft-à- 
dirc  5  à  l'aide  des  (îrius  ,  tangentes ,  &c.  Ainfî 
quand  on  dit  qu'on  donne  un  angle.,  Tanglo 
C,  par  exemple  ,  on  entend  que  l'on  donne 
la  valeur  de  fon  finus  ou  de  fa  tangente  ;  cela 
pofé  ,  nommons  J?C==  a ,  AD  =j^.  Dans  le 
triangle  rédangle  ADC ,  nous  aurons  (  Géom, 
2^6.)  CD  :D  A:  :  comme  le  rayon  eft  à  la 
tangente  de  Tangle  A  CD  :  ou  CD  :j^  :  : 
r:  m  y  en  appellant  r  le  rayon  &c  m  Id.  tan- 
gente de  l'angle  A  CD  ;  donc  (  Arith.  179  ^ 

C  D  ^—.  Par  un  raifonnement  femblable , 

on  trouvera ,  en  nommant  n  la  tangente  de 

ABD,  5D:jy::r:n,donc£D=:Jjor 

BD  ^  DC  =  BC=aj  donc^4-^ 

=  a.  D'où  Ton  tire  jy  = 

On  peut  rendre  cette  expreffion  plus  Am- 
ple ,  en  introduifant  au  lieu  des  tangentes 
m  &i  n  des  deux  angles  C&cB .  leurs  cotan- 

Vij 


amn 


rn*^rm 
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gentes  que  nous  nommerons  p  SiC  q.  Pour  cet 
effet  j  il  faut  fe  rappeller  (  Géom.  280  )  que 
tang.  :/■::/■;  cot.  y  en  vertu  de  cette  propon- 
tîon  ,  on  aura  m:  r::  r  :  p  Sx.  n;  r:  :  r:  q; 
d'où  l'on  tire  m  =  —  &  n  ^  —  ;  fubftîtuant , 
au  lieu  de  m  &  n  ,  ces  valeurs ,  dans  celle  de 


y,  on  aura  y  =  -i-^-  =  — !~ 

*  '  -^  r'      ri         pri-t 

ar  q* p  f 


pq      pri+gri 


2^3.  On  voit  par-là ,  que  lorfque  paitni 
les  quantités  qu'on  peut  regarder  comme 
données ,  celles  qu'on  a  employées ,  ne  con- 
duifent  \as  à  un  réfultat  auffi  fimple  qu'on 
le  defire  ,  il  n'eft  pas  nécefiaire  de  recom- 
mencer un  nouveau  calcul  pour  s'aflurer  ,  fi , 
en   employant  les  autres  données  ,    on   ne 

Ïourroit  pas  arriver  à  un  réfultat  plus  fimple. 
1  fufiit  d'exprimer  par  des  équations  les  rap- 
ports des  données  qu'on  a  employées  d'a- 
bord ,  avec  celles  qu'on  veut  introduire , 
c'eft  ainfi  que  nous  venons  d'exprimer  m  San 
par  les  équations  m=— ,rt=— ;  alors  par 

de  fimples  fubftitutions ,  nous  avons  eu  une 
folution  dépendante  de/i  &  de  q. 

254*  Nous  choifirons  pour  troifieme 
exemple  une  queftion  qui  nous  donne  lieu 
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tout  à  la  fois  de  faire  voir  la  manière  de  mettre 
en  équation  les  queftions  de  Gdomdtrie,  flc 
comment  par  différentes  préparations  de  ces 
équations ,  on  peut  découvrir  de  nowvellee 
propoficioiis. 

Connoijfant  les  trois  cotés  <£un  triangle  ABC 
(Fig.  ij) ,  trouver  les  fegments  AD  û*  DC 
firmes  par  la  perpendiculaire  B  D  ,  &  Ai  per- 
pendiculaire B  D  elle-même. 

Si  je  connoiflbis  chacune  de  ces  lignes. 
Voici  comment  je  les  vérifierols.  J'ajouterois 
'"le  quarré  de  5  i? ,  avec  le  quatre  de  C  i? ,  Ôc 
je  verrois  fi  la  fomme  eft  égale  au  quarré 
de  B  C:  ce  qui  doit  être  ,  puifque  le  triangle 
BDC  eft  reftangle  (Gt'om.  164).  J'ajouterois 
de  même  le  quarré  de  AD  au  quarré  de  B  D, 
&  je.  verrois  fi  la  fomme  eft  égale  au  quarré 
dcAB. 

Imitons  donc  ce  procédé ,  &  pour  cet 
effet  nommons  BD  ,y  ;CD  ^x  i  BC,^^a; 
AB  =  b;  ^  C^-cy  alors  y^Dqui  eft  =r^C 
— -  CD ,  fera  =^  c  —  x.  Nous  aurons  donc 
XX  ~\-yy  =  aa  tSiCcc—  2cx-^xx  -\-yy  ^=  bb. 

Comme  jcjc  &_xy  n'ont ,  dans  chaque  équa- 
tion ,  d'autre  coefficient  que  l'unité ,  je  re- 
tranche la  féconde  équation  de  la  première  , 
ce  qui  me  donne,  tout  de  fuite,  2cx -~ ce ■=_ 
—  bb  i  d'où  l'on  tire  x  =  ' ,  — ~  => 

ynj, 


i 
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"^^^^ —  ~h  ^  c  ,  qu'on  peut  écrire    aîr 

Or,  fous  cette  forme,  on  voit  d'après  x 
qui  a  été  dit  {2^6) ,  que  pour  avoir  x  il  faut 
chercher  une  quatrième  proportionnelle  à  c, 
ii~+-  b  ,àia  —  b  i  &i  l'ayant  trouvée  ,  en  pren- 
dre la  moitié  que  l'on  ajoutera  avec  7  c ,  c'cfl- 
à,-dire  ,  avec  la  moitié  du  côté  A  C;  ce  qui 
eft  abfolumenc  conforme  à  ce  que  nous  avons 
dit  (  Ge'om.  joj  ). 

Mais  on  peut  tirer  plufieurs  autres  con- 
cludons  de  ces  mêmes  équations  ;  nous  allons 
en  expofer  quelques-unes  pour  accoutumer 
les  commençants  à  lire  dans  une  équation  ce 
qu'elle  renferme. 

.255-  1  "•  L'équation  2CX — cc=aa — bhf 
eft  la  même  chofe  que  c.  (25c  —  c)  =(flH-è) 
(a- — b).  Or  puifque  le  produit  des  deux 
premiers  fa£leurs  eft  égal  au  produit  de» 
deux  derniers ,  on  peut  *  confidérer  les  deux 
premiers ,  comme  les  extrêmes ,  &  les  deux 
derniers  comme  les  moyens  d'une  propor- 
tion ,  &  l'on  aura  par  conféquent  c  :  a  -4-  J  :  : 
a  —  b:2x  —  c\ov  2X  —  ceftx  moins  c —  Xf 

"Dorénavarc  lorfiue  nous  '  iw,  que  dès  cjue  deux  produÎM 
aurons  aîn(î  partagé  chaque  font  égaux  ,  l«  faâeurs  de  l'un 
membred'uneéquaiionendeux  peuvent  être  conlîdércscommfl 
fefleurs,  nous  conclurons  tout  les  extrétiies  d'une  proporu'on 
de  Tuife  la  prnporiioti.  li  fuffit  dont  les  fiiâeurs  de  l'autre  iè- 
d'ctre  averti,  une  fois  pour  tou-  1  loietitlesmcyens^O'i'A.  iSoJ, 


J 
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donc  en  remettant  à  la  place  de  ces  lettres 
les  lignes  qu'elles  repréfentent  ,  on  aura 
ACiBC-^'AB-.BC—ABiCD—^AD^ 
ce  ^ui  eft  précifément  ce  que  nous  avons 
démontré  (  Géom.  302  ). 

1^6^  2®;  Si  du  point  C  comme  cen- 
tre ,  &  d'un  rayon  égal  à  J5  C  on  décrit 
lare  ^  O ,  &  fi  Ton   tire  la  corde  B  O ^ 

on  aura  BD-\- DO^ BÔ\ orDO^CO 

r-'CD  =  B  C—  CD  =  a  —a:  ;  donc^BO 
=j/y  "+"  ^^  —  ^^^  ■^*  ^^  ;  mais  nous  avons 


2 


trouvé  ci-dcfFusj^  ^- jcjc  =  aa  ;  donc  BO  = 
à.aa  —  2ax  =  7.a  {a — x).  Mettant  donc  pour 

x  ,  fa  valeur  ^^^ — ^tlf    on  aura  BO  =  2,a 

(hh  —  aa  —  ^<;\                  /zac — aa^^cc'hhh\ 
a^ 17— )  =^^  (- rc >  = 


~x  (3^ — C — a)  ;  parce  que  ^lac^-^aa —  cc= 

—  {aa  —  2t7c-+-cc)=B  -^(c  —  a)*;  or (25:) 
en  confidérant  c  —  a  comme  une  feule  quan- 

tité  ,   on  ^  h*h  —  c  —  a=^  {b  •+■  c  —  a) 


{h  —  c-h  û  );  donc  BO^—ib  -f-c  —  a) 
{b  —  c-ha)  qu'on  peut  mettre  fous  cette  autre 
forme iy  0  =  —  (aH-^-4-c— 2a)  [a^b^c — 2c); 
donc  fi  on  nomme  2  ^  la  fomme  des  trois  côtés, 

on  aura  iSO  =  4  (^'^"^  2^)  (^-^  —  2c)^=4-r 

c 

Viv 
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(s^-a)  {s  —  c)  ;  or  fi  du  point  C,  on  abaiffe 
fur  OB  la  perpendiculaire  CI ,  on  aura  (  Géom. 
29  j  )  dans  le  triangle  rettangle  CIO,  cette 
proportion  CO  :  O  ï  ::  R:  fin.  QCI ,  c'eft-à- 
dire ,a:^BO:R::fmOCl;  donc  {  BO= 

afin  OCI  „  „  tafin  OCl        „  -, 

^-^ —  ,  OU  £  O  =  -^^ —  i  &  par  confé' 
quent  B  O  =  "^  " — -  égalant  ces  deux 
valeurs  de  B  O* ,  on  aura  ^  {fin  OC  If  = 
—  {s  —  a)  [s  —  c),  ou  en  divifant  par  4a; 
H  chaffant  les  dénominateurs,  ac  {fin  OCI)' 
t=iî'  (s  —  a)  {s  —  c),  d'où  l'on  tire  cette 
proportion  a  c  :  (s  —  a  )  {s  —  c)  :  :  R'  : 
(fin  OCly  ;  qui  eft  la  règle  que  nous  avons 
donnée  (  Géom,  504)  pour  trouver  les  angles 
d'un  triangle  par  le  moyen  des  trois  côtés, 
mais  dont  nous  avons  renvoyé  la  démonftra- 
tion  à  cette  troifieme  Partie.  En  effet,  ûc  eft 
le  produit  des  deux  côtés  qui  comprennent 
i'angle  BCA;  s — a  &  s — c  font  les  deux  reftes 
que  l'on  a  en  retranchant  ces  deux  mêmes 
côtés  fucceflivement  de  la  demï-fomme,  fi  eft 
le  rayon,  &  OCI  cû.  la  moitié  de  l'angle 
BCJ^,  puifque  CI  eft  une  perpendiculaire 
menée  du  centre  Cfur  la  corde  B  O. 

2  57-  3"-  L'équation  yy  -\-  x  x  =  aa  y 
donne_)^  =  ûa  —  xx  =  {a-\-x)  [a  —  x)  i 
donc  en  mettant  pour  jc  j  fa  valeur  ,  on  aura 


J 


L=( 
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^-^7— )  ^+-37--)= 

~)~\  Te  J'^K  l'c  )> 

Donc  ^ccyy  ={a-^c-hh)  {a-\-c — h)  {b-^c — <i) 
-  c  H-  û  ) ,  ou  'iccyy  =  {a -h  h  -h  c) 

[«2H-i+c— 2^)  (û-K^-t-c — 20)  {a-\-bA-c 2C)i 

donc  en  nommant  2s  la  fomme  a-^b-\-c  des 
trois  côtés  ,  on  aura  ^ccyy  =  2S  .{2s  —  ib) 
(25 — 2a)  {2s  — 2c)  ,ou  ^ccyy=  16s  .  (s — a) 
-b)  [s — c),  ou  divifanc  par  16  ,  réduifant, 
&  tirant  la  racine  quarrée , 

cy  . ,,   .   cy        ÂCvMD 

~=V  i.{^s—a)^s—hy^s~cy  Mais  — OU 

eft  la  furface  du  triangle  A^C\  donc  pour 
avoir  la  furface  d'un  triangle ,  par  le  moyen 
des  crois  côtés ,  il  faut  de  la  demi-fomme  re- 
trancher fucceffivement  chacun  des  trois  cô- 
tés ;  multiplier  les  trois  reftes  entr'eux  &  par 
la  demi-fomme,  &  enfin  tirer  la  racine  quarrée 
de  ce  produit. 

2  5  8 ■  4"  j  L'équation  acjc  —  ce  ^=  aa 
-  hb ,  donne  bb  =  aa  -\-  ce  —  2cx  ;  mais  fi 
la  perpendiculaire  toniboit  hors  du  triangle  , 
on  auroit ,  en  confervant  les  mêmes  déno- 
minations (  Fïg.  16),  y  y  -4-  X  X  =  aa  ybn 
\  ^ -+- ce  ~i~  2CX -^  XX  =  bh  ,  parcequev^Z) 
qui  étoit  c  —  jc  ,  eft  ici  c  H-  x.  Donc  retran- 
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chant  la  première  équation  de  la  féconde. 
On  aurok  ce  -h  2cx=bb—aa  ,  ouc  (c-\~  îx) 
=  (^-hû)x  (è— û),  qui  donne  c:è-+-û:  :b — a: 
c^-  2Xi  OT  c  -^  2X  étant  x  -t-  cH-  jc  eft  CD 
-+'J  D  ;  dont  AC:AB-+-  BC:  :  AB  —  BC , 
CD  -4-  AD  y  ce  qui  eft  la  féconde  partie  de 
la  propofition  que  nous  avons  démontrée 
(Geom.  502  ). 

a  5  y.  j° ,  La  même  équation  ce  -+-  2cx 
^=  bb  —  aa  y  donne  bb  ■=  aa  -t-  ce  •+-  2cxi 
comparant  donc  à  l'équation  bb=  aa-h  ce 
' —  2CX  qui  convient  à  la  figure  1  f  ,  on  voit 
que  le  quarré  bb  du  côté  AB  oppofé  à  l'angle 
aigu  C,  vaut  moins  que  la  fomme  aa  -h  ce 
des  quarrés  des  deux  autres  côtés ,  puifqu'il 
vaut  cette  fomme  diminuée  de  2cx.  Au  con- 
traire ,  le  quarré  b-b  du  côté  AB ,  oppofé  à 
l'angle  obtus  {Fig.  itf)  vaut  ûji  -+-  cc-+-  2cx, 
c'eft-à-dire  ,  plus  que  la  fomme  des  quarrés 
des  deux  autres  côtés.  On  peut  donc  ,  par  ces 
deux  remarques ,  lorfqu'on  a  à  calculer  les 
angles  d'un  triangle  par  le  moyen  des  côtés , 
reconnoîtrc  fi  l'angle  que  l'on  cherche  ,  doit  ' 
être  aigu  ou  obtus. 
I  260.  6°,  Les  deux  équations  ^i»  =  ûa 

Y  -h  ce  — '  2CX  ,  ècbb^=aa-hcc-+-  2cx, 

r  confirment  ce  que  nous  avons  dit  fur  les  ' 

U  quantités  négatives.  Car  on  voit   que  félon  ' 

h  que  la  perpendicul^re  BD  (  Fig.  1  j  ôc  iS) 
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tombe  dans  le  triangle  ou  au  -  dehors ,  le 
fegment  CJ9  eft  de  différents  côtés.  Or  dans 
ces  équations  le  terme  :icx  a  en  effet  des 
fignes  contraires.  Donc  réciproquement , 
quels  que  foient  les  calculs  que  Ton  aura  faits 
pour  Tun  de  ces  triangies ,  on  aura  ceux  qui 
conviennent  pour  les  cas  analogues  du  fécond, 
en  donnant  des  lignes  contraires  aux  parties 
qui  feront  fituées  de  différents  côtés ,  fur  une 
même  ligne  :  ox  dans  ce  que  nous  avons  dit 
ci-deffus  ,  tant  fur  le  calcul  de  l'un  des  angles, 
que  fur  celui  de  la  furface ,  le  fegment  CD  n'y 
entré  plus  ;  donc  ces  deux  propofitions  appar- 
tiennent indifféremment  à  toute  efpece  de 
triangle  rediligne. 

On  pourroit  tirer  encore  de  ces  mêmes 
équations  plufieurs  autres  propofitions  ;  mais 
nous  avons  d'autres  objets  a  envifager. 

2  6  r  •  Quoiqu'en  général  on  ait  d'autant 

Î)lu8  de  reflburces  &  de  facilité  pour  mettre 
es  queftions  de  Géoftiétrie  en  équation ,  que 
Ton  connoît  un  plus  grand  nombre  de  pro- 
priétés des  lignes  ;  cependant ,  comme  l'Al- 
gèbre elle-même  fournit  les  moyens  de  trou- 
ver ces  propriétés ,  le  nombre  des  propofitions 
vraiment  néceffaires ,  eft  alfez  limité.  Ces 
deux  propofitions  ,  que  les  triangles  femblables. 
ont  leurs  côtés  homologues  proportionnels  ,  ÔC 
que  dans  un  triangle  reâangle^  lafommc  des 


31 J  Cours 

quarrés  des  deux  cotés  de  l'angle  droit  ejl  égale 
au  quarré  de  l'hypotéimfe  ,  ces  deux  propofî- 
tions  ,  dis-je  ,  font  la  bafe  de  l'application  de 
l'Algèbre  à  la  Géométrie.  Mais  félon  la  rature 
des  queftions  ,  il  peut  y  avoir  bien  des  ma-  j 
nieres  de  faire  ufage  de  ces  deux  propofitions. 
Cet  ufage  n'étoit  point  difficile  à  appercevoir  f 
dans  la  queftion  que  nous  venons  de  traiter. 
Mais  dans  les  conféquences  que  nous  avons 
tirées  de  fa  réfolution  pour  le  calcul  de  l'angle, 
par  le  moyen  des  trois  côtes  ,  l'idée  de  dé-  ' 
crire  l'arc  BO{Fig.  \  <;)  pour  calculer  la  corde 
BO  y  &  par  fa  moitié  01  -,  calculer  le  finus  de 
l'angle  OC/,  cette  idée  ne  fe  préfente  pas 
d'abord.  Il  en  eft  de  même  dans  beaucoup 
d'autres  queftions.  Tantôt  ce  font  des  lignes  j 
qu'il  faut  prolonger  jufqu'à  ce  qu'elles  en  ren- 
contrent d'autres  •■,  tantôt  des  lignes  qu'il  faut 
mener  parallèles  à  quelqu  autre  ,  ou  faîfant  un 
angle  donné  avec  quelqu'autre.  En  un  met, 
l'application  de  l'Algèbre  à  la  Géométrie , 
ainfi  qu'à  toute  autre  matière  ,  exige  ,  de  la 
parc  de  XAnalyJle ,  un  certain  dlfcernement 
dans  le  choix  &  l'emploi  des  moyens.  Mais 
comme  ce  dlfcernement  s'acquiert  en  grande 
partie  par  l'ufage  ,  nous  allons  appliquer  ces 
obfervations  à  divers  exemples. 

■262.  Propofons-nnus  d'abord  cette  quef- 
tion :  D'uiipoint  A  [Flg,  17)  dont  lajîtuation 

E à 
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tft  connue  à  V égard  de  deux  lignes  H  D  6*  DI 
qui  font  entr  elles  un  angle  connu  H  D I  ^ 
tirer  une  ligne  droite  A  E  G  ie  manière  que  le 
triangle  intercepté  E  D  G ,  ait  unefurface  don- 
née ,  ceji'à'dire^  une  fur  face  égale  à  celle  d'un 
quarré  connu  c  c. 

Du  point  A  menons  la  ligne  A  B  parallèle 
à  J5  ^ ,  &  la  ligne  A  C  perpendiculaire  fur 
DG  prolongée  :  du  point  È  où  la  ligne  AEG 
doit  couper  DH y  concevons  la  perpendi- 
culaire EF.  Si  nous  connoiffions  EF  &  DGy 
en  les  multipliant  Tune  par  l'autre ,  &  pre- 
nant  la  moitié  du  produit  ^  nous  aurions  la 
Rirface  du  triangle  E  DG  ^  laquelle  devroit 
être  égale  zcc. 

Suppofons  donc  DGtssx  ;  à  l'égard  de 
£F,  voyons  fi  nous  ne  pouvons  pas  en  déter- 
miner la  valeur ,  tant  par  le  moyen  de  x ,  que 
de  ce  qu*il  y  a  de  connu  dans  la  queftion. 

Puifqu'on  fuppofe  que  la  fituation  du 
point  A  eft  connue ,  on  doit  regarder  comme 
connue  la  diftance  B  D  II  laquelle  pafle  la 
parallèle  AB ,  &  la  diftance  AC  du  point  A  à 
la  ligne  DG  prolongée.  Nommons  donc  BD  ^ 
a&cAC^b  ;  alors  les  triangles  femblahlcs  ABG 
&  EDGy  nous  donntnt  B  G  :  DG  :  :  AG:  EG; 
&  les  triangles  femblables  A  C  G  :  E  FG  , 
noifs  donnent  A  G  :  EG  ::  /l  C:  EFy  donc 
£G:DG::AC:  £F  j  c  eft-à-dire,  a  +  x  : 


C   O  D   R  s 
x::b:  EF;  donc  (  Arith.  i7ç)E  F 
puis  donc  que  la  furface  du  triangle  EDG  doit 
Être  égale  au  qusrrd  ce  ,  il  faut  que  E  Fx — 

ou X  — ^  ce ,  c'eft-à-dire  ,  que = 

ce,  ou  chafiant  le  ddnominateur  j  h  xx  =i 
sacc  -f-  2CCX. 

Cette  équation  réfoluefuivant  les  règles  deJ 
équations  du  fécond  degré  (519  &  ico),  donne 

ces  deux  valeurs,  x  =~-+-l/^  il_j_!±lj 
dont  celle  qui  a  le  figne  —  eft  inutile  à  la 
queftion  préfente. 

Pour  conftruirela  première,  je  la  mets  fous 
ia  forme  fuîvante  , 

:c^'S^I/^  Çii^^a)'^:  cela  poféi 
ayant  tiré  une  ligne  indéfinie  PQ{Fig.  18), 
fur  un  point  quelconque  C  de  cette  ligne, 
j'élève  la  perpendiculaire  A  C  =  b  ,  &  je 
prends  fur  CA  &  CP  les  lignes  CO,  CM 
égales  chacune  au  coté  c  du  quarré  donné; 
ayant  tiré  A  M,  je  lui  mené  par  le  point  O  la 
parallèle  ON  qui  me  détermine  CN  pour  la 


*  A  l'aventr  ,  loi^ws  les  fols 
qoe  nous  p.urons  à  exprimer  un 
terme  d'une  proportion  ,  dont 
trois  feront  exprimés  algébri- 
quement ,  nous  prendrons  , 
fani  en  averiii  davantage,  le 


produit  des  deux  moj'ei 


.ife    I 


I   de* 


deux  extrêmes   divifé  j 
moyen  ,  lelon    que    le    terme 
cherché  fera  une; 
moyena 


J 
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valeur  de  ^  ,  puifque  les  triangles  fembla- 

blés  ACMy  OCN  donnent  AC:  OC:  :  CM: 
CN,  c'eft-à-dire  ,b:cx:c:  CN;  donc  CN 

=  j  ;  cela  étant,  la  valeur  de  x  devient 


doncx=:  CN-hl^(CN^2a)  x  CNiOv 
V(^CN'+'za)y.CN  exprime  (a4p)  une  nçipyenne 
proportionnelle  entre  C N  ôc  CiVn-  2a;  il 
ne  s'agit  donc  plus  que  de  déterminer  cette 
moyenne  proportionnelle ,  &  de  l'ajouter 
à  CN.  Pour  cet  effet,  fur  NC  prolongée  , 
je  prends  CÇ  =  2  a  ;  &  fur  la  totalité  NQ  , 
je  décris  le  demi-cercle  NVQ  rencontré 
en  ^  par  C-/f:  je  porte  la  corde  N  V  d^ 
N  en  P  ,  &  ]*ai  Cr  pour  la  valeur  de  x\ 
car  NV  [Géom.  112)  eft  moyenne  propor- 
tionnelle entre  NC  &l  NQ  y  c*eft-a-dire, 
entre  CN  &  CN^  2a  ;  donc  NVouPN 
=  y(CN-hia)x4:JVi  donc  CP  =^  CN -^ 
P  N  =2  CN  -+-  i/'ïcN^^Tâîirc^  =  X  ;  on 
portera  donc  CP  de  D  en  G  (  Fig.  1 7  )  & 
ion  aura  le  point  G  par  lequel  &  par  le 
point  A  tirant  AG  y  on  aura  le  triangle  EDG 
égal  au  quarré  ce. 

2  6  3  •  Si  Ton  veut  favoir  ce  que  fignifie  la 
féconde  valeur  d6  x  ^  favoirr,:. • 

5c="i  y  —  Y     \^  "^  ^  ^  J T  ^  ^^  remarquera 
que  rien ,  dans  la  queftion  ,  ne  déterminant 


I 
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s'il  s'agit  plutôt  de  l'angle  ED  G  (Fig.  xj' 
que  de  fon  égal  E'  D  G'  formé  par  le  pro- 
longement des  lignes  G  D ,  ED  ,&l  les  quan- 
tités données  étant  les  mêmes  pour  celui-ci 
que  pour  l'autre ,  cette  féconde  folution 
doit  être  celle  de  la  queftion  où  il  s'agiroit 
de  faire  dans  l'angle  E'  D  G'  la  même  chofe 
que  nous  avons  faite  dans  l'angle  E  D  G.  En  i 
effet ,  en  nommant  D  G'^Xy  &  confervant  les 
autres  dénominations  ,  les  triangles  ABG'j 
E'  D  G' ,  femblables  à  caufe  des  parallèles 
AB  &  DE'  donnent  BG'  :  DG'  :":  AG' :  G'E', 
&  en  abaiffaot  la  perpendiculaire  £'i^',les 
triangles  femblables  ^ ce,  £'i^'G'  donnent  ' 
A  G'  :  G'E'  ■.-.AC-.F'E';  donc  BG'-.DQ-.: 
AC:  F'E' j  c'eft-à-dire ^a  —  x.x::b:  F'E' ; 
donc  PE'  =  —  ;  puis  donc  que  la  furface  du  " 
triangle  G'E'D  doit  être  égale  au  quarré  ce, 
il  faut  que  --^  x  —  =  c  c  ;  ce  qui  donne 
hxx  =  2acc  — 2CCX ,  &:  par  conféquent, 
x=  -^  ^  \r  -^  -V-  ^-^,  valeursdexqui 
font  précifémcnt  les  mêmes  que  celles  du 
cas  précédent  j  avec  cette  différence  qu'elles 
ont  des  fignes  contraires  ,  ainfi  que  cela  doit 
être ,  puifqu'ici  la  quantité  x  eft  prife  du  côté 
oppofé  à  celui  où  on  la  prenoit  d'abord. 
Nouvelle  confirmation  de  ce  que  nous  avons 
déjà 


A 


ce         T  X     ^  ^acc  ce 
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ddja  dît  plus  d'une  fois,  que  les  valeurs  né- 
gatives dévoient  être  prifes  dans  un  fens 
oppofé  à  celui  où  l'on  a  pris  les  pofîtives. 

La  conftruction  que  nous  avons  donnée 
pour  le  cas  précédent ,  fert  aufli  pour  celui- 
ci,  avec  ce  fcul  changement,  de  porter  (  Fig. 
iH  )  NF de  N Qtx  K  vers  Q  ;  alors  la  valeur 
de  jc,  qui ,  dans  le  cas  précédent  j  étoit  CPy 
fera  CK  dans  celui-ci.  En  effet ,  la  valeur 
de  X ,   qui    convient  au  cas  préfent ,    eft 

l^(CN'^ia)xCNi  puis  donc  que  NV:= 

^^(CN-+-2a)xC^,onaJc-=—  CN-\-NV 
r=  —  CN  -^  A/  K  =^  CK  ;  ainfi  on  portera 
CK  de  D  en  G*  [Fig.  17) ,  &  l'on  aura  le  point 
&  par  lequel  &  par  le  point  /J  tirant  AG'E' ^ 
on  aura  le  triangle  G'DE^  égal  au  quarré  ce  ; 
c'eft-à-dire,  la  féconde  folution  de  la  quef- 
tion. 

9  6  -<i  •  Nous  avons  fuppofé  que  le  point y^ 
(  Fig.  1 7  )  étoit  ^u-deflus  de  la  ligne  n  G  ;  s'il 
étoit  au-deffous ,  (  Fig.  19  )  la  quantité  è,  ou 
Ja  ligne  -^  C  feroit  négative ,  &  les  deux  pre- 
mières valeurs  de  x  (eroient  par  conféquent 

ce         Tx^t-'  lace  ce 

AlG  EBRE.  X 
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7/^^^  — tti^xVi  où  l'on  voit  que  le  pro- 
blème n  eft  poflîble  alors  ,  que  lorfque  2a  ell 
plus  petit  que  ,'puifquelorfqu'il  eft  plus  grand 
la  quantité  qui  eft  fous  le  radical ,  eft  néga- 
tive ,  &  par  coiiftîquent  '98)  les  valeurs  de  x 
font  imaginaires  ou  abfurdes.  Lorfque  2a  eft 
plus  petit  que  —j  les  deux  valeurs  de  ;c  font 
négatives ,  c'eft-à-dire  ,  qu'alors  le  problême 
eft  impoiïible  à  l'égard  de  l'angle  HDI;  mais 
il  a  deux  folutions  à  l'égard  de  fon  égal 
E'D  G'.  Pour  avoir  ces  deux  folutions  ,  il  faut 

conftruire  les  deux  valeurs  x  = 1  ût 

y  {jj  —  2a^  xy,  ce  que  l'on  fera  de  la 
manière  fuivante.  Ayant  déterminé ,  comme 
ci-dcITus ,  la  valeur  CN  de  y  {P'ig-  20) ,  on 
prendra  NQ  =  2a ,  &  ayant  décrit  fur  iVQ 
comme  diamètre,  le  demi-cercle  iVKQ, 
on  lui  mènera  la  tangente  CV \  on  portera 
enftiite  C  /^  de  C  en  P  vers  A'^  &  de  C  en  A! 
à  roppofue  ;  alors  N?  &  NK  feront  les  deux 
valeurs  de  x  ;  on  les  portera  (  Fig,  151  )  de  .D 
en  G  &  de  Z)  en  G' ,  &  tirant  par  le  point  A 
&  par  les  points  G  &  G  les  deux  droites 
£G ,  E'G' ,  chacun  des  deux  triangles  EDG, 
K'DG'  fera  égal  au  quarré  ce  Quant  à  ce 
que  nousdifons  que  /V'i*  &  NK(Fig.  20) 
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feront  les  deux  valeurs  de  jc,  cela  fe  tire  de  ce 
jue  {Géom.  i2p}  C/^ étant  moyenne  propor- 
iionnelle  entre  CNSa.  CQ,  ell:=?/CVxCW, 
3u ,  (en  mettant  pour  ces  lignes  leurs  valeurs) , 

CVov.  CP  ou  CX==K(^-)xt; 

donc  jyp=cjy-CP=y-K(r— ■)t; 
&A«=civ+œ=¥+KC;-")x¥; 

or  ces  deux  quantités  font  les  mêmes  que 
les  valeurs  de  x ,  en  changeant  les  lignes , 
donc  ces  mêmes  quantités  portées  de  D  vers 
6  ( lig.  it}  )  feront  les  valeurs  de  x. 

265.  Si  le  point  A  (  Fig.  2  1  )  étoic  dans 
igle  même  HDI ,  alors  BD  tombant  du 

côté  oppofé  à  celui  où  il  tomboit  d'abord , 
a  feroit  négatif  &  les  deux  valeurs  primitives 

de  X  ,  deviendroient  x  =^'^±]/^  i^— ~T~ 
qui  font  les  mêmes  (  en  changeant  les  lignes  ) 
que  celles  que  nous  venons  de  conflruire. 
On  voit  donc  qu'alors  on  doit  conftruîre , 
comme  on  l'a  fait  (  Fig.  20  )  ;  maïs  porter  les 
valeurs  NP  &  NK  de  x  ,  les  porter  ,  dis-je  , 
(  ii^.  21)  de  D  vers  /  ;  &  l'on  aura  les  deux 
triangles  DEG ,  DE'G'  qui  fatisferont  tous 
deux  à  la  queftion. 

266.  Enfin  le  point  A  (  Fig.  22  )  pourroît 


Â 
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être  Citué  au-deflbus  de  B  D  ^  maïs  dans  Tan- 
gle  BDE\  Alors  a  ia  b  feroient  tous  deux 

négatifs  ^  ce   qui  donner  oit  x  == T  ^ 

V 


c^    .    1  ace 


t,-| — F~qui  font  précifément  de  fignes 

contraires  aux  premières  valeurs  que  nous 
avons  trouvées  pour  x.  On  conftruira  donc, 
comme  on  Ta  fait  (  Fi^.  \  8  ),  Alors  CK  fera 
la  valeur  pofitive  de  x ,  &'  CP  fa  valeur  né- 

fativc  ;  on  portera  la  première  ,  (  Fig.  22  )  de 
)  en  (j  vers  B  ^  &l  l'autre  à  Foppofite  ^  c'eft- 
à-dire ,  de  2?  en  G' 

Nous  avons  infifté  fur  les  différents  cas  de 
cette  folution ,  pour  faire  voir  comment  une 
feule  équation  les  comprend  tous  ;  comment, 
on  les  en  déduit  par  le  feul  changement  des 
fignes  ;  comment  les  pofitions  contraires  des 
lignes  ,  font  défignées  par  la  contrariété  des 
fignes  y  &  réciproquement.  Il  nous  refte  en- 
core à  indiquer  quelques  ufages  de  cette 
même  folution. 

267.  Si  Ton  propofoit  cette  queftion  : 
D^un  point  donné  A  (Fig.  2^)  hors  et  un  triangle 
ou  dans  un  triangle  donné  D  H  I  ^  mener  une 
ligne  A  F  qui  divife  ce  triangle  in  deux  parties 
DEF  ,  EFIH  qui  [oient  entr  elles  dans  un  rap- 
port connu  ù  marqué  par  le  rapport  de  m  :  n , 
cette  queftion  trouveroit  fa  folution  dans  la 
-précédente.  Car  puifque  le  triangle  DHl 
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îeft  donné  ,  6f  que  l'on  fait  quelle  partie  le 

triangle  DE  F  doit  être  du  triangle  DHI 

iii'on  cherche  le  quatrième  terme  de  cette 

ipropordon  m  -i-  n:  m:  :  la furface du  tria.ngle 

^  H  I ,  eft  à  un  quatrième  terme  ;  ce  qua-f 

rieme  terme  fera  la  furface  que  doit  avoir  le 

iriangle  DE  F.  Or  on  peut  toujours  trouv.et 

n  quatre  ce  égal  à  cette  furface  (  249 }  ; 

.queftion  eft  donc  réduite  à  mener  par  le 

lint  A,  une  Vigne  A  F  F ,  qui  comprenne 

ivec  les  deux  côtés  Di/,  D/,  un  triangle 

~  £ /^  égal  au  quarrécc,  c'cft- à-dire,  eft 

duite  à  la  queftion  précédente. 

268'  On  voit  encore  qu'on  raméneroit 

la  même  queftion ,  celle  de  partager  une 

jure  rediligne  quelconque   (  Fîg.  a-^-  )  par 

ne  ligne  tirée  d'un   point   quelconque  A  , 

en  deux  parties  BCFE,EFDHKf  qui 

fuflent    entr'elles    dans   un  rapport  donné. 

En  effet,   la  figure   BCDHK  étant  fup- 

pofée  connue  ,  on  connoît  tous  fes  angles  & 

ïous  fes   côtés  ;  on  connoîtra   donc  facile- 

lent  le  triangle  B  L  G  formé  par  les  deux 

ôtés  K  B  6l  IP  C  prolongés  ,puifqu'on  con- 

oît  dans  ce  triangle  ,  'le  côté  fi  C  6c  les  deux 

mgles  LBC^  LCB  fuppléments  des  an- 

;les  connus  CBK  &  BCFi  ainfi  on  doit 

■egarder  la  furface  du  triangle  LBC  comme 

-connue  ;  &  pulfque  celle 'de  EBCF  doit 

Xiij 


1 

le  ■ 
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être  une  portion  déterminée  de  la  furfacfl 
totale ,  elle  eft  donc  connue  aulTi  ;  la  quef- 
tion  eft  donc  réduite  à  mener  une  ligne  AKf 
qui  forme  dans  l'angle  X  iZ),  un  triangle 
"égal  à  un  quarré  connu.  Enfin  ,  on  voit  par- 
la ,  comment  on  partageroit  cette  figure ,  en 
uo  plus  grand  nombre  de  parties  dont  leî 
rapports  feroient  donnés. 

269.  Une  remarque  qu'il  eft  encore  à 
propos  de  faire,  &  que  nous  allons  confir- 
mer par  d'autres  exemples  ;  c'eft  que ,  fi 
quelques-unes  des  quantités  données  qui 
entrent  dans  l'équation  qui  fert  à  réfoudre 
une  queftion ,  font  telles  qu'en  changeant 
leurs  lignes  en  fignes  contraires ,  l'équation 
ne  change  point  ;  ou  fi  un  changement  de 
pofition  dans  la  ligne  ou  les  lignes  cher- 
chées de  la  figure  ,  n'entraîne  aucun  change- 
ment de  pofition  ni  de  grandeur  dans  les  li- 
gnes données ,  alors  parmi  les  différentes 
valeurs  de  x,  lorfqu'ilyen  a  plufieurs  dans 
l'équation,  on  en  trouvera  toujours  une  qui 
fera  la  fohition  propre  pour  le  cas  qu'indique 
ce  changement.  Par  exemple ,  dans  la  quet 
tion  que  nous  venons  de  traiter  ,  on  a  vu 
que  l'une  des  valeurs  de  x  donnoit  dire£le- 
ment  la  foiution  pour  le  cas  où  la  ligne  AEG 
{Figi-j)  devoir  traverfer  l'angle  HDl, 
ainfi  qu'on  l'a  fuppofé  en  faifanc  le  calcul  j 


L 
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înaîs  on  a  vu  en  même  temps  que  la  féconde 
valeur  de  x  donnoit  la  folutîon  pour  le-cas 
où  il  s'agiroit ,  non  pas  de  l'angle  HDÎ ,  mais 
de  fon  oppofé  au  fommet.  La  raifon  en  efl 
.qu'ayant  dans  chaque  cas,  les  mêmes  quan- 
tités donntîes  à  employer,  &  les  mêmes  rai- 
fonnements  à  faire  ,  on  ne  peut  être  conduit 
qu'à  la  même  équation  ;  donc  la  même  équa- 
tion doit  donner  les  deux  folutions.  Nous 
allons  en  voir  encore  des  exemples  ,  en  par- 
courant d'autres  queftions. 

270-  Propofons  -  nous  cette  queflion. 
D'un  point  donné  A  hors  d'un  cercle  BDC 
( Fig.  2 î  )  tirer  une  li^ne  droite  A  F., de  ma- 
nière que  fa  partie  DE  interceptée  dans  le  cercle 
Joit  égale  à  une  ligne  donnée. 

Puifque  le  cercle  B  DEC  ç.?i  donné,  fon 
diamètre  eft  cenfé  connu  :  &  puifque  le  point 
A  eft  donné,  fi  l'on  tire  par  le  centre  O  la 
droite  AOC  y  on  eft  cenfé  connoître  la  ligne 
AB ,  en  par  conféquent  la  ligne  A  C.  Pour 
favoir  comment  on  doit  tirer  la  ligne  A  E  ,ii 
ne  s'agit  que  de  favoir  de  quelle  grandeur 
doit  être  AD,  pour  que  fon  prolongement 
D  E  foit  égal  à  la  ligne  donnée.  Je  nomme 
donc  AD  ,  X  ;\3.  ligne  connue  A  B  ,  a,  la 
ligne  connue  AC ,b-,  enfin  je  nomme  c ,  la 
ligne  donnée  à  laquelle  DE  doit  être  égaie. 
Cela  pofé, 

Xiv, 
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Puifque  la  figure  BDEC  eft  un  cercle ,  le^ 
fécantes  AC  ^AE  doivent  {Geoni.  1 27)  être 
réciproquement  proportionnelles  à  leurs  par- 
ties extérieures;  on  doit  donc  avoir  ^C:  Œ:: 
AD  :AB y  c'eft-àrdire  ,  en  vertu  des  dénomi- 
nations précédentes ^  b  :  x  ^  c:  :  x  :  a;  donc 
en  multipliant  les  extrêmes  &  h^  moyens , 
on  aura  xx  ■'-  ex  —ab^  équation  du  fécond 
degré  qui  étant  réfolue  donne  x  ^=  —  t  c  ± 
f^^ ce 4- aB  ;  dont  la  première  valeur,  x  « 
• —  T  ^  "•"  ^{cc-^ah  y  fatisfait  feule  à  la  queftioh 
aduelle. 

Pour  achever  la  folutîon  ,  il  faut  conftruire 
cette  quantité  ,  ce  qu'on  peut  faire  fans  em- 
ployer les  transformations  enfeignées  (24(J), 
rour  cet  effet ,  on  tirera  du  point  A  la  tan- 
gente A  T y  qui  (  Géom.  1 2p  )  étant  moyenne 
proportionnelle  entre  ^  jB  &  JfC,,  donnera 

^  7"=  û^  ;  la  valeur  de  x  deviendra  donc  x  = 

■ —  T  ^  "+•  ^icc-^-yiT'^  tirons  le  rayon  TO  ^  il 
fera  perpendiculaire  ^  A  T  {  Gcom.  48  )  ;  fi 
donc  on  prend  Tl  =:^\  c  ^  alors  en  tirant ^/ 
on  aura  A  I  ^=^  V^\cc^^7'\  donc  pour  avoir 
;v  ,  il  ne  s'agit  plus  que  de  porter  TI  de  /  en 
jR  &  de  décrire  du  point  A  comme  centre 
&  du  rayon  A  R  ,,  l'arc  R  D  qui  déterminera 
le  point  cherché  D  ;  car  AD  ou  A  R  fera 

égal  '^AI—IR=.AI^TI=:l^Lc^^:âf'^ 

ic  =  x. 


I 
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Pour  connoître  maintenant  ce  quefîgnifie 
la  féconde  valeur ,  jc  -=  —  7  c  —  j/^p^-haî^  > 
il  faut  remarquer  que  puifqu'elle  eft  toute 
négative  ,  elle  ne  peut  tomber  que  du  côté 
oppofé  à  celui  vers  lequel  tend  A  D.  Voyons 
donc  s'il  y  a  quelque  queftion  dépendante 
des  mêmes  quantités  &  des  mêmes  raifon- 
nements  ,,  &  qui  ait  rapport  à  ce  côté.  Or  je 
remarque  que  fi  Ton  fuppofe  a  &  3  négatifs  , 
Téquation  a:  jç  -+-  c  x  =  j  ^  ne  change  en  au- 
cune manière  ;  donc  puifqu'alors  le  cercle  . 
^DECdeviendroit  B'D'EC  Çxtvié  vers  la 
gauche  de  la  même  manière  que  le  premier 
Teft  vers  la  droite  ,  il  s'enfuît  que  cette 
même  équation  renferme  aufli  la  folution 
qui  appartiendroit  à  ce  cas  ;  la  féconde  va?- 
leur  de  x ,  favoir  x=  —  \c  —  v^i  ce  h-  ah  ap- 
^partient  donc  à  ce  même  cas  ,  &  fatisfait  à 
la  même  condition  ;  c'eft  pourquoi  fi  dans 
la  conftrudion  précédente  on  porte  77",  de 
I  en  Ry  fur  A 1  prolongé ,  &  qu'enfuite  du 
point  A  comme  centre  &  d'un  rayon  égal 
a  A  R  y  on  décrive  un  arc  qui  coupe  ,  en  E', 
la  circonférence  B'D'E'C ,  le  point  É^  fera 
tel  que  la  partie  interceptée  E'Ù  fera  égale 
à  c  ;  en  effet ,  A  E'  étant  égal  k  A  R  =^ 
Al  -t-  IR!  ,  vaudra  V^^c^^ZH"  -H  t  <^^  c'eft- 
à-dire ,  fera  égal  à  la  féconde  valeur  de  x 
en  y  changeantes  fignes  j  or  puifqu'on  porte 
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cette  quantité  du  côté  oppofé  à  celui  vert 
lequel  on  a  fuppofé  que  tendoît  x  ,i\  s'enfuit 
que  Ah'  efl;  véritablement  la  féconde  valeur, 
de  X. 

Au  refte ,  comme  les  deux  cercles  font 
égaux  &  fituds  de  la  même  manière  ;  les  deux 
folutions  peuvent  appartenir  routes  deux  au 
même  cercle  ,  en  forte  que  i\  l'on  décrit  du 
point  j4  comme  centre  &  du  rayon  AR',  l'arc 
R  E^\a  ligne  A  E  réfoudra  aufli  la  queftionj 
en  effet ,  il  eft  aifé  de  voir  que  le  point  £  dé- 
terminé de  cQztt  manière  eft  fur  le  prolonge- 
ment de  la  ligne  AD  déterminée  par  la  pre- 
mière conftruélion.  Mais  des  deux  folutions 
diftin£les  que  fournit  l'Algèbre  ,  la  première 
tombe  à  la  droite  du  point  A ,  &  appartient 
au  point  D  de  la  circonférence  convexe  ;  la 
féconde  tombe  à  la  gauche ,  &  appartient  au 
point  £'  de  la  circonférence  concave. 

On  voit  par- là  fe  confirmer  de  plus  en 
plus  ,  que  les  quantités  négatives  doivent 
être  portées  de  côtés  oppofés  ,  &  récipro- 
quement. 

27  r*  Suppofons  maintenant  qu'il  s'agit  de 
trouver  fur  lu  dircciion  de  la  ligne  donnée  AB 
(Fig.  16)  un  point  C  tel  que  fa  dijiance  au 
point  A  ,foit  moyenne  propomonnelle  entre  fa 
dijiance  au  point  B  &  la  ligne  entière  A  B. 

Je  nommerai  a  la  ligne  donnée  AB  ;  6c 
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i  la  diflaiice  cherchée  A  C  ;  alors  B  C  fera 
—  jc  ;  &  puifqu'orx  veut  que  A  B  :  A  C:: 
AC  :  CB  f  ou  que  a:  x::  x:  a  —  x  ,  il  faut , 
en  multipliant  les  extrêmes  &  les  moyens  , 
ue  XX  ^aa  —  axj  ou  xx  •+■  ax  =  aa,  équa- 
tion du  fécond  degré  ,  qui ,  étant  réfolue  , 

donne  X  =  —  ^  a  +  V^aa-t-aa- 

Pour  conftruire  la  première  valeur  x  = 
7  (Z  -4-  yi,aa-]-aa,  il  faut  fclon  cc   quï  a 
■^té  enfeigné  (  2f  p  )  élever  au  point  B  la  per- 
pendiculaire B D  =  ~a,  dx.  ayant  tiré  AD, 

on  jura  A  D  =  P^WD'  -f-  ZB'  = 

<l/'^aa-\-aa  î  il  ne  s'agit  donc  plus  que  de 
retrancher  de  cette  ligne  ,  la  quantité  ^  a  , 
ce  qui  fe  fera  en  portant  D  5  de  Z)  en  O  ; 
alors  A  O  vaudra  Viaa~+~aa  —  i  a ,  c'eft-à- 
dire ,  fera  égale  à  x  ;  on  portera  donc  A  O 
de  ^  en  C  vers  £ ,  &  le  point  C  où  elle  abou- 
tira fera  le  point  cherché. 

Quant  à  la  féconde  valeur  de  x ,  favoir 
7  û  —  ï^>,j-i-iifl  ;  fi  l'on  porte  BD  de  D 
en  O'  fur  le  prolongement  de  A  D ,  alors 
ACy  vaudra  ~  a  -^  i/i  aa  -+-  aa  ;  puis  donc  que 
la  valeur  de  x  eil  cette  même  quantité  , 
prife  négativement,  on  portera  AO'  àt  A 
en  C  fur  A  B  prolongée  du  côté  oppofé  à 
celui  vers  lequel  on  a  fuppofé  ,  dans  la  folu- 
tion  ,  que  x  tendoït ,  &  l'on  aura  un  fécond 
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point  O  ,  gui  fera  ,  aufTi ,  tel  que  fa  diftancfi 
au  point  j4  ,  fera  moyenne  proportionnelle 
entre  fa  diftance  au  point  B  Sa  la.  ligne  en- 
tière A  B. 

Kemarquonsen  pafTant  que  cette  queftioo 
renferme  celle  de  couper  une  ligne  donnée  AB 
en  moyenne  6"  extiême  raifon  ;  auiïi  la  conf- 
trudion  que  nous  venons  d'en  donner  eft- 
elle  la  même  que  celle  que  nous  avons  don- 
née [Géoni.  MO  .  Mais  on  voit  que  l'Algèbre 
nous  conduit  à  trouver  cette  conftrudion; 
au  lieu  qu'en  Géométrie  nous  fuppolions  la 
conftrudion  déjà  trouvée  ,  &  nous  en  dé- 
montrions feulement  la  légitimité. 

'-l'y  1.  Si  l'on  fait  un  peu  d'attention  fut 
la  marche  que  nous  avons  obfervée  dans  les 
queftions  précédentes  ,  on  verra  que  nous 
avons  toujours  pris  ,  pour  l'inconnue  ,  une 
ligne  qui ,  étant  une  fois  connue ,  ferviroît  à 
déterminer  toutes  les  autres  ,  en  obfervant 
les  conditions  de  la  queftion.  C'eft  ce  qu'on 
doit  toujours  obferver  ;  mais  il  y  a  encore  un 
choix  à  faire  pour  fe  déterminer  fur  cette 
ligne  :  il  y  en  a  fouvent  pluficurs  dont 
.chacune  auroit  également  la  propriété  de 
déterminer  toutes  les  autres-  fi  une  fois  elJe 
étoit  connue  ;  or  parmi  celles-là  il  en  eft  qui 
condiiiroient  à  des  équations  plus  compofées 
les  unes  que  les  autres.  Pour  aider  à  fc  déter- 
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tnîner  dans  ces  cas ,  nous  placerons  ici  la 
règle  fuivante. 

2  7  3  •  Si  parmi  les  lignes  ou  les  quantités  qui 
étant  prifes  chacune  pour  t  inconnue  ^pourroient 
Jervir  à  déterminer  toutes  les  autres  quantités ,  il 
s'en  trouve  deux  qui  y  fervent  de  la  menu  ma-^ 
niere ,  enforte  quon  prévoie  que  L'une  ou  Vautre 
conduiroit  à  la  même  équation  { aux  [ignés  -4- 
ou  —  près  )  ;  alors  on  fera  bien  de  ri  employer  ni 
Vune  ni  Fautre^  mais  de  prendre  pour  inconnue 
une  autre  quantité  qui  dépende  également  de 
Vune  &  de  Vautre  de  ces  deux- là  y  par  exemple  , 
de  prendre  pour  inconnue  leur  demi-fomme  , 
ou  leur  demi-différence,  ou  un  moyen  pro- 
portionnel entr'elies ,  ou  ôcc; .  On  arrivera 
toujours  à  une  équation  plus  fimple  qu'en 
cherchant  l'une  ou  l'autre. 

La  queftion  que  nous  avons  réfolue  (270) 
;  peut  nous  en  fournir  un  exemple.  Rien  dans 
cette  queftion  ne  déterminoit  à  prendre  A  D 
(  Fig.  2^  )  pour  inconnue  plutôt  que  A  E  ; 
en  prenant  AD  pour  l'inconnue  x ,  on  avoit 
X  -4-  c  pour  AÈ'^  &  en  prenant  AE  pour 
l'inconnue  x  ,  on  auroit  eu  jc  —  c pour  AD  j 
&  du  refte  le  calcul  eft  le  même  dans  chaque 
cas ,  enforte  que  l'équation  ne  différera  que 
par  les  fignes.  C'eft  pourquoi ,  fi' au  lieu  de 
prendre  aucune  des  deux  pour  inconnue , 
je  prends  leur  demi-fomme  ^  &  .  que  je  la 
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nomme  x  ;  comme  leur  différence  D 
donnée  par  les  conditions  de  la  queftion; 
eft  =  c,  on  aura  (  Geom.  301  )  A  E 
H-yC,ôc-(4D  =  3c  —  ^  c  ;  &  en  emploi 
le  même  principe  que  nous  avons  empl 
dans  cette  première  réfolution  ,  nous  aurons 
l'équation  {x  -{-  ^  c)  (x  —  ^  c)  '^  ab ,  ou 
XX  —  :~  cc=ab ,  équation  plus  fimple  &  qui 
donne  x  =  l^;.v-)-a6.  D'oii  il  eft  aifé  de  con- 
clure que  AE  qui  eft  x  -4-  7  c.,  fera  =  ^c-+- 

comme  ci-deffus  (  270  ). 

La  queftion  fuivante  nous  fournira  plu- 
fieurs  exemples  de  l'application  dli  même 
principe. 

a74-  D'un  point  D  {Fig.  2y)  Jitué dans 
l'angle  droit  I A  E  ,  6*  également  éloigné  des 
deux  cotés  ÏA&  A  E  ,  mener  une  ligne  droite 
"DB  f  de  manière  que  la  partie  C  B  comprife 
dans  l'angle  droit  E  A  B  ,  Joit  égale  â  une 
ligne  donnée. 

Ayant  abaiffé  les  perpendiculaires  DE , 
Dl ,  JQ  puis  indifféremment  prendre  pour  in- 
connue CE  ou  AB ,  AC  ou  iB  ,  CD  ou  DB. 
Si  je  prends  par  exemple  CE  pour  l'in- 
connue, alors  nommant  CE,  x  ;  &  défi- 
fnant  par  a  ,  chacune  des  deux  lignes  égales 
^E  ,DI  j  qui  font  cenfées  connues  ;  nom- 
mant de  pluSjC,  la  ligne  donnée  à  laquelle 
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BC  doit  être  égale ,  j'aurai  AC^AE  —  CE 
^a  —  jci&  les  triangles  femblables  Z)£C, 
CAB,  me  donneront  AB  par  cette  propor- 
tion, C  E:DE::AC:AB,  c'eft-a-dire  , 
a  :  :a  —  x:  AB  ;  d'où  l'on  tire  A  B  =3 
.  Or  par  la  propriété  du  triangle  rec- 
tangle (  Ge'om.  i^-i)  on  a  AC-i-  AB  =  BC: 
fubftituant ,  au  lieu  de  ces  lignes ,  leurs  va- 
leurs   algébriques  ,    on   aura    {a  —  3c  }'  -4- 

/ y  =  ce ,  ou  a  a  —  2ax-{-xx-+- 

^—^ — - — -  =  ce ,  ou  j  en  chaflant  le  déno- 


minateur, tranfpofant  &  réduifant^c'*  —  aax^ 
-f-  2aaxx —  ccxx  —  2a' x  -h  û'*  =r  o  ;  équation 
du  quatrième  degré ,  mais  qui  n'eft  pas ,  à 
beaucoup  près ,  la  plus  fimple  qu'on  pujfle 
employer  pour  réfoudre  cette  queftion. 

Si,  au  lieu  de  prendre  CE  pour  inconnue, 
nous  prenions  ÎE]  alors  nommant  I B^x, 
&  imitant  la  folution  précédente  ,  on  aurait 
une  équation  qui  ne  différeroit  de  celle  qu'on 
vient  de  "trouver  ,  qu'en  ce  qu'au  lieu  de 
a —  X,  on  auroit  x  —  a;  c'eft-à-dîre  ,  qui 
feroit  abfolument  la  même ,  puifque  ces  quan- 
tités y  font  au  quârré.  Celle  où  Ton  prcndroit 
AB  pour  inconnue ,  ne  différeroit  que  par  les 
fignes  de  celle  où  l'on  prendroit  -^  Cpour  in* 
connue.  De  même,  à  l'égard  de  DB  &  de  DC, 
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réquatîon  où  Tune  fera  prife  pour  încônntie^ 
ne  différera  que  par  les  fignes ,  de  celle  où 
Ton  prendront  l'autre  pour  inconnue  :  il  ne 
faut  donc  prendre  aucune  de  ces  lignes. 

Mais  fi  nous  prenons  pour  inconnue ,  la 
fomme  des.  deux  lignes  DB  &  DC y  &iCt 
nous  repréfcntons  cette  fomme  par  2x^  alors 
{Geom.  ^01  )  nous  aurons  D B  =  x  -^^c^ 
ai  DC  =^  X  —  -rcjor  les- parallèles  jD /  & 
CA  y  nous  donnent ,  pour  trouver  AB  &c  AC^ 
les  deux  proportions  fuivantes,  D  C:  CB:: 
lA  ou  DE  :AB,&iDB:CB::Dl:ACi 
c'çft-à-dire ,  jc  —  ^  c:e:  :a:  ABy&Lx^jc: 

c::a:ACi  donc  AB  = -^  &  AV^ 

-  ;  donc  puifque  le  triangle  redangle. 

2  l  2 

CA  B ,  donne  AB  -H  A  C=EC^  on  aura 

-^—=cci  ou  bien,  chaffant 


les  fraftions;  &  divifant  par  ce  ^  a''  (a:-t--C/* 
^a^  {x—\c)\^  {x-+'^y{x-icyi 
faifant  les  opérations  indiquées ,  tranfpofant 

6  réduifant ,  on  a  x"^  —  (7  ce  -+-  2aa  )  x""  = 

7  aacc  —  Tô  ^^  )  équation  du  quatrième  degré, 
à  la  vérité  ,  mais  plus  facile  à  réfoudre  que  la 
précédente  5  puifque  (lyj^elle  fe  réfout-àla 
manière  de  celles  du  fécond  degré. 

On  parviendra  encore  à  des  équations  affez 
fimpies,  Ci  on  emploie  deux  inconnues^  dont 

lune 
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l'une  foît  la  fomme  des  deux  lignes  j4B  6c ^C, 
êc  l'autre  leur  différence  ,  c'elt-à-dire  ,  fi  l'on 
fi!iitAB~hAC=2x,&AB^^C^2y, 
ce  qui  donnera  A  B  =  x  -h  y ,  dm  A  C  = 
X  —  y;  le  triangle  reftangle  ^5C  donnera 

^B-\-  AC  =^  WC ,  &  les  triangles  fembla- 
bles  ABC,  IBD  donneront  {Géom.  109) 
AS  :  AC::  IB  :  /  Z)  ;  ce  qui  donnera  les  deux 
équations  néceflaïres  pour  déterminer  x  &^; 
de  l'une  on  tirera  la  valeur  de  xx  ,  qui  étant 
fubllituée  dans  l'autre  ,  donnera  pour_y  ,  une 
:quation  du  fécond  degré.  Mais  nous  laifibns 
tux  commençants  à  achever  le  calcul  pour 
l'exercer ,  &  nous  revenons  à  notre  équation, 
.Conformément  à  ce  qui  a  été  enfeigné 
I175),  on  aura  jc* — (7CC-l-2ûa)x^H-(-^cc-hiia)* 
'  =  (^cc-+-t2a)'-f-jût7cc  —  yj  c*  ^^  aacc  •+•  a*; 
[rant  la  racine  quarrée  ,3c"  —  (-^cc  •+■  aa)=s 
t  y^â-u\:-i-a*,  &  par  conféquent  ;x:'  =  -^  cc~i~aa 
rt  V^ â.2Jc-i-ii*  '■  tirant  de  nouveau  la  racine 
quarrée  ,  nous  aurons  enfin 


aa-±:'^aaôc~ha*,  o" 


-a^c 


L  Des  quatre  valeurs  de  x  que  donne  la 

ubie  combinaifon  des  deux  fignes  +,  il 

B'y  en  a  qu'une  qui  appartienne  à  la  queftion 

îlle  qu'elle  a  été  propofée ,  &  cette  valeur 

Algèbre.  Y 


zi-^\/{cc-i-aa-^a\/'cc'+-aa.  La  va- 

leur  je  =  +  y^  cc-\-aa  —  a  V^cc  ■+-  aa  réfout 
la  queftion  pour  le  cas  où  l'on  demanderoit 
que  la  ligne  CB  fût  dans  le  même  angle  que 
le  point  D ,  voye^  (  Fig.  2  8)  i  &  alors  x  repré-- 
fente  ,  non  pas  la  demi-fomme ,  mais  la  demi- 
différence  des  deux  lignes  BD  6c  DC,  c'eft 
ce  dont  il  eft"  facile  de  fe  convaincre  ea 
nommant  2X  cette  différence,  &  réfolvanc 
le  problème  de  la  même  manière  que  cî- 
defTus  i  car  on  aura  D  B  =-^c-^  x ,  CD  =a 
i  c  —  i- ,  &  les  parallèles  D  /  &  CÂ  donne- 
ront D  B  :  CB  :  :  D1:CA,S>lDC:CB:: 
A1:AB,  o\x^c-^x:c::a:CA^?3L^c^x: 
a:  a  lAB;  donc  CA=jf^^ei.AB=j^ 
donc  à  caiife  du  triangle  redangle  CAB, 
on  aura  .-7^—^ — i  H-  ri-~—{  =  c%  ou  après  les 
mêmes  opérations  que  ci  -  deffus  ,  x*  — ■ 
(■{  ce  -h  2aa )  x'  ^  I  aacc  ■ —  -pô  <^*  >  équation 
qui  art  abfolument  la  même  que  celle  que 
ïious  venons  de  trouver  pour  la  fomme  des 
deux  lignes  £ Z?  &  CD  {Fig.  27).  Doncla 
même  équation  fatisfaifant  aux  deux  cas , 
l'une  des  racines  doit  donner  la  fomme,  & 
une  autre  doit  donner  la  différence  ;  or  il 
eft  facile  de  voir  que  les  deux  que  l'on  doit 
prendre ,  font  celles  que  nous  venons  d'in» 
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cîîquei' ,  puifque  les  deux  autres  racînes  ^ 
étant  toutes  négatives,  ne  peuvent  appar- 
tenir qu'à  des  cas  tout  oppofés  à  ceux  qu'on 
a  confidérés  dans  chaque  réfolution. 

Quant  à  ces  deux  autres  racines ,  pour 
trouver  à  quels  cas'  elles  appartiennent ,  il 
faut  obferver  que  rien  ne  détermine  dans  la 
queftion  préfente  ,  ou  ,  du  moins ,  dans  fé- 
quation ,  fi  le  point  D  {Fig.  27  )  eft  (  comme 
on  Ta  fuppofé  d'abord)  au-deflbus  de  ^/  & 
à  gauche  de  A  E ,  ou  s'il  eft  ,  au  contraire  , 
au-deffus  de  la  première  &  à  droite  de  la  fé- 
conde ,  comme  on  le  voit  ici  à  l'égard  de  A^F 
&  de  A^E'  ;  or  dans  ce  cas ,  la  quantité  a 
tombant  de  côtés  oppofés  à  ceux  où  elle 
tomboit  d'abord  ,  eft  négative  ;  donc  on  aura 
la  folution  qui  convient  à  ce  cas ,  fi  Ton 
met  —  a  y'zu  lieu  de  -4-  a  dans  l'équation 
oc^  —  {\cc'^2aa)  x"^  &c ,  trouvée  ci-deflu&; 
mais  comme  cette  équation  ne  change  pas 
alors,  il  s'enfuit  que  cette  même  équation 
doit  auflî  réfoudre  ces  deux  nouveaux  cas , . 
donc  les  deux  autres  valeurs  de  x  font  Tune , 
la  fomme  des  deux  lignes  DB*  &lDC  { Fig.  2  7), 
&  l'autre,  leur  différence  {Fig.  28).  Et 
l'on  voit  en  effet  que  dans  cette  nouvelle 
pofition  ,  les  points  B  &l  C  tombent  de  côtés  ^ 
oppofés  à  ceux  où  ils  tomboient  d'abord ,  6g 
que  par  conféquent  la  fomme ,  ainfî  que  ia 
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différence  des  deux  lignes  D  B'  Sx.  D  C  doïc 
être  négative  ,  comme  l'équation  les  donne 
en  effet. 

Pour  conftruire  la  folution  qu'on  ^^ent  de 
trouver ,  on  prendra  fur  E  A  prolongée 
{ Fig.  27  &  28  ),  la  partie  AN  =  c ,  &  ayant 
tiré  ÎN,  on  portera  cette  dernière  fur  Dl 
prolongée  de  /  en  Â^  :  fur  D  K  comme  dia- 
mètre, on  décrira  le  demi-cercle  KLD  ren- 
contré en  L  par  ^/prolongée.  Du  milieu  H 
de  ^iV^  on  tirera  IH  que  l'on  portera  de  / 
en  M  {  Fig.  37  ) ,  &  on  aura  iMpour  la  pre- 
mière valeur  de  jc  ;  mais  dans  la  figure  28, 
on  décrira  du  point  L  comme  centre ,  &  d'un 
rayon  égal  à  iHy  un  petit  arc  qui  coupe  JK 
en  A/,  &  /M  fera  la  féconde  valeur  de  je; 
&puifqu'on  a  BD  =  x-i-~c,  on  aura  BD  = 
LM-¥-JH{Fig.2j),èiED  =  IM-^AH 
(  Fig.  28  )  ;  ainfl  il  n'y  aura  plus  qu'à  décrire 
du  point  D  comme  centre ,  &  du  rayon  B  D 
qu'on  vient  de  déterminer  ,  un  arc  qui  coupe 
I A  prolongée  en  quelque  point  B ,  la  droite 
DB  fera  telle  qu'on  la  demande.  En  effet , 
le  triangle  reÛangle  lAN  [Fig.  27  &  28) 
donne  IN  ou  7A'  =  j/'ia'  -t-AV^  =  V^aa-hcct 
&  puifque  X/eft  moyenne  proportionnelle 
entre  DlàLÎK,  on  zIL'=^DIxIK^ 
a  y/'aa ■+- ci  \  or  le  triangle  re£tangle  lAH 
donne  IH  ou  MI  =  y^ÏA'  -t-  aH'  =  .  .  , 


J 


DE  Mathématiques.      54.1 
i^aa+iccf    &    le    triangle    re£tanglc  LIM 
donne  (  Fig,  27  )  X  M  =  V^^TZ^TZJ  = 
\/aa  H-  i  ce -t-  a  Vaa+Tc  =  Jcy  &  (i^r§■.  28) 
/M  =  i/T^TTTFI^  =   .     .     .     .... 

y    aa  -+-  -^  c  c  —  a  y  a  a  -h  l-  c-  ^  ^• 

Il  faut  remarquer  au  fujet  de  cette  der- 
nière valeur  ,  que  la  conftruflion  que  nous 
venons  d'en  donner,  funpofe  que  ÎH  {Fig. 
aS)  eft  plus  grand  que  z>/,  ou  tout  au  plus 
ëgal.  S'il  étoit  plus  petit ,  la  queftion  feroit 
impodible  pour  ce  dernier  cas  ;  c'eft  ce  que 
fait  voir  aulfi  l'Algèbre;  car  dans  la  valeur 

qui  eft  777' ,  eft  plus  petit  que  a  Vaa  -+-  c^  qui 
eft  TLy  la  quantité  que  couvre  le  radical  fu- 
périeur ,  fera  négative ,  6c  par  conféquent  la 
valeur  de  x  fera  imaginaire. 

En  prenant  pour  inconnue  la  fomme  des 
ideux  lignes  D  B  Sx.  DC{Fig.  27)  ou  leur 
différence  (  Fig.  28  )  nous  fommes  arrivés  à 
une  équation  plus  fimple  qu'en  prenant  CE  , 
ouAC,  ouAB,  ou  I By  parce  que  la  rela- 
tion des  lignes  DB  &c  D  C aux  lignes  / fî  & 
v4  iî ,  eft  femblable  à  celle  que  les  mêmes  li- 
gnes B  D  Si.  DC  ont  avec  les  lignes  A  C  Se 
CE,  c'eft-à-dire ,  qu'elles  peuvent  être  déter- 
minées par  des  opérations  îemblables  en  em- 
ployant IB  ôa  AB,  ou  AC  ôc  CE,  'Ea 
Yiij 
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général ,  comme  réquatioii  doit  renfen 
tous  les  uifl'érents  rapports  que  la  quantii 
cherchée  peut  avoir  avec  celles  dont  elle  dé- 
pend ,  cette  équation  fera  toujours  d'autant 
plus  fimple  j  que  la  quantité  qu'on  choîfira 
pour  inconnue  ,  aura  moins  de  rapports  dif- 
férents avec  les  autres  ;  en  voici  un  exemple 
bien  fenfible  dans  cette  autre  folution  de  la 
même  queftion. 

275.  Puifque l'angle C^B  {Fï^.  29  )  eft 
droit,  fi  l'on  conçoit  que  fur  CB  comme 
diamètre  on  décrive  un  cercle  ,  il  pafiera  par 
îe  point  A  :  tirons  la  ligne  D  A  qui  pro- 
longée rencontre  la  circonférence  en  TU;  alors 
il  ell  aifé  de  voir  que  puifque  les  lignes  Dî 
&  D  K  font  égales  ,  l'angle  DA I ,  ou  fon 
égal  B  A^  i  fi^ra  de  45-  degrés  ;  ôc  puifque  ce 
dernier  a  pour  mefurc  la  moitié  de  l'arc  MB 
(  Gi^bm,  6î),  cet  arc  TIft' fera  donc  de  jjo'^  i 
donc  fi  l'on  tire  le  rayon  LM,  le  triangle 
D  L  M  fera  redangle  ,  &  par  conféquent  en 
abaiffant  Cur  D  M  la' perpendiculaire  LN, 
le  côté  LM  [Géom.  112)  fera  moyen  pro- 
portionnel entre  D  M  &c  MN,  ou  entre  DM 
&  AN,  puifque  la  perpendiculaire  iA'^rend 
A  N  =  .NM  (  Gcom.  S2-).  -Dc-là  il  eft  aifé 
d'avoir  une  folution  très-fimple  ,  en  prenant 
^A'^pour  inconnue. 

Repréfentons  par  x  cette  ligne  ANj  àz 

fc        J 
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nommons  d  la  ligne  Z)  A  qui  eft  cenfée  con- 

-  nue  ;  alors  D  M  fera  ^  -H  2  jc,  &  puifqu'on  a 
(félon  ce  qui  vient  d'être  remarqué)  DM: 

/LM:  :  LM:  MNy  on  aura^+  2x:Ti::  i^cix, 
&  par  conféquent  ^x  ^-  2jcjc  =  ~  ce  ,  ou 
:x:  a:  -f*  I  ix  =  1  c  c  ;  &  en  réfolvant  cette 
équation  ^x=^—^jd±:  ï/x  dd-^icc. 

Pour  conftruire  cette  quantité,  je  Técriç  ainll 
^  =  -—  T  .^  db  K^J^/-H^'c-i:-f--i2L^^;Je  prends 
fur  les  côtés  Ao^  Aide  l'angle  droit  lAo  y 
les  .'parties  Am^  An  égales  chacune  à  {  c  , 
&  achevant  le  quarré  A  mp  n^]e  tire  la  dia-  ' 
•  gonale  Ap  qui  fer?i  perpendiculaire  à  D  Aj\ 
&  égale  à  V^,  ce  -h  i^  ce  :  je  prends  fur  \^  £>, 
la  partie  ^r  égale  à  -^  i  ou  -^  AD  y  Si  tirant/?r,* 

j  ai  /^  r  g=  j/.^  r^+  A  p^  ^=     .     •   ..     .     . 

ï/'j^  j^H._i.^^4-j^,.^  ;  il  Ile  s'agit  donc  plus  , 
pour  avoir  la  première  valeur  de  :)c ,  que  de 
retrancher  àtpr  la  quantité  7  i,  ce  qui  fe  fera 
en  décrivant  du  point  r  comme  centre ,  &  du 
rayon  rp  un  arc  qui  coupe  DM  en  N j  ce: 
qui  donne  A  i\rpour  la  première  valeur  de  jc  ; 
en  forte  qu'élevant  au  point  iV^J a  perpendi- 
culaire NL  que  l'on  coupera  en  L  par  un 
arc  décrit  du  point  A  comme  centre  ,  &  du 
rayon  7  c  ,  on  aura  le  point  L  ,  par  lequel  ôc 
par  le  point  P,  tirant  D  CB  y  on  aura  la 
fblutîon. 

Yiv 
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Quant  à  la  féconde  valeur  de  x ,  favoîr 
«  =  —  i<^ —  l^-Vrfj-i-V3'--'-t-TT'^'»  o"  l'aura 
en  portant  rp  de  r  en  iV',  car  alors  A  N'  étant 
égale  à  Â  r  -^rN'  vaudra  \  d-h  .... 
k^A  û'^h-t;'-'^-*-  n  "^'ï  c'eft-à-dire  ,  fera  égale 
à  la  féconde  valeur  de  x  en  changeant  les 
lignes  ;  &  comme  elle  tombe  du  côté  oppofê 
à  la  première  ,  elle  fera  ,  eu  égard  à  tout ,  la 
véritable  valeur  de  x  dans  ce  fécond  cas.  On 
élèvera  donc  auITi  au  point  A"  la  perpendi- 
culaire N'  L'  que  l'on  coupera  en  L'  par  un 
arc  décrit  pareillement  du  point  -A  comme 
centre  &  d'un  rayon  égal  à  y  c  ;  alors  tirant  par 
le  point  L'  &  par  le  point  D  la  droite  B'L'U^ 
on  aura  la  féconde  folution  dont  la  queftion 
peut  être  fufceptible  :  c'eft  ce  dont  il  eft  aifé 
de  fe  convaincre  en  jettant  les  yeux  fur  h. 
Figure  jo ,  &  y  appliquant  mot  à  mot  ce  que 
nous  avons  dit  de  la  Figure  ap  au  commen- 
cement de  cette  folution  :  on  verra  qu'en 
nommant  ^  iV  ou  MN ^  x  &  confervant  les 
autres  dénominations  les  mêmes  ,  on  aura 
DM:  ML  -.-.ML:  MN;  c'eft-à-dire,  2x  — 
iii^c  :  :  l  c  :  Xj  Si  par  conféquent ,  a xx  — 

t^x  :=T  -^  ce  ;  d'où  l'on  tire  x  =~  d^ 

V','^  lid-t-  rgcc-h  —  cc  dont  une  des  valeurs  eft 

Îirécifément  la  même  que  celle  dont  il  s'agît  i 
es  figues  feulement  font  différents  ,  ainfi  ^ua 
cela  doit  être. 
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Mais  il  fe  préfente  ici  une  remarque  im- 
portante à  faire.  Il  peut  arriver  que  l'arc  que 
l'on  voudra  décrire  du  point  A  (  Fig.  29  ) 
comme  centre ,  &  du  rayon  7  c ,  ne  rencontre 
pas  la  perpendiculaire  iV'i',  parce  que  la 
quantité  \c  peut  être  plus  petite  que  AN'. 
Or  nous  avons  dit  que  lorfque  les  queftions 
du  fécond  degré  étoient  impolfibles  ,  l'Algè- 
bre le  faifoit  connoîcre  :  cependant,  dans  l'é- 
quation X  =  —  \d J/^-i-rf^.,- J^c'-l-TT'.-'  > 

rien  ne  manifefte  dans  quels  cas  cette  impof- 
fibilité  a  lieu  ;  car  tout  eft  néceflairemenc 
pofitif  fous  le  radical. 

Voici  la  folution  de  cette  difficulté.  II  eft 
înconteftable  que  lorfqu'une  queftion  expri- 
mée algébriquement ,  fera  impolTible ,  l'Al- 
gèbre nianifeftera  cette  impolTibiUté  ;  mais 
il  faut  bien  faire  attention  que  ce  fera  lorf- 
qu'on  aura  exprimé  par  cette  même  Algèbre , 
'tout  ce  que  la  queftion  fuppofe ,  foit  expli- 
citement, foit  implicitement;  or  c'eft  préci- 
fdment  ce  qui  n'a  pas  lieu  ici.  En  effet ,  la 
queftion  fuppofe  tacitement  que  les  trois 
points  Z) ,  yï  ,  i  ,  ne  font  pas  fur  une  même 
ligne  droite  ,  ôc  c'eft  ce  que  nous  n'avons 
oint  exprimé  algébriquement;  nous  avons 
xprimé  que  L  M  étoit  moyenne  propor- 
ftionnelle  entre  Z>M  &  NM ,  propriété  qui 
tppartient  à  la  vérité  au  triangle  redangle , 
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mais  qui  peut  avoir  lieu  autfi  lorfque  les  troJe 
points  D,  A,  X,  font  fuppofds  en  ligne  droite. 
En  effet,  il  eft  évident  qu'on  peut  fe  propofer 
cette  queftion  :  Trouver  fur  la  direS'ton  DL 
(Fig.  5  1  )  quel  intervalle  Ufaudroit  laijjer  entre 
les  deux  droites  DA  6"  ML  de  grandeurs  con- 
nues,pour  que  MLfoit  moyenne ptoportionnelk  \ 
entre  DM  6*  MN  ,  le  point  N  étant  U  milieu 
de  AM.  Or  cette  queftion  conduit  (  comme 
il  eft  facile  de  s'en  aiTurer)  prëcifdment  à  la 
même  équation  que  ci-deffus,  &  cette  équa- 
tion donne  deux  folutions,  l'une  pour  le  cas 
où  les  deux  points  -.  &  î^l  (ont  entre  D  &  X; 
l'autre,  pour  le  cas  contraire.  Il  n'eft  donc 
pas  étonnant  que  lorfque  la  première  queftion 
devient  impofiible  (d'j  moins  dans  un  de  fes 
cas)  l'Algèbre  n'en  dife  rien;  puifqu'clle  doit 
donner  la  folution  de  pette  féconde  queftion 
qui  eft  toujours  poffible.  j 

276.  Cette  réHexion  nous  porte  donc  ' 
à  diftînguer  deux  fortes  de  queftions  ,  favoir, 
les  queftions  concrètes  &  les  queftions  abs- 
traites. Par  les  premières ,  on  doit  entendre  les 
queftions  de  la  nature  de  l'avant- dernière, 
où  ce  que  l'on  cherche  eft  fpécïné  ou  particu- 
larifé  par  quelque  condition,quelque  proprié- 
té ,  ou  quelque  conftruiïlion  particuli;;re,  que 
l'équation  n'exprime  point.  Les  queftions 
abftraites,  au  contraire  .  feront  celles  où  hs 
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pjantitds  font  conlidiïrées  uniquement  comme 
Quantités,  ôc  où  l'équation  exprime  tout  ce 
ue  la  queftion  renferme  ,  comme  dans  la 
erniere  queftion.  Celles-ci  peuvent  toujours 
Lyoir  autant  de  folutions  ,  foie  pofitives  foit 
'^atives  ,  que  l'équation  a  de  folutions 
éelles  ;  au  lieu  que  le  nombre  des  folutions 
l'une  queftion  concrète  eft  fouvent  moindre 
,ue  le  nombre  des  folutions^  mêmes  pofitives, 
e  l'équation  ;  la  queftion  fuivante  qui  eil 
le  cette  dernière  efpece ,  nous  en  fournira 
exemple. 

2  77'  Suppofons  que  ABEB  {Fis. 
2)  repréfente  une  fphere  engendrée  par  la 
otation  du  demi-cercle  ABE  autour  du  dia- 
iiecre  AE.  Le  fecteur  ABC,  dans  ce  niouve- 
lent,  engendre  un  fecteur  fphérique  qui  eft 
ampofé  d'un  fegment  fphérique  engendré 
îr  la  rotation  du  demi  fegment  /JBP,  &  d'un 
îne  engendré  par  le  triangle  reSangle  BPC. 
uppofons  qu'on  demande  en  quel  endroit 
i  fegment  fphérique  Ôc  le  cône  feront  égaux 
itreux. 

■Pour  réfoudre  cette  queftion  ,  il  faut  fe  rap- 

;ller  (  Gc'om,  2^1-7  )  que  le  fecl:eur  fphérique, 

I  eÇ  égal  au  produit  de  la  furface  de  la  calotte 

SAD  par  le  tiers  du  rayon  AC.  Or  la  furface 

de  la  calotte  { Géoni.  22y  )  fe  trouve  en  mul- 

ipliant  la  circonférence  ABED  par  la  hau- 
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teur  AP  de  cette  calotte.  Donc  fi  on  rcf 
fente  par  le  rapport  de  r  :  c  ,  le  rapport 
rayon  d'un  cercle  à  fa  circonférence ,  &  fi 
l'on  nomme  A  C,a;A  P  ,x-^on  aura  la  cir- 
conférence AB D E  par  cette  proportion 
r'.c::a:  ABDE  qui  fera  donc  ~  ;  donc  lafur* 
face  de  la  calotte  fera  ^  ,  &  par  confé- 
quent ,  la  folidité  du  fefteur  fera  ^^  x  ~  û  ou 

caax 

Pour  avoir  la  foUdîtd  du  cône ,  il  faut  rauî** 
tiplier  la  furface  du  cercle  qui  lui  fert  de  bafcj 
c'eft-à-dire,  la  furface  du  cercle  qui  a  ponr 
rayon  J5  P  ,  par  le  tiers  de  la  hauteur  CP  : 
or  puifque  CP  =  CA —  AP  =a  ~  x, 
&  que  CB  ^=  (7 ,  on  aura  dans  le  triangle 
reaangle  BPC.BP  =  Vc  £'  _  j' c  => 

V^a  a—  aa  -i-  zax~  xx  =  Viax  —  xx  i  maïS 

pour  avoir  la  furface  du  cercle  qui  a  pour 
rayon  BP  /\\  faut  multiplier  fa  circonférence 
par  la  moitié  du  rayon ,  &  pour  avoir  cette 
circonférence  ,  il  faut  calculer  le  quatrième 
terme  de  cette  proportion  r  :  c  ;  :  Ki<i»  —  xx 

cft  à  un  quatrième  terme  qui  fera       ^"^  ~5^y 


b 


multipliant  donc  par  la  moitié  du  rayon 
Viax  —  xx ,  on  aura  ■^•^"^--'^^  pour  la  furface 
de  la  bafe  du  cône  ;  multipliant  cette  fur- 
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:e  par  le  tiers  de  la  hauteur  CP  ,  c  eft-à- 
e  ,  par  ^^^ ,  on  aura  — -"~^-  x  ^^-^  pour 
1  folidité  du  cône;  or  pour  que  le  cône  foie 
égal  au  fegnient ,  il  faut  que  le  feâeur  qui 
eft  la  fomme  des  deux ,  foit  double  de  l'un 
ou  de  l'autre ,  il  faut  donc  que  ^-^^  =  2c  x 


-  ou  =  - 


fiipprimant  2  ,  fafleur  commun  du  numéra-* 
teur  &  du  dénominateur  ;  telle  eft  l'équation 
<jui  refondra  la  queftion.  On  peut  fimplifiec 
cettç  équation  en  fupprimant  5  r  ,  qui  eft  di- 
vifeur  commun ,  &  cjcquieft  le  multiplicateur 
commun  des  deux  membres  ;  alors  on  aura 
aa=  2a  —  x  .a  —  :c, ouxx —  ^ax=i  —  aai 
ïoh  l'on  tire  ,  félon  les  règles  de  la  première 
feâion  ,x^^a-±:  y^Jôâ i  or  de  ces  deux 
iblutions  ,  il  n'y  a  que  x  =  -^  «2  —  V^Ôa  qui 
puiffe  fatisfaire  ,  puifqu'il  eft  évident  que 
■■-  a-+-  V"\ââ  valant  plus  que  ad,  c'eft-à- 
,  plus  que  le  diamètre ,  la  folution  qu'elle 
ndique  nejpeut  convenir  à  la  fphere. 

Si  l'on  veut  conftruire  la  folution  x  = 
■  a  —  i/'iaa,  on  lui  donnera  cette  forme 
î  =  1  a -1  |/"?.rta  — ai  ;  6c  ayant  pris  A  M 
==-^<i,  on  décrira  fur  A  M  comme  dia- 
(netre  le  demi-cercle  AOM,  6c  ayant  infcrit 
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la  corde  A  O  égale  à  j  ,  on  tirera  OM  pé' 
l'on  portera  de  M  en  P  vers  A  ;  le  point  P 
où  elle  aboutira  ,  déterminera  la  hauteur  ^  P 
ou  X.  En  effet ,  à  caufe  du  triangle  reûangle 
^OM,  on  a  OM  ou  PM=  yAM^-^6'=> 
y'\aa-aa--,doncAP  =  AM—PM=ia^ 

Vlaa-aa  =  X. 

Quant  à  la  féconde  folutlon  x  =  \a-\- 
Vrj^ ,  elle  n'appartient  point  ,  ainfi  que 
nous  venons  de  le  dire  à  la  queftîon  préfente; 
Lmais  elle  appartient ,  aïnfi  que  la  première, 
là  cette  autre  queftion  abftraite  que  la  ledure 
de  l'équation  xx  —  jjjc  = —  aa  ,  ou  ^cï  — 
xx=^  aa  y  fournit  :  La  ligne  connue  AN  (  Fig, 
3  î  )  ctant  partagée  en  trois  parties  égales  aux 
points  B  6"  D  ,  trouver  fur  la  direâion  de  cette 
ligne  un  point  P  ,  tel  que  la  partie  A  D  joit 
moyenne  proportionnelle  entre  les  dijiances  du 
point  P  aux  extrémités  A  £■  N.  En  effet,  fi  l'on 
nomme  a  le  tiers  AD  de  la  ligne  connue  AN, 
&c  A  P,Xj  on  aura  P  N  ^  ^a  —  jf;&  les 
conditions  de  la  queftion  donnent  cette  pro- 
portion x  :  a  :  :  a  :  ^a  —  x,  d'où  l'on  tire  cette 
équation  ^ax  — jcx=aa,  dont  les  deux  raci- 
nes font  jc  =  -j  û  +  l/'laa  comme  cî-deffiis  ; 
on  les  aura  toutes  deux  aulïî  par  la  même 
conftruftion  ,  excepté  que  pour  la  féconde, 
c'eft-à-dire  ,  pour  jf  =  i-a-h  VÏ^Ta,  on  por- 
tera MO  de  AI  enP'versiV,  &  alors -r^P 
&  A  P' feront  les  deux  valeurs  de  x. 
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Autres  applications  de  C Algèbre  ^ 

à  divers  objets. 

î2  7  8  •  Pour  réfoudre  la  dernière  queftlon  ; 

nous  avons  été  obligés  de  calculer  Texpreffioa 

algébrique  d'un  fedeur  fphérique  &  du  cône 

qui  en  fait  partie.  Les  corps  que  nous  avons 

confidérés  en  Géométrie ,  reviennent  fouvent 

dans  plufieurs  queftions ,  &  principalement 

dans  les  queftions  Phyfico-mathématiques  y 

parce  qu'Us  font  les  éléments  de   tous  les 

autres..^  eft  donc  à  propos  de  fe  familiarifer 

avec  les  expreffions  algébriques  ,  foit  de  leur 

totalité ,  foit  de  leurs  parties.  Outre  que  cela 

fera  utile  dans  la  quatrième  Partie  de    ce 

Cours ,  cela  nous  fournira  encore  Toccafion 

de  faire  voir  Futilité  de  l'Algèbre  pour  la 

comparaifbn  de  ces  corps ,  &  pour  la  mefure 

de  ceux  qu'on  peut  y  rapporter. 

Si  l'oft  repréfente  en  général  par  r  :  c  le 
rapport  du  rayon  à  la  circonférence  d'un  cer- 
cle [rapport  que  l'on  connoît  avec  une  exac- 
titude plus  que  fuffifante  (  Géom.  15:2  ) 
pour  la  pratique]  ;  alors  la  circonférence  de 
tout  autre  cercle  dont  le  rayon  feroit  a ,  fera 

—  ,  &  fa  furface  —  x  4-  ^ ,  ou  — . 

On  voit  par-là  que  les  furfaces  des  cercles 
croiffent  comme  les  quarrés  de  leurs  rayons  s 
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car  —  étant  toujours  de  même  valeur ,  ÏS 
quantité  ^  ne  croît  qu'à  proportion  de  ce 

que  croit  a*. 

Si  h  eft  la  hauteur  d'un  cylindre  dont  le 
rayon  de  la  bafe  eft  a  ,  on  aura  [Géom.  237) 
—  X  A  pour  la  folidité  ;  par  la  mcme  raifon  ■ 
on  aura  —  x  A' ,  pour  la  folidité  d'un  autre 
cylindre  dont  la  hauteur  feroit  h' ,  &  dont  le 
rayon  de  la  bafe  feroit  a'  ;  en  forte  que  les 
folidités  de  ces  deux  cylindres  feront  entre 
elles  :  :  — X  A;  —  xA',  ou  ;  :  a' A  :  £^A',  ett 
fupprimant  le  faveur  commun  —  ;  c'eft-à- 
dire ,  que  les  folides  des  cylindres  font 
comme  les  produits  de  leurs  hauteurs  par 
les  quarrés  des  rayons  de  leurs  bafes.  Si  les 
hauteurs  font  proportionnelles  aux  rayons 
des  bafes  j  alors  on  a  A  :  A'  :  :  a  :  a',  &  par  con- 
féquentA'=  —  ;  &  le  rapport  û'  A  :  a"  A* 
devient  c'  A  ;  —  ,  ou  ,  {en  fupprimant  le 
fa£teur  commun  A ,  multipliant  par  a  ,  &  fup- 
primant le  dénominateur  a)  devient  a*  :  a"  ; 
c'eft-à-dirc  ,  qu'alors  les  folidités  font  comme 
les  cubes  des  rayons  des  bafes. 

En  général  lesfurfaces,  comme  nous  l'a- 
vons vu  en  Géométrie,  dépendent  du  pro- 
duit 
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ouït  de  deux  dimenlîons ,  &  ies  folides  du 
produit  de  trois  dimenlions  ;  ainfi  fi  chaque 
aimenfion  de  l'un  de  deux  folides  ou  de  deux 
furfaces  que  l'on  compare ,  eft  à  chaque  di- 
menfion  de  l'autre ,  dans  le  même  rapport ,  ces 
■"deux  furfaces  feront  entr'elles  comme  les 
tjuarrés ,  &  ces  deux  folides  feront  cornmc  les 
cubes  de  deux  dimenfions  homologues  ;  6c 
plus  généralement  encore  ,  fi  deux  quantités 
quelconques  de  même  nature  font  exprimées 
par  le  projJuit  de  tant  de  facleurs  qu'on  vou- 
dra ,  &  Cl  chaque  facteur  de  l'une  eft  à  chaque 
faâeur  de  l'autre,  dans  un  même  rapport,  ces 
deux  quantités  feront  entre  elles  comme  ilrt 
faÉleur  homologue  de  chacune  y  élevé  à  une 
puiffance  d'un  degré  égal  au  nombre  de  ces 
fa£teurs.  Par  exemple,  fi  une  quantité  eft  ex- 
primée par  ahcd  &  une  autre  par  a'b'c'd',  auquel 
cas  ces  deux  quantités  font  l'une  à  l'autre  :  :  d 
^icd:  a'b'c'd' ,  alors  fi  l'on  za:  a'  ::  b  :  b'  :  -.c  i 
•'\:d:  (tj  on  tirera  des  proportions  que  don* 
nent  ces  rapports ,  i>  =  — ,  c  =  — ,  d= — ^ 
&  par  conféquent  le  rapport  abcd;.  a'b'c'd' 
deviendra  ûèci/:  -^y  ou  d:—  ou  a'^  :  û'\ 
^a  même  chofc  auroit  lieu ,  quand  même 
;es  quantités  ne  feroient  pas  exprimées  par 
les  monômes  ;  fi  par  exemple  ,  ellea 
Itoient  exprimées,  l'une  par  ii^  -f- ci,  ôç 
Algèbre.  2 
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l'autre  par  a'b*  -h  c' d',  dans  le  cas  où  les  di- 
menfions  de  la  première  feront  proportion- 
nelles aux  dimenfions  de  la  féconde  ,  ces 
quantités  feront  l'une  à  l'autre  :  :  a*  :  û"  ;  en 
eiFet ,  pulfqu'on  fuppofe  que  a:  a':  :  b:è'::c\ 
c':  :  d:d'fOnzmab'= — ,  c'=— ,t/'= — ,  & 
par  confdquent  le  rapport  ab~\-cd:  a'P  -*-  cH 

deviendra  û ^  -h  cd:'^- h ^-ir ,  ou  a^ -t- cdi 

^  "^  "f  '  j  ou  û'  (ab-^cd)  :  a"  (al>'\-cd)f 
ou  enfin  a'  :  û".  • 

Cette  dernière  obfervatïon  démontre  d'une 
manière  générale,  que  les  furfaces  des  figures 
femblablcs  font  comme  les  quarrés  de  deux 
de  leurs  dimenfions  homologues,  &  les  foli- 
dités  des  folides  femblables  comme  les  cubes; 
car  quelles  que  foient  ces  figures  ou  ces  foU- 
des,  les  premières  peuvent  toujours  êtrecon- 
lidérées  comme  compofées  de  triangles  fem-  \ 
blables  dont  les  hauteurs  &  les  bafes  font   < 
proportionnelles  dans  chaque  figure  ;  &  les 
derniers  peuvent  être  confidérés  comme  com- 
pofés  de  pyramides  femblables  dont  les  trois   , 
dimenfions  font  aufii  proportionnelles.  1 

On  voit  par-là  comment  on  peut  com- 
parer facilement  les  quantités ,  lorsqu'on  en  a 
i'exprefiion  algébrique  ,  &  cela,foit  que  ces 
quantités  foient  de  même  efpece  ou  d'elpece 
difiërence  comme  un  cône  Sx.  une  fphere,  un 

I J 
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rifme  &  un  cylindre  ,  pourvu  feulement 
l'elles  foicnt  de  même  nature,  c'eft-à-dire, 
i  toutes  deux  des  folides  ,  ou  toutes  deux 
es  furfaces  ,  ou  toutes  deux ,  &c. 

279-  Nous  avons  dit  (  Géom.  245  )  corn-- 
[Cnt  on  devoit  s'y  prendre  pour  avoir  la 
lidité  d'une  pyramide  tronquée  ou  d'un 
6ne  tronqué.  Si  donc  on  nomme  k  la 
auteur  de  la  pyramide  entière  ,  Qc  h'  h 
auteur  de  la  pyramide  retranchée;  j  la  fur- 
ice  de  la  bafe  inférieure ,  &  s'  celle  de  la  bafe 
ipérieure ,  on  aura  {Géom.  2  02)  s  :  s'  :  :  h'' :  /i'^j 
t  par  conféquent  h'^  =  -^  ou  h'  :=  h  y  —  ^ 
lais  fi  on  nomme  k  la  hauteur  du  tronc ,  on 
arak  =  h  —  k' ,  &  par  conféquent k^=h'— 

|/^—  ou  K  =; —  ;  d  ou  1  on  tire  h  =3 

i^^.OrlafoHdité  de  la  pyramide  totale 

S  -x—f&i  celle  de  la  pyramide  retranchée 
:/x— ,  ou  j  (  en  mettant  pour  h'  la  valeur 

on  vient  de  trouver  )  ^'  ^  t  ^  7'^  '^°"^  ^^ 
\]iàké  du  tronc  fera  — r~~  °'^  ~- 

ins  donc  pour /i  la  valeur  que  nous  venons  de 
.uver,  &  nous  aurons- ■     ■     x  ^^ ■  , 


qui  fe  réduit  à  —  (-^7-77- ) ,  ou  ,  en  faîfene 
ladivifion  par  V'i — V^s' ,  fe  réduit  à— x 
{s-hy^s'~\-s') ,  qui  nousapprend  que  toute 
pyramide  ou  tout  cône  tronqué  cft  compofé 
de  trois  pyramides  de  même  hauteur /dont 
l'une  a  pour  bafe  la  bafe  inférieure  s  du  tronc, 
l'autre  la  bafe  fupérieure^  ,  &  la  troifiemc, 
une  moyenne  proportionnelle  i^ss' ,  entre  la 
bafe  fupérieure  s'  &  la  bafe  inférieure  s;  car 
pour  avoir  la  folidité  de  ces  trois  pyramides, 
il  fuffiroit  ,  puifqu'elles  font  de  même  hau- 
teur, de  réunir  les  trois  bafes,  ce  qui  don- 
neroit  s  ■+■  y  s  s'-^s' ,  èc  de  multiplier  la  to- 
talité par  k  tiers—  de  la  hauteur  commune; 

ce  qui  donne  la  même  quantité  qu'on  vient 
de  trouver. 

a 80.  Si  a  repréfente  le- rayon  d'une 
fphere ,  ^  fera  la  furface  de  fon  grand 
cercle  ;  —^  ou  ^-^  fera  la  furfàce  de 
cette  même  fphere  ,  6c  par  conféquent. 
—  xifljou^x— fera  la  folidité  (Gt'om,  222 

SI  l'on  nomme  x  la  hauteur  d'un  fegment 
quelconque  ,  on  aura  ,  comme  nous  l'avonj 
vu  dans  la  folution  de  la  dernière  queiîion, 
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-  pour  la  folidité  du   feâeuri  &  —  k 
^xxx^ — -pour  celle  du  eône,  qui  en 
sût  partie  ;  donc  celle  du  fegment  (  Géam, 
48)  fera^^^^*' —  —  .lax  —  "^.^^^  =  ... 

c  f               \ax-xx  \ 

~{aax -^ y.a.-x\. 

c      $axx  —  xi 


1  aai- 1  anx-t-axi-t 


=  — -x  (a  —  -jx)-  qui  fait 
'oîr  que  la  folidité  du  fegment   efl:  égale    - 
u  cercle  qui  auroît  pour  rayon  la  hauteur  de 
ce  fegment ,  multiplié  par  le  rayon  moins  le 
tiers  de  cette  hauteur. 

Quand  on  a  les  exprelTions  algébriques  des 
quantités ,  11  eft  facile  de  réfoudre  plufieurs 
.4jueftions  qu'on  peut  faire  fur  ces  mêmes  quan- 
tités. Par  exemple ,  fi  l'on  demandolt  quelle 
[oit  être  la  hauteur  d*un  cône  qui  feroit  égal 
;n  folidité  à  une  fphere  donnée  ,  &  qui  auroit 
lour  rayon  de  fa  bafe  le  rayon  de  la  fphere  :  en 
[ommant  k  cette  hauteur  &  ti  le  rayon  de  la 
afe ,  on  aura  —  x  —  pour  la  folidité  de  ce 
;ônei&  puifqu'il  doit  être  égal  à  la  fphere  qui 

aulli  pour  rayon  a, on  aura— x— =3— x— , 
r         ^  !         >  ir      î         ir      î  » 

où   l'on  tire  h  =  4  a ,  en  effaçant ,  dans 

ihaquc  membre  ,  le  fa£leur  commun  —  x  — . 

Cette  valeur  de  h  nous  fait  connoître  que 

Ziij     ' 
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la  hauteur  doit  être  double  du  diamètre  de' 
la  fphere ,  ce  qui  doit  être  en  effet  i  car  la 
fphere  énnt  [Geom.  2 -; 6)  les  f  du  cylindre 
circonfcrit ,  doit  être  le  double  d'un  cône  de 
même  bafe  &  de  même  hauteur  que  ce  cylin- 
dre ,  c'eft-à-dire  ,  égale  à  un  cône  de  même 
bafe  &  d'une  hauteur  double. 

281.  Pour  donner  encore  un  exemple; 
propofons-nous  cette  queftion  :  Connoijfantk 
foias  d'une  fphere  dans  l'air ,  6"  fon  poids  dans 
l'eau  j  connoitre  le  rayon  de  cette  fphere. 

Pour  réfoudre  cette  queftion  ,  nous  fup- 
poferons  un  principe  d'hydroftatîque  que 
nous  démontrerons  dans  la  quatrième  Partie 
de  ce  Cours.  Ce  principe  eft  que  ce  qu'un 
corps  perd  de  fon  poids  dans  l'eau  ou  dans 
tout  autre  liquide,  eft  égal  au  poids  du  vo- 
lume de  liquide  qu'il  déplace.  Cela  pofé, 
fuppofons  que  p  eft  le  poids  d'un  pouce- 
cube  d'eau ,  &  3C  le  rayon  inconnu  de  ia 
fphere  dont  il  s'agit  :  c'eft-à-dire  ,  le  nombre 
de  pouces  de  ce  rayon.  La  foiidité  de  cette 
iphere  fera  donc  ^-^  ;  &  pour  avoir  le  poîda 
d'un  pareil  volume  d'eau ,  il  faudra  multiplier 
cette  quantité  par^,  puifqu'un  pouce-cube 
d'eau  pefant^,  un  nombre  de  pouces-cubes 
d'eau  exprimé  par  ^4~  doit  pefer/j  de  fois  au-» 
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tant;  c'eft-à-dire  ,  qu'il  doic  pefer  ^^^^5  fup- 
ofons  donc  que  P  eft  le  poids  qu'a  ,  dans 
air,  la  fphere  en  queftion  ;  alors  félon  le 
irincipe  que  nous  venons  de  pofer,  elle  ne 
doit  pefer  dans  l'eau  queP  — ^^^^j  puis  donc 
qu'on  fuppofe  connoître  ce  qu'elle  pefe  dans 
l'eau  ,  Cl  l'on  repréfente  ce  poids  par  P',  on 
,ura  P  —  ^^  e=  P'i  &  par  conféquent  ^^ 

p  „/  ,  iP-F-)Xir       .  ,  V 

=  r  —  r'  ou  *'  = ~  :  tirant  la  racnie 

,    t^v 

cubique  X  ^=y     ^    ~    -^^^. 

Suppofons ,  pour  en  donner  une  applica- 
\  TÏon ,  que  la  fphere  dont  il  s'agit  pefe  5  onces 
\  dans  l'air  &  2  onces  dans  l'eau  ;  &  qu'un 
1^  pied-cube  d'eau  pefe  72  livres  ,  ce  qui  donne 
)  (en  divifant  par  1728  qui  eft  le  nombre  des 
1  pouces  contenus  dans  un  pied-cube)  —fj- 
f  de  livre  ,  c'eft-à-dire  j  -rf  o"  t  d'once 

pour  un  pouce-cube   :  prenons  d'ailleurs  le 

■apport  de  1 13  à  jjj  pour  celui  du  diamètre 
|à  la  circonférence ,  &  par  confdquent ,  celui 
■de  -4:-  à  3  j  5  pour  celui  de  r  à  t:  ;  nous  aurons 

idonc  ^  =  ^,P=3  jjp'  =  2,r=  -4-^  j  c  =3 
F5JÎ  )  &  par  conféquent 


t«=K^ 


r=KE=Ki^ 
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ou  (en  prenant  les  logarithmes,  pour  pîu4 
de  facilité  )ijc  =  fi,f^  =  |(/.  505 1-- 
L  2S40  )  i  or  i  50J  i  =:  3  ,  4844422  fit; 
L  2840  ==  î  ,  4Jî^  '^3  i  retranchant  &  pre- 
nant le  tiers  du  refte  ,  on  ai*=:o,  010574^ 
qui  r(?pond  à  1,0242  à  très-peu  près:  ce  globe 
a  donc  un  pouce  &  0,0242  ,  ou  1  pouce  & 
543  dix-milliemes  de  pouce, pour  rayon. 

Nous  avons  fuppofô  tacitement  que  Is 
globe  entroit  entièrement  dans  l'eau  ,  par  fon 
poids  ;  fi  au  contraire  il  falloir  lui  ajouter  un 
certain  poids  pour  le  faire  plonger  entiè- 
rement, alors  ce  feroit  cette  quantité  qii'it 
faudroit  prendre  pour  P' ,  mais  en  mêraç- 
temps ,  il  faudroit  traiter  i"  comme  négatif  i 
c*eft-à-dir€,  qu'alors  on  auroit 


En  effet,  ■ 


étant'l 


L 


{  aînfi  que  nous  l'avons  vu  dans  la  folntioul 
précédente)  le  poids  d'un  volume  d'eau  égal  \ 
a  ce  globe ,  &  P  le  poids  de  ce  globe  dant  ] 

l'air ,  ^-^ P  fera  la  quantité  dont  îl  pef^  , 

moins  qu'un  pareil  volume  d'eau ,  &  par  coiv-il 
féqyent ,  ce  qu'il  faut  ajouter  pour  le  feirç^ 
plonger  entièrement;  on  aura  donc^^^^^-r-i'^^^ 
==i",  qui  donne  la  valeur  de  x  que  qqu^jj 
YÇflons  d'aflîgnçr  pour  ce  cas. 
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Oes  Lignes  courbes  en  général  ;  &  ^  en 
particulier ,  des  Sections  coniques. 


F 

H  2  §2.  La  confidëration  des  lignes  cour- 
tes n'eft  point  un  objet  de  pure  rpécuktion. 
Tant  que  les  queftions  qu'on  a  à  réfoiidre  ne 
pafTent  pas  le  fécond  degré,  on  n'a  pas  be- 
loin  du  fecours  de  ces  lignes;  maïs  au-delà 
elles  deviennent  néceflaires.  Nous  allons 
donc  donner  une  idée  générale  des  lignes 
courbes ,  &  des  ufages  qu'elles  peuvent  avoir 
pour  la  conftruftion  des  équations  aux- 
quelles on  arrive  dans  la  réfolutîon  des  ques- 
tions. 

Parmi  les  lignes  courbes  que  l'on  confi- 
dere  en  Géométrie ,  les  unes  font  telles  que 
chacun  de  leurs  points  peut  Être  déterminé 
par  une  même  loi;  c'eft-à-dire  ,  par  des  cal- 
culs &  des  opérations  femblables  :  dans  d'au- 
es  ,  chaque  point  fe  détermine  par  une  loi 
lifFérente ,  c'eft-à-dire,  par  des  calculs  ou  des 

Îiérations  différentes  ;  mais  cette  différence 
le-même  eft  affujettis  à  une  loi. 
Quant  aux  lignes  tracées  au  hazard,  telles 
[ue  feroient  par  exemple  ,  les  traits  qu'im- 
-irime  fur  le  papier,  la  plume  d'un  écrivain, 
ils  ne  peuvent  être  l'objet  d'une  Géométrie 
rigoureufe.  Néanmoins  les  recherches  dont 
çeile-ci  s'occupe  conduifent  même  à  hniter 
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par  des  poc^dés  direâs  &  certains  ;  ■ 
contours  qui  ne  femblent  afiujettis  à  auo 
loi  :  &  l'art  de  lier  aïnfi ,  par  des  rapp 
approchds  ,  des  quantités  dont  la  loi 
table  feroit  ou  inconnue  ou  trop  compo 
n'eft  pas  une  des  applications  les  moins  uU 
de  la  Géométrie  &  de  l'Algèbre;  noua  i 
rons  quelques  occafions  de  le  voir  pal 
fuite. 

Pour  pouvoir  tracer  les  lignes  coui 
qui  font  l'objet  de  la  Géométrie ,  il  faut  donc  ■ 
connoître  la  loi  à  laquelle  font  afluiettis  les 
différents  points  de  leur  contour.  Or  cette  loi 
peut  i^tre  donnée  de  plufieurs  manières  :  Ou 
en  indiquant  un  procédé  par  lequel  ces 
courbes  peuvent  être  décrites  d'un  mouve- 
ment continu  :  tel  eft  le  cercle  qui  fe  décrit 
en  faifant  tourner  dans  un  plan ,  une  ligne 
donnée  ,  &  autour  d'un  point  donné.  Ou 
bien  en  faifant  connoître  quelque  propriété 
qui  appartienne  conftamment  à  chacun  des 
points  de  cette  courbe  :  c'eft  ainfi  que  fa- 
chant  ,  que  tout  angle  qui  a  fon  fommet  à 
la  circonférence  du  cercle,  &  qui  s'appuie 
fur  un  diamètre ,  eft  droit  ,  je  puis  trouver  * 
fucceffiveraent  chacun  des  points  d'un  cercle 
dont  je  connois  le  diamètre ,  en  tirant  d'une 
des  extrémités^  de  ce  diamètre  {Fig.  34) 
une  infinité  de  lignes   droites  AC  j  AD  y 
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'^E,  AFy  &  menant  de  l'autre  extrémité  B  , 
les  perpendiculaires  BC,  BD,  BE,  B  £' i 
les  différents  points  C,  D,  jE,  F,  &c.  détermi- 
nés de  cette  maniera  appartiendront  tous  à  la 
circonférence  qui  a  jiB  pour  diamètre. 

Enfin  cette  loi  peut  être  donnée  par  une 
équation  ,  &  on  peut  toujours  fiippofer 
qu'elle  eft  donnée  par  ce  dernier  moyen  , 
parce  que  les  deux  autres  dont  nous  venons 
de  faire  mention  fervent  à  trouver  l'équation 
qui  exprime  cette  loi.  C'eft  fous  ce  dernier 
^point  de  vue  que  nous  allons  principalement 
confidérer  les  courbes.  C'eft  tout  a  la  fols 
le  plus  fimple  &  le  plus  fécond  pour  ea 
connoître  les  propriétés,  les  fingularités  ,  fie 
les  ufages.  Voyons  donc  comment  une  équar- 
îion  peut  exprimer  la  nature  d'une  courbe , 
■&  puifque  jufqu'ici  nous  ne  connoiflbns 
encore  que  la  circonférence  du  cercle,  com- 
mençons par  celle-ci. 

2  83-  Suppofons  donc  que  A  M  B 
K^^g'  3  5")  Êft  ""G  courbe  à  laquelle  nous  ne 
connoîtrions  i^core  d'autre  propriété  que 
celle-ci  ;  que  la  perpendiculaire  FM  abaiflee 
<l'un  point  quelconque  M  de  cette  courbe  , 
fur  la  ligne  AB,  eft  moyenne  proportionnelle 
entre  les  deux  parties  AP  &  PB.  Voyons 
comment  l'Algèbre  peut  nous  aider  à  trouver 
chacun  des  points  de  cette  courbe,  &  fes 
différentes  propriétés. 
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Si  je  nomme  a  la  ligne  AB;  la  partie  APi 
x;  Sx.  la  perpendiculaire  PM,y  ;  alors  PF 
fera  a  —  x;  &c  puîfque  nous  fuppofons  P  M 
moyenne  proportionnelle  entre  AP  ôc  P  5, 
nous  aurons  x  :y  :  :  y  :  a^x;  àc  par  confé- 
quent ,  yy  =  ax  —  xx. 

Concevons  maintenant  que  AB  foit  par- 
tagé en  un  certain  nombre  de  parties  égales, 
en  lo  par  exemple  ;  &  que  par  chaque  point 
de  divifion  on  élevé  des  perpendiculaires 
pm ,  f>m ,  pm ,  &c  ;  il  cft  vifible  que  fi ,  dans 
ïéquation  qu'on  vient  de  trouver  ,  l'on  fup- 
pofe  X  fuccefTivement  égal  à  chacune  des  li- 
gnes Ap,  Apf  &c,  y  deviendra  égal  à  cha- 
que ligne  correfpondante  pm-ypin,  ôccj 
puîfque  réquation  yy  =  ax  —  xx  exprime 
quej/-  eft  toujours  moyenne  proportionnelle 
entre  x  àia  —  x,  quel  que  foït  d'ailleurs  Jc, 
ce  qui  eft  la  propriété  que  nous  fuppofons  à 
chaque  perpendiculaire  pm.  Donc  on  peut 
trouver  fucceflîvement  chacun  des  points 
de  cette  courbe,  en  donnant  fucceflîvement 
à  x  plufieurs  valeurs,  6c  calqj|iant  les  valeurs 
correfpondantes  de  ^  :  en  voici  un  exemple. 
Dans  la  fuppofition  que  nous  venons  de  faire , 
que  a  eft  divîfd  en  lo  parties,  ou  qu'il  eft 
compofé  de  lo  parties ,  nous  aurons  a  ^=:io, 
&  par  conféquent  l'équation  devient  j^  = 
\QX. — XX.   Si  donc  nous  fuppofons  fuccei^ 
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ïîvement  jc=i,  x  =  2,  jc  =  5,  :c=4, 
j  ,  x=ë  f  x=j  j  x^S  ,  a:=^p,  a:=io; 
on  trouvera  fucceffivement  jj/^i/"^,  y  ==]/'  1 5, 
7=)/2ij  y=l^24,  j'=K2y,j'  =  (^24., 

ou  bien  _y=3  i  7=4  ;  j)^=.4 ,  î  =  JV=-î- ,  9  5 

jy  =  o.  Ainfi,  fi  l'on  porte  ces  valeurs  de  y 
iuccefTivement  fur  les  perpendiculaires  cor- 
refpondantes  aux  valeurs  1,2,5,  &c,  de  a;, 
ies  points  m ,  m ,  déterminés  de  cette  ma- 
nière appartiendront  tous  à  une  courbe  qui 
aura  cette  propriété  que  chaque  perpendi- 
culaire pm  fera  moyenne  proportionnelle 
entre  les  deux  parties  Ap  &^fîde  la  droite 
AB  f  courbe  que  nous  allons  voir,  dans  un 
moment  ,  Être  la  circonférence  même  du 
cercle. 

Nous  avons  vu  que  toute  racine  paire 
Wolt  deux  valeurs ,  l'une  pofitive ,   l'autre 

"^ative.  Ainfi  outre  les  valeurs  de  y  que 
nous  venons  de  trouver  ,  on  a  encore  ces 
autres-ci,jx=— 5;  y==— 'l-;^=— 4,  Si 

y=— 4j  9  '^y=—s ; j=— 4, i'5j'=— 4)  s i 

j.=  — 4;j.=  — 5;j.=o. 

Pour  avoir  les  points  de  la  courbe  qu  an- 
noncent ces  nouvelles  valeurs  de  jy,  il  faut, 
conformément  à  ce  que  nous  avons  déjà  die 
plufieurs  fois  fur  les  quantités   négatives  , 
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prolonger  les  perpendiculaires /?m;/Jm, 
&  porter  à  roppofite,  c'eft-à-dire,  de/?  enjj 
les  quantités  pm' ,  pm',  &c  ,  égales  chacu 
à  fa  correfpondante  pm.  Si  l'on  veut  avJ 
un  plus  grand  nombre  de  points  de  la  courl 
il  n'y  a  autre  chofe  à  faire  qu'à  fuppofer  j, 
divifé  en  un  plus  grand  nombre  de  partie 
par  exemple  en  loo;  c'eft-à-dire,  fuppofe™ 
a^^iQQ  ;  ou  bien  en  confervant  à  a  la  même 
valeur  lo,  que  ci-deffus  ,  fuppofer  à  *  des 
valeurs  intermédiaires  entre  celles  qu'on  lui 
a  données  ci-deflus  ;  on  trouvera  de  même 
les  valeurs  intermédiaires  dej/,  ficparconfé- 
quent  de  nouveaux  points  de  la  courbe. 

La  vaIeurj/=o,  qu  on  a  trouvée  cî-deÛus, 
feit  voir  que  la  courbe  rencontre  la  ligne 
^B au  point  B,  où  jc=:ti=io;  puifque  la 
perpendiculaire  ^m  ayant  alors  pour  valeur 
zéro ,  la  diftance  du  point  m  à  la  droite  AB 
eft  nulle.  On  peut  voir,  auili  avec  facilité, 
qu'elle  doit  rencontrer  la  ligne  A  B  zm 
point  A  :  en  effet  puifqu'aux  endroits  où  la 
courbe  rencontre  cette  ligne  ,  la  valeur  de  y 
doit  être  o  ;  pour  favoir  quels  font  ces  en- 
droits, il  n'y  a  qu'à  fuppofer  que^  eft  zéro  ,' 
dans  l'équation  yy  =  ax  —  xx  ,ct  qui  la  ré- 
duit à  o=ajif  —  XX ;  or  ax  —  xx  étante 
x{x  —  :c ) ,  ce  produit  eft  zéro  ,  dans  deux . 
casjlorfque  5e=o,  &  lorfquefl:="       " 
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réciproquement  y  fera  auflî  zéro  dans  ces 

deux  cas  ;  or  «  eft  évidemment  =  o  au  point 

'  ,  &  il  eft  =  a ,  au  point  B  ;  donc  la 
courbe  rencontre  en  effet  la  ligne  AB ,  aux 
points  A  dx.  B. 

D'après  cet  exemple ,  on  peut  commencer 
i  appercevoir  comment  une  équation  fert  à 
déterminer  les  différents  points  d'une  courbe. 
Nous  en  verrons  d'autres  exemples  ;  mais 
auparavant  expliquons-nous  fur  certains  mots 
•dont  nous  ferons  ufage  par  la  fuite. 

2  84-  Lorfqu'on  veut  exprimer,  par  une 
équation,  la  nature  d'une  ligne  courbe,  on  rap- 
porte, ou  l'on  conçoit  qu'on  rapporte  chacun 
des  points  m,  m,  &c.  à  deux  lignes  fixes  A£ 
<&  OA  O  ,  qui  font  entr'elles  un  angle  déter- 
miné (aigu,  droit  ou  obtus);  &  en  imagi- 
aiant  que  de  chaque  point  m  on  mené  les 
lignes  mp  &  mp'  parallèles  aux  lignes  O  A  O 

\  AB ,  il  eft  évident  qu'on  connoîtra  la  fi- 

uation  de  ce  point ,  fi  l'on  connoît  les  va- 
leurs des  lignes  mp'  ou  Ap  ôc  pm ,  ou  (  ce 
qui  revient  au  même,  fi  Ton  connoît  l'une 

de  ces  lignes,  &  fon  rapport  avec  l'autre. 
Or  ce  que  l'on  entend,  lorfqu'on  die  qu'une 
équation  exprime  la  nature  d'une  ligne  cour- 
^DC ,  c'eft  que  cette  équation  donne  le  rap- 

Kort  qu'il  y  a,  pour  chaque  point  m,  entre 
i  ligne  Ap  &  la  ligne  pm^  enforte  que  l'une 
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étant  connue  ,  l'équation  fait  connoître  l'au* 
tre  ;  &  félon  que  ce  rapport  eft  plus  ou 
moins  compoféj  la  courbe  eft  elle-même  d'un 
genre  plus  ou  moins  élevé. 

Les  lignes^/?,  ou  mp' ,  qui  mefurent  la 
dîftance  de  chaque  point  m  à  Tune  O  iO  des 
deux  lignes  de  comparaifon ,  s'appellent  lei 
abfcijfcs  ;  &  les  lignes  mp  ou  p'A  qui  mefurent 
la  dilhnce  à  l'autre  ligne  AB  de  comparaifoni 
s'appellent  les  ordonnées  ;  la  ligne  AB  ^  s'ap- 
pelle l'axe  des  abfcijfes ,  &  la  ligne  ÔAO  f 
s'appelle  l'axe  des  ordonnées.  Le  point  A  d'où 
l'on  commence  à  compter  les  abfcifles ,  s'up- 
^tWt  i origine  des abjcijes-^  onappelledemêmc 
origine  des  ordonnées  ^  celui  doù  l'on  com- 
mence à  compter  les  ordonnées  Ap'  ou  pm.  : 
dans  la  Figure  55  ,  ces  deux  points  font  un 
feul  &  même  point,  favoïr  le  point  A  ;  rien 
n'affujettit  à  compter  les  abfcifTes  depuis  Ic 
même  point  d'où  l'on  compte  les  ordonnées  ; 
^  mais  quand  aucune  circonftance  ne  détermine 
à  faire  autrement,  il  eft  toujours  plus  fimple 
de  les  compter  du  même  point. 

Les  lignes  Ap^pm ,  fe  nomment  d'un  nonv 
commun  ,  les  coordonnées  de  la  courbe  i  èc 
confidérées  comme  appartenant  indlfFérem" 
ment  à  un  point  quelconque  de  la  courbe,  on 
les  appelle  des  indéterminées  ;  on  donne  le 
même  nom  aux  lettres  ou  lignes  algébriques 
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:  Scy  par  lefquelles  on  repréfente  ces  lignes 
iip  dcpiJt, 

285.  Revenont  maintenant  à  notre  équa- 
tion ,  &  voyons  comment  on  peut  en  tirer 
les  propriétés  de  la  courbe. 

° ,  Du  milieu  C  de  AB ,  tirons ,  à  un  poînc 
quelconque  M  de  la  courbe  ,  la  droite  CM^ 
en  quelque  en(j[roit  que  ce  foit ,  le  triangle 
MPC  fera  toujours  re£langle ,  &  l'on  aura 
«ar  conféquent ,  MP~^  Fc' =  ÎÎÏC^  c'cft- 
a-dire  (  puifque  PC  =  AC —  AP  =  |-  a  —  x) , 
^y^\aa — ax-\~xx^CMy  Or  puifque  la 
droite  MP  ,  ou  j>',  eft  par-tout  moyenne  pro- 
portionnelle entre  AP  &  PBy  on  a,  par-touc, 
Yy:=ax  —  xx-y  on  axira  doncaufli ,  par-tout, 
c  —  «jc  -+-  -ï  ca  —  aar  -h  3CX  ^=  MC  j  c'eft- 
i-dire  ,  ^'aa  =  MC ,  qui  donne  MC^^--  a  ; 
thaque  point  M  o\x  m^  eft  donc  également 
'éloigné  du  point  C;  la  courbe  eft  donc  une 
icirconférence  de  cercle. 

,  D'un  point  quelconque  M  ou  w  de  la 
Courbe ,  menons  aux  deux  extrémités^  &i?, 
les  droites  MA  &  MB  ;  les  triangles  rectan- 
gles MPA  ,  MFB  nous  donneront  AP-h 
TM  =  ÂM&c¥M~^W=WB^i  ou  en 
nettanc  les  valeurs  algébriques,  xx-i-yy^^ 
'ÂM,  &  aa  —  3  ax  ~h  X X -^yj  =  MB  j. 
Algèbre,  _  A  a 


E 
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donc  en  ajoutant  ces  deux  équations  }--^ 

mettant  pour^x;'  fa  valeur  ax — xx  ,  on  a 

aa — 2ax-h2xx-h2ax —  2xx=AM'^2 

c  eft-à-dire , -ZM  *-+-lWfi  =  aa  ^  ZH  ^p^ 
pridté  du  triangle  reftangle  ,  &  qui  par  et 
féqucnt  nous  fait  connoître  que  l'angle  Aa 
eft  toujours  droit  en  quelque  endroit  que  1 
le  point  M  fur  la  courbe  i  voytz  {  Ge'om.  ( 

5° ,  Si  dans  l'équation  xx  -^yy  =  ^^ 
on  met,  ^q\xx yy  fa  valeur  dw—jcx,  on aurî( 

^  M  ^=  ax  t  qui  donne  cette  proportion  a  ; 
AM::AM:x,ouAB:AM::AM:JP} 
c'eft-à-dire,  que  la  corde  AM  eR  moyenne 
proportionnelle,  entre  le  diamètre  AB^ti 
k  fegment  ou  l'aLfciffe  A  P  ;  voyez  (  Ge'otih 
j'i  2  ).  _  '  I 

On  trouveroit  de  même  toutes  les  autre» 
propriétés  du  cercle  que  nous  avons  démon- 
trées en  Géométrie  ,  &  cela  en  partant  tou- 
jours de  cette  fuppofition ,  que  l'ordonnée 
PM  oupm  eft  moyen  ne  proportionnelle  entre 
A  P  èi.  PB,  ou  Ap  Ci  pB. 

Nous  avons  compté  les  abfciffes ,  depuis 
le  point  A  origine  du  diamètre,  &  nou^ 
avons  eu  l'équation j^  =  ax  —  xx.  Si  nous 
voulions  compter  les  abfcilTes  depuis  le  cen- 
tre; c'eft-à-dire,  prendre  pour  abfcifles  \e^ 
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nesCP^  Cfj,  &c;  alors  repréfentantcha- 
de  ces  lignes,  par  :{  ,  nous  aurions 
'P=AC-^  A  f  ,  c'e(l-à-dire  ,  :^  =  f  «  —  *  , 
par  conféquent  x  =  yû  —  :ç.  Mettant  donc 
our  X  ,  cette  valeur  dans  1  équation j;^  = 
x—xXf  on  aura  yy  =>  a  {{a  — ^)  — 
)* ,  qui  fe  réduit  ^yy  =^  aa  -^  ^^, 
'eft-Ià  l'équation  du  cercle  en  fuppofantles 
©ordonnées  perpendiculaires ,  &  leur  origine 
,u  centre. 

Au  refte,  toute  propriété  qui  appartiendra 
ifTentiellement  à  chaque  point  de  la  courbe  , 
Jonnera  toujours ,  en  la  traduifant  algébri- 
luement ,  la  même  équation  pour  la  courbe  ; 
1  moins,  tant  qu'on  prendra  les  mêmes  abf- 
ïffes  Ôc  les  mêmes  ordonnées  ;  mais  quand 
changera  l'origine ,  ou  la  direÊlion  des 
©ordonnées,  ou  toutes  les  deux  ,  on  pourra 
voir  une  équation  différente;  néanmoins  elle 
sra  toujours  du  même  degré.  Nous  venons 
le  voir  la  vérité  de  la  dernière  partie  de 
ette  propofition,  dans  le  changement  que 
eus  venons  de  faire  pour  les  abfcifles  ;  au 
ieu  de  l'équation  yy=ax — *.v ,  nous  avons 
[uj)^  =  ^(ii3  —  -T^^  qui  étant  déduite  de  la 
remîere,  a  pour  bafe  la  même  propriété; 
lais  fi  nous  partifins  de  cette  autre  pro- 
rîété  ,  que  chaque  dïftance  MC  eft  tou- 
urs  la  même  ,  &  f=?  ^  a  j  alors  nommant 
AaijI 
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CP  f  litc  PM,yi  nous  aurions;  a  cauA  I 
du  triangle  re£tangle  MPC,  ^XX  H-  ^^  =  i^^f  I 
qui  donne j)^=-^  aa — ^,  équation  qui  eft  la  | 
mâme  que  tout  à  l'heure,  quoique  déduîta 
d  une  propriété  différente.  ^^J 

De  l'EUipfi. 

2  86.  Proporons-nous  maintenant  d'ex» 
miner  quelle  feroit  la  courbe  qui  auroit  cette 
autre  propriété  ,  que  la  femme  des  deux 
diftances  Mf-+-A//  {Fi^,  jC  )  de  chacun  de 
fes  points  à  deux  points  fixes  /'  Ôcy,  feroit 
toujours  égale  à  une  ligne  donnée  a. 

Pour  trouver  les  propriétés  de  cette  courbé 
qu'on  appelle  une  Ellipfi,  il  faut  chercher 
une  équation  qui  exprime  quelle  relation  il 
y  a ,  en  vertu  de  cette  propriété  connue, 
entre  les  perpendiculaires  rM  menées  de 
chaque  point  M  fur  une  ligne  déterminée 
telle  que  //",  par  exemple,  &  leurs  diftan- 
ccs  FP  ou  AP  à  quelque  point  F  o\x  A  pris 
arbitrairement. 

Dans  cette  vue ,  je  prends  pour  originB 
des  abfcines  le  point  A ,  déterminé  en  pre- 
nant depuis  le  milieu  C  d&J[f,  la  ligne  CA== 
-a;  &  ayant  fmCB~CA,  je  nomme -^?,a-; 
PM,y,h  ligne  ^F  qui  eft  cenfée  connue, 
£i  &  la  ligne  FM,  ir,  alors  FP=^AP—. 
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AF=*  x^c  i  Mf=FMf—FM=a  —  7, 
UfP  =  PB  —  Bf=^  AB  —  AP  —  Bf=* 

—  X  —  c. 

Cela  pofé ,  les  triangles  reftanglcs  FF  M, 
fPM,  donnent  FM'=  FM' -t-  TT]  & 

Mf  1=  MJ'-^  fFl  ou  ^^.=  yy~^xx~^ 

ce  jScaa  —  sa^  h-  :^^  =^.XX  -h  ûa  ^ 
ax  -+-  *a;  —  2i2c  H-  2CX  H-  ce.  Retranchant 
la  féconde  de  ces  deux  dernières  équations  , 
de  la  première  ,  &  effat^ant  aa  qui  fe  trou- 
vera de  part  &  d'autre ,  j'ai  zaT^  =  2ax  -h 
»ac—  ^cx ,  &  par  conféquent  :^x=î:'^i^"-lif  j 
mettant  donc  pour  :^,  cette  valeur  dans  Vé- 
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îî  =^X7  H-  **  —  2CX  -t-  ce  ,  j  aurai 

_ =yy  4- 

V  —  2CX  ■+•  ce  f  OU  chafTant  le  dénomina- 

;ur ,  tranfpofant  &  réduifant ,  aayy  =  ^aacx. 

-  e^accx-^  ^acx''  -^  ^ccx*  ,Q\i  aayy  ^^  {'^ac~' 
jcc)  ax-\-  (4CC  —  4ûc)  A-%  ou  (parce  que^ce 
^^  4£zc  eft  la  même  chofe  que  —  {  \ae —  ^ce) 
aa^y={-^ae  —  ^ce)ax —  (•^ac — 4cc)  j:',ou 

;nfin  acyy  =  {^ac — -^ccj  (ax — .tx  ) ,  d'où  l'on 

parce  que ,  dans  la  formation 
de  celte  iijuatian  ,  on  n'em- 
ploie que  le  quarré  de  /■'/*  , 
qui  efl  fouiours  xx  — •  icx  -(- 
ce ,  lôit  qu'il  vienne  de  x — c  y 
lôit  qu'il  vienne  de_c  —  x. 

Aa  iij 


•  Si  !e  point  M  avoic  été  pris 
!  manière  que  la  perpendï- 
ilaire  M  P  tombât  entre  yî 
f ,  alors  F  P  Cetokc  —  x  ; 
aïs  cela  n'Apponeroii  aucun 
HUigeuMM  à  l'équation  finaU, 
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Telle  ell:  l'équation  de  la  courbe  dont 
chaque  point  a  la  propriété  que  nous  avons 
fuppofée. 

12  87-  Cette  équation  peut  fervîr  i  dé- 
crire la  courbe  par  points  ,  en  donnant  fuo 
celTivement  à  x  plufieurs  valeurs  comme 
nous  l'avons  fait  ci-delTus  à  l'occafion  da 
cercle  ,  &  calculant  en  même  temps  let 
valeurs  de^.  Comme  le  procédé  eft  abfolu' 
ment  le  même ,  nous  n  en  ferons  point  le 
calcul.  ' 

2^8-  On  peut  encore  décrire  rellipfe 
par  points ,  en  cette  manière  i  après  avoir 
fait  CZ^  =  C4  = -j- û  ,  on  prend  un  inter- 
valle quelconque  B/f  6c  l'on  décrit  au-defluï 
&  au-deiïous  de  ^J5,  du  point /comme 
centre  &  du  rayon  Br,  un  arc  que  l'on  coupe 
en  M  6c  M'  par  un  arc  décrit  du  point  F 
comme  centre  6c  du  rayon  Ar.  Tous  les 
points  M  Sx.  M'  trouvés  de  cette  manière 
font  à  l'ellipfe. 

2  g*;.  La  propriété  fondamentale  d'aprè* 
laquelle  nous  venons  de  trouver  l'équation, 
donne  elle-même  un  moyen  fort  fimple  de 
décrire  cette  courbe  par  un  mouvement 
continu.  En  effet  ,  ayant  choifi  les  deuK 
points  /'ôcy'tels  qu'on  les  veut,  on  placera 
deux  pointes  ou  piquets,  aux  deux  points  f  6c 
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_  ^  &  y  ayant  fixé  les  deux  extrémités  d'un  fil 
plus  grand  que  la  diftance  //",  fi  l'on  tend  ce 
fil  par  le  moyen  d'un  ftyle  M  que  l'on  fera 
jnarcher  en  tenant  toujours  ce  fil  tendu  ,  ce 
ftyle  M  tracera  la  "courbe  en  queftion ,  puif- 
que  la  fomme  des  deux  dlflances  du  ftyle 
aux  deux  points  /'&/ fera  toujours  égale  à 
la  longueur  totale  du  fil. 

290.  De-là  il  eft  aifé  de  voir  que  fi  la 
longueur  du  fil  a  été  prife  égale  à^B,  ta 
courbe  paflera  par  les  deux  points  A  Si  B. 
Car  puifque  Cy=  CF,  on  aura  AF=>  Bfy  6c 

'ar  conféquent  AF~^~Af=Af-^Bf=''at 
ic  BF-^Bf=^BF-*-AF=a.Ceûce.  quel'é- 
[uation  fait  voir  aufli  ;  car  pour  favoir  oii  U 
loube  rencontre  la  droite  //prolongée  ,  il 
aut  fairc^=»o;  or  cette  fuppofition  donne 
'^"-"  .  (  ax — xx)  t=  o  ^  &  comme  ^""^—^ 
le  peut  être  zéro,  il  faut  pour  que  cette  équa- 
■tîon  ait  lieu ,  que  ax — xx  ou  jc  x  (a — x)  =  o, 
ce  qui  a  lieu  dans  deux  cas;  favoir,  lorfque. 
ar=o,  c'eft-à-dire,  au  point  Aj  ôc'lorfque. 
ric=a  ,  c'cft-à-dJre ,  au  point  B. 

291.  Uéquation  fait  voir  auflî  que  H 
courbe  s'étend  au-defibus  comriie  au-deflus 
de  la  ligne  AB ,  &  qu'elle  eft  abfolument  la 

i  même  de  part  &  d'autre  de  l'axe  AB.  En 
m"'  effet,  cette  équation  donne.  .  .  .  .  / 
I  Aa  iv 


I 


I^^Uff .  (fljc  —  XX) ,  qui  fait  vo3 

que  pour  chaque  valeur  de  jc  ou  de  ^  i* ,  il 
y  a  deux  valeurs  de  jy  ou  de  F  Al  parfaite- 
ment égales ,  mais  qui  étant  de  fignes  con- 
traires, doivent  être  portées  de  côtés  op; 
pofés. 

Il  eft  encore  évident  que  fi  fur  le  milieu  C 
de  ^  B  on  élevé  la  perpendiculaire  D  D'y  la 
courbe  fera  partagée  en  deux  parties  parfei-î 
tcment  égales  &  femblables  :  c'eft  une  fuite 
immédiate  de  la  defcriptïon  i  c'eft  aulfi  une 
fuite  de  l'équation  ;  mais  on  l'en  conclura 
plus  aifément  quand  nous  aurons  fait  fur 
cette  équation  les  autres  remarques  qui  nous 
reftent  à  faire. 

3  Q  2 .  La  ligne  AB  s'appelle  le  grand  axe 
de  l'ellipfe  ,  &  la  ligne  D  D' le  petit  axe.  Le» 
deux  points  fôc/s'appellent  Itsjbyers.  Les 
points  A  t  B ,  D ,  D'y  font  les  fommets  de» 
axes  ;  &  le  point  Clc  centre. 

2 P  3 .  Si  l'on  veut  avoir  ia  valeur  de  lor- 
donnée  ^  m'  qui  pafle  par  le  foyer  ,  il  fauc 
fuppofer  AP  ou  Jc  ;^  AF^=  c  ;  alors  on  aura 
yy— xiûc  —  cc\^=^—^ ;  donc 

tirant  la  racine  quarréc ,  y  =  rt  —  ''""'^  * 
donc  m"  nf'=  *'  " —;  cette  ligne  m"  m'"  ea 
ce  qu'on  appelle  le  paramètre  de  l'ellipfe.  L* 
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_  •arametre  ejldonc  moindre  que  le  quadruple  de 
ladijîajice  c  du  fommet  au  foyer  ,  puiÇque  ik 
qui  eft  la  même  chofe  qu» 
eft  ëvîdemment  moindre  que  4  c, 
SU'on  nomme /7  cette  valeur  du  paramètre, 
on  aura  p  «=s  ^— — ^ ,  &  par  conféquent, 
on  pourra  donc  changer  ïé-, 
quation  à  rellipfe  ,  en  cette  autre  ,j'^  ==  —  - 
(ax  —  xx)  qui  eft  plus  fimple. 

294-  Si  l'on  veut  favoir  quelle  eft  la 
.valeur  de  la  ligne  CD ,  il  n'y  a  qu'à  fuppofec 
dans  l'équation j'^y  =  — -~'^—  ,{ax  —  xx)i 
que  AP  ou  a;,  eft  ^  C  ou  I ai  on  aura 


yy  = (t*iû  —  ^^'^)  t  1"i  ^^  réduit 

ij^  =a  ûc  —  ce  ;  c'eft-à-dire ,  que  C  D  = 
ac  —  cc^c.(a  —  c):=AFxBFi  d'où  l'on 
tire  AF:  CD: -.CD:  BF.  On  voit  donc  que 
CD  ou  le  demi- petit  axe  y  eji  une  moyenne  pro^ 
TonionneUe  entre  les  deux  dijlances  d'un  même 
hyer  aux  deux  Jommets  A  £•  B. 

Comme  la  ligne  V  D' eft  une  des  lignes 
les  plus  remarquables  de  rellipfe,  on  l'intro- 
duit dans  l'équation  de  préférence  à  la  ligne 
i  F  ouc.  Pour  nous  conformer  à  cet  ufage , 
iious  nommerons  b  cette  ligne  DD'j  nouj 


\ 
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aurons  donc  CD  =  — ,  &  puifque  noo«  reà 
nons  de  trouver  CD  =  ac  —  ce,  nous 
aurons  —  ^  ac  —  ce  j  ou.  pp  =  ^  ac  —  4CC  i 
l'équation  à  rdlipfè  pourra  donc  être  chan- 
gée en_xr  ^-'{ax  —  xx).^^ 

PuîTque  nous  avons/»  =  ~ — —^^  ouptt 
&a  ^ac  ^'  ^cc,  Sx.  hè=  ^ac  —  ^cc  ;  de  ces 
deux  équations  nous  conclurons  pa  =  bb  ^Qz 
par  conféquent ,  en  réduifant  cette  équation 
en  proportion  a  :  b::b  :p  ;  le  paramètre  efi 
donc  une  troijieme  proportionnelle  au  grand 
£xe  &  au  petit  axe. 

2  p  y ,  Si  dans  l'équation  jy  =  — ,  (  a*  -^ 
Xx),  on  chafTe  le  dénominateur,  on  aura 
ce^y  =  bb(ax  —  xx) ,  &  par  conféquent  j^: 
ex—xx::bb:aai  faifant  donc  attention  que 
ax  —•  XX  tO.  la  même  chofe  que  .v  x  {a  —  x  ) , 
&  mettant,  au  lieu  des  quantités  algébriques, 
les  lignes  de  la  figure  qu'elles  repréfeiitent , 

on  aura  PM\  A  PxPB:-.  DD':  AB\  c'eft- 
à-dire,  qu^  le  quarré  d'une  ordonnée  quelconque 
eu  grand  axe  de  l'eUipfe  ^  ejl  au  produit  des 
deux  abfcijfes  AP  £*  P  B ,  comme  le  quarré  éi 
petit  axe  ejl  au  quarré  du  grand.  Et  putfque 
cette  propriété  a  lieu  pour  tous  les  points  de 
l'ellipre  j  il  s'enftiit  que  les  quarrés  des  ordon-x 
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i/es  font  entr'eux  comme  les  produits  des  ah^ 
vijjès  carre/pondantes, 

296.  L'équationj^  =  — ,  {ax  —  xx)  nd 

iîiffere  (283)  de  celle  du  cercle  qui  feroit 

i'décrit  fur  AB  comme  diamètre  [Fig.^j) 

p^u'en  ce  que  la  quantité  ax  —  xx,  y  eft 

multipliée  par  — ,  c'eft-à-dire  ,   par  le  rapr 

port  du  quarré  du  petit  axe  au  quatre  du 

grand  ;  en  forte  que  fi  l'on  nomme  ^  une 

[  ordonnée  quelconque  -PiV  du  cercle  ,  on  aura 

^=  ax — XX  i  mettant  donc  pourûjc — xx  i 

cette  valeur  ^7  dans  l'équation  à  rellipfe, 

on  aura  ^j'^-  ^^,  &  tirant  la  racine  quar-; 

wxée  f  y  =:  —  :^  ou  ay  =  b'^qm  donnQy.^iz 

|%*  :  a,  ou  p'M:  PN::DD':A  B,  ou  ::  CD: 

A  Cou  CE  ;  on  voit  donc  que  l'es  ordonnées 

àl'elUpJè  ne  font  autre-chofc  que  les  ordonnées 

.  du  cercle  décrit  fur  le  grand  axe  ,  diminuées 

I  proportionnellement ,  c'eji-â-dire ,  dans  le  rapr. 

'  port  du  grand  axe  au  petit  axe, 

De-Ià  il  eft  aifé  de  décrire  tïneellipfe  par 
Jle  moyen  du  cercle.  On  voit  en  même-temps 
■que  le  cercle  eft  une  ellipfe  dont  les  deux 
Waxes  a  &c  b  font  égaux ,  ou  dont  la  diftâncè 
|du  fommet  au  foyer  eft  égale  au  demi-grand 
taxe,  ou  encore  dont  ïe  paramètre  eft  égal  au 
^iamecre.  Car  en  fuppofant  dana  les 


équa-.        ^H 
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tions  cî-deflug ,h^a,  ouc  =  iaiou  f==à^ 
on  3.yy=ax — xx,  équation  au  cercle. 

2p7'  Parles  équations  que  nous  avons 
Trouvées  jufqu'ici ,  il  paroît  donc  qu'il  n'en  eft 
pas  de  rellipfe  comme  du  cercle  :  une  fsulb 
ligne  détermine  celui-ci ,  c'eft  fon  diamare,; 
au  lieu  que  le  grand  axe  AB  (  Fig.  yé  )  ne 
fuffit  pas  pour  déterminer  l'ellipte;  il  faut 
encore  connoître  ou  le  petit  axe  b  ou  foa 
paramètre /J  ou  la  diftance  c  du  fommet  au 
foyer.  Quand  on  connoît  le  grand  axe  &  la 
diftance  c,  rellipfe  eft  facile  à  décrire  ,  comme 
on  l'a  vu  ci-denus.  Mais  fi  l'on  donnoit  le 
grand  axe  &  le  petit  axe,  il  faudroit,  pour 
décrire  i'ellipfe  par  un  mouvement  continu  , 
déterminer  les  foyers  ;  c'eft  une  chofe  facile  , 
en  prenant  le  demi-grand  axe  pour  rayon-j 
&  traitant  de  l'extrémité  O  (Fig.  ^6)  du  peut 
axe,  comme  centre  ,  deux  petits  arcs  qui 
coupent  le  grand  axe  aux  deux  points  /"&/* 
qui  feront  les  foyers  :  car  la  femme  des  deux 
diftancesFDH- D/devant  être  égale  àû,  il 
faut,  lorfque  ces  deux  lignes  font  égales,  que 
chacune  foit  égale  k^a.  _   : 

Si  l'on  donnoit  le  grand  axe  &  le  paramcc  ' 
tre ,  on  détermineroit  le  petit  axe  en  prenant 
tine  moyenne  proportionnelle  entre  ces  deux 
lignes  ;    c'eft  ce  qu'enfeigne  la  proportion  ' 
ûib-.-.t-.pj  trouvée  ci-deiTus  (2P4.}  Lepetip 
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fixe  étant  trouvé,  oa  acheveroit,  comme  il 
ient  d'être  dit. 

2  9  S .  Si ,  pour  quelque  point  M  que  ce  Joie 
'de  l'eilipfe  (Fig.  36)  on  prolonge  la  ligne  fM 
tirée  d'un  desjbyers  ,jujqu'àce  que  Jon  prolon- 
gement MG  fait  égal  à  l'autre  dijlance  MF  ; 
&  qu'ayant  tiré  GF  ,  on  lui  mené  du  point  M 
la  peipendiculaire  MOT,  cette  dernière  fera 
tangente  à  l'elUpJe ,  c'ejl-à-dire ,  ne  la  rencon- 
trera qu'au  feul  point  M. 
s    En  effet,  à  caufe  des  lignes  égales  MF 
&  M  G  y  la  ligne  iWTeft  perpendiculaire 
fur  le  milieu  de  GF.  Donc  fi  de  tel  autre 
point  N  que  ce  foit  ,  de  cette  ligne ,  on 
Hieneles  deux  droites  NG  6c  NF y  elles  fe- 
ront égales.  Suppofons  donc  que  MT  pût 
rencontrer rellipfe  en  quelqu' autre  point  A''; 
alors  en  tirant  Nf^  W  faudroit  que  /  N-^  Nf 
j>ût  être  égal  à  iWjF-H  Mf^  ou  à  G  M-H  Mf, 
C*eft-à-dire ,  à  Gf,  mais  tî/'eft  plus  petit  que 
GN -^Nf  y  &  par  conféquent  plus  petit 
que  FN-i-Nf;  donc  le  point  N  eft  hors  de 
l'eilipfe. 

299.  Les  angles  FMO,  OMG  font 
iSgaux ,  d'après  la  conftruftion  qu'on  vient 

le  donner  ;  or  O  MG  eft  égal  à  fon  oppofé 

rjWiV",  donc  fAfO  eft  égal  IfMN.  Donc 

deux  lignes  qui  vont  d'un  même  point  dé 

'eUipfe  aux  deuxfyyers  ,fi>nt  des  angles  égauH 

avec  la  tangente. 
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L'expérience  apprend  qu'un  rayon  ile  ta* 
miere  qui  tombe  fur  une  furface ,  fe  réfléchie 
en  faifant  l'angle  de  réflexion  égal  à  l'angle 
d'incidence  ;  donc  fi  F  eft  un  point  lumîneuï, 
tous  les  rayons  qui  partis  du  point  f  ,  tombe- 
ront fur  la  concavité  MAM'^  iront  fe  raflem--  , 
bler  en/",  &  récipoquement. 

Si  du  point  M,  on  élevé  fur  MTlc  perpen- 
'diculairc  MI  (qui  fera  en  même  temps  per- 
pendiculaire à  la  courbe),  cette  ligne  divifera 
l'angle  FMfQn  deux  parties  égales;  car  fi  des 
angles  droits  IMT^  IMN  on  retranche  les 
angles  égaux  FMT&c/MNf  les  angles  reûants 
FMI  &  IM/ iérom  égaux. 

^OO.De-là,  onpeut  calculer  la  valeur  de 
la  diftance  PI  depuis  4'ordonnée  jufqu'à  l'en- 
droit où  la  perpendiculaire  M/ rencontre  l'axe; 
Cette  ligne  P  I  s'appelle  Sounormale  ^  &  la 
ligne  MI  y  Normale, 

Pour  calculer  PI,  nous  allons  d'abord  cal- 
culer FI.  Puifque  l'angle  i^iW/eft  divifé 
en  deux  parties  égales  ,  on  a  Mf\  MF  :  : 
fl:  FI{Géom.  104);  &  parconféquent  [Geom, 
i,B)fM~^MF:  Mf—  MF::fI-i-  FI  : 
fl—FI.  Or  Mf'^MF=a;  &  en  nom- 
mant MF,  1j  comme  ci-deffus  (285) ,  Mf=s 
a — \ ,  par  conféquent  Mf —  MF  e=a  —  27  ; 
d'ailleurs //-h /•i  =  f/=  ^ B— 2 ^f=ï 
^~2Cj&c/I^FI:=If—2Fli=a-^2C-' 


J 
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7î  donc  a:  a—  2^::  a  —  2c:  a  —  2c—. 
Yy  donc  an  —  2ac  —  2a  x  FI=  aa  —  nac— 

f^-h  ^c^i  d'où  l'on  tire  f /=  — "  ^— jouea 

ectant  pour  :{^ ,  fa  valeur 

18(5") ,  on  a  f /=2^^^i^ 

■_c-t-  Pli  doncP/— f/— :v+c=, 


-  trouvée 


rc-i-aax — ^acx-k-^ccx  , 


r  ■ 


-.{ac 


-x{ac  —  ce). 


en  mettant  pour  ac  —  ce  fa  valeur  —  (254)^ 
a  enfin  ?/=  è^  ^4^'  ou  P/=  ^  (  i  û  —  x), 
301.  De-là,  il  eft  aifé  d'avoir  la  valeur 
la  diftance  P  T  depuis  l'ordonnée  jufqu'à 
rencontre  de  la  tangente,  ce  qu'on  appelle 
foiuangente.  Car  le  triangle  /MTétanc 
^langle ,  &  P  Mune  perpendiculaire  abaif-* 
ë  de  l'angle  droit,  on  a  {  Géom.  112  ]^ 
I;PM::PM:PT,  c'eft-à-dire,  ^  K 


a-x):y::y:  Pl\doncPT=^^ 


lettant  pourj^y,  fa  valeur- 

y   _    (ax-xx') 


.{ax- 


;0U_(cn 

■xx)^ 


Les  expreffions  algébriques  des  deus  li- 
nes  P I  Se  P  T  peuvent  fervir  à  mener  une 
îrpcndiculairc  6c  une  tangente  à  l'eJlipfc^ 
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en  quelque  point  A/ que  ce  foit.  Car  lor/qué 
le  point  M  eft  donné ,  en  abaîfTant  la  per- 
pendiculaire MP  ,  on  a  la  valeur  de  AP  ,  x. 
Et  comme  on  eft  fuppofë  connoître  a  &  ^  ^ 
on  connoîc  donc  touc  ce  qui  entre  dans  U 
valeur  de  P  /  &  dans  celle  de  P  T. 

302.  De  l'exprelTion  de  P  T,  on  peut 
conclure  que  fi  l'on  mené  une  tangente  au 
cercle  décrit  furie  grand  axe  JE  {Fig.  57),  au 
point  N  où.  ce  cercle  eft  rencontré  par  1  or- 
donnée Pilf  à  l'eUipfe ,  les  tangentes  NT  & 
'MT  aboutiront  au  même  point  T  fur  l'axer 
Car  puifque  le  fécond  axe  b  n'entre  point 
dans  l'expreffion  de  PT^  cette  ligne  Pi  fera 
donc  toujours  !a  même  tant  que  a  fera  le 
même  Ôc  jc  le  même.  Ainfi  toutes  les  tangen- 
tes aux  points  correfpondants  de  toutes  les 
eUipfes  décrites  fur  aB  comme  grand  axe, 
ie  rencontrent  au  même  point  T. 

Si  k  P  T  { Fig.  3*  )  ,  on  ajoute  CP  qui 
eft 7  a  — «,  on  auraC7'=:~^-f-ia — x 
flui  ,■  en  réduifant  tout  en  fradion  ,  fe  réduit  k 
£~^i  c'eft-à-dire,  que  CT=—;  d'où  l'on 
^ire  cette  proportion  CP  :  A  C::/l  C:C7* 

303.  Si  l'on  veut  avoir  rexprelTion  de  ' 
'^TMf  cela  fera  facile  par  le  moyen  du  triangle 

leQangle  TPM^m.  donjje  TM=  TP'-h 

PU 
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Jtrm=:^^, -^-^ —  .{ax  —  xx)=z  .  ^ 

i  '  .    bh"^^  *      ayt  —  xx 

\ax  —  xx-^     \a — x)  x ., ~ . 


de 

^perpeni 

nomme  DF  ^  jc';  M?' ^y'^  on  aura  DF 
CD— CP^=CD  — PM,  c^eft-à-dire,  x'  = 
T ^  ~^ 5  &  P^^  conféquentj/  ^\h  —  x\  On 
aura  de  même  MF=CP=^CA'—AP  ;  c'eft 
à-dire,  y^—\d — jc,  &  par  conféquent  jc  ==: 
i  ^  — y*  ^^  ^*o^  fubftitue  ces  valeurs  de  x/6c 
de  j^ ,  dans  Téquation  j^  =  ^  (  ^^ — ^^  )>  ^^ 

flo^y  =  ^^  (û^  —  •^^)j  on  aura  ^aabh  —  aaboc/ 
-+•  aax'x'  =  -jja^^  —  a^^'  —  -^aahb  ^  ahby^^ 
—  ^^y'y^  4^^  ^^  réduit  à  hhyy'  =  ^a^jc^  — • 
aax'ocf  ^  d'où  Ton  tirey^^=  ^^  (^^a:'— jcV)  ; 

équation  femblable  à  celle  qu'on  a  eue  pour 
le  grand  axe ,  &  dont  on  tirera  par  confé- 
'quent  des  conclufîons  femblables  ,   favoîr 

■  que  U  quarrc  d'une  ordonnée  P'M  aupetitaxey 
tft  au  produit  des  deux  abfcijfes  DFxP^D^  ^ 
comme  le  quarrédu  grand  axe^  ejl  au  quarrédu 
petits  en  effet,  on  tire  de  cette  (^quation,^y: 

.  hx'-^xlx^  :  :  aa  :  bb;  or  bx^ — x^xf  eft  x\b^x') 
ouDP'xP'D^  On  en  conclura  auffi  que 
ics-quarrés  des  ordonnées  au  petit  axe  ,  Jont 

Algèbre.  Bb 
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entr'eux  comme  Us  produits  des  ahfciffès  cor- 
rejfondantes  i  &  que  Yellipfe  peut  être  décrite, 
par  le  moyen  du  cercle  conjiruit  fur  joti  peut 
axe  j  en  allongeant  les  ordonnées  de  ce  cercle 
dans  le  rapport  du  petit  axe  au  grand.  Voyez 

ifîg-3l)- 

305".  On  peut  voir  facilement,  par-là, 
que  la  courbure  de  la  furface  extérieure  des 
mâts  eft  celle  d'une  porcioii  d'ellipfoide,  c'eft- 
à-dirc,  d'un  folide  engendré  par  la  révolution 
d'une  demi-ellipfe  DRO  {Fig.  S9)  tournant 
'  autour  de  fon  grand  axe. 

En  effet  pour  déterminer  les  diamètres 
moyens  entre  le  plus  grand  &  le  plus  petit, 
on  tire  une  ligne  CD  pour  repréfenter  le 
plus  grand  diamètre;  &  décrivant  des  extré- 
mités C  Sa  D  comme  centres,  &  du  rayoa 
CD  les  deux  arcs  DA  &  CJ  qui  fe  coupent 
en  A,  on  abaifl'e  la  perpendiculaire  AB ,  8c 
ayant  mené  parallèlement  à  ClJ  une  ligne  EF 
égale  au  plus  petit  diamètre  du  mât,  on  re- 
garde la  partie  interceptée  BL  comme  repré- 
îentant  la  hauteur  du  mât  depuis  le  premier 
pont  (où  fe  trouve  le  plus  grand  diamètre) 
jufqu'au  cliouquet.  On  dïvife  EL  en  un 
certain  nombre  de  parties  égales  ;  &  menant 
par  les  points  de  diviilon  des  parallèles  fgîf 
a  la  ligne  CD ,  on  prend  ces  parallèles  pour 
les  diamètres  moyens  que  doit  avoir  le  mât 
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à  des  hauteurs  repréfentées  par  la  ligne  cor- 
refpondante  -Bg-;  or  fi  l'on  conçoit  que  BM 
foit  la  hauteur  réelle  qui  a  été  repréfcntée 
par  iJX;  &  fi  Ton  prend  BT  telle  que  Ton 
zïtBT:BM::Bg:BL,  alors  5  7' fera  la 
hauteur  à  laquelle  on  doit  placer  le  demi- 
diamètre  gN  ;  tirant  donc  TR  parallèle  & 
égale  à  gN^  le  point  R  fera  un  point  de  la 
furface  du  mât  ;  mais  fi  par  le  point  R  &  par 
le  point  JV  jOn  mené  7m  qui  rencontre  ÈD 
en  V^  cette  ligne  fera  parallèle  à  BM,  & 
puifqu'on  a  BTiBM::  BgiBL,  ou  BT: 
Bg:  :  BM:  BL  ,  on  aura  (à  caufe  que  BT^=^ 

RF^  Bg=FNj  RF:  FN:  :  BM  :  BL  ; 
c'eftrà-dire  ,  que  les  ordonnées  R  F  (je  la 
courbe  du  mât  font  aux  ordonnées  FN  du 
cercle  AN D ,  toujours  dans  un  même  rap- 
port; donc  cette  courbe  eft  une  ellipfe.  Si 
1  on  vouloit  la  décrire  par  un  mouvement 
continu ,  il  faudroit  en  déterminer  les  axes , 
ce  qui  eft  facile  en  menant  CO  parallèle  à 
BM,  &  telle  que  COiCD::  BM:  BL  ;  CO 
,    ôcCI?- feront  les  deux  demi-axes,  avec  lef- 
t    quels  il  fera  facile  de, déterminer  les  foyers, 
i'    &  par  conféquent  de  décrire  la  courbe ,  par 
[    quelqu'une  des  méthodes  que  nous   avons 
[    données  (287,  88  &  8p  ).  Mais  tout  ceci 
fuppofe  qu'on  fçait  déterminer  le  point  L , 
l    tel  que  menant  EL  F  parallèle  ïCD ,  ELF 
i  Bbi; 


H. 


û 


.  /.^'.^r^  cette  manière 

«*^/^/  ^^,;  petit  diamètre  :  di 
S^^^'ff^  &  d'un  rayon  égali 
^^■^ijfl^^'^edt  arc  qui  coupera  A\ 
'^'ifiè^^L'  Car  fi  l'on  imagine  -Ei 
'iH'^u'à  ce  qu'elle  rencontre  CC 
_^iael'on  tire  le  rayon  CFyU 
if  "^' ^'^^'^    ^  TF   donnera    C  7"= 

^     jjfTpreferit  dé  faire  HL^=CD=CF , 
1^  à  la  valeur  de  Z  f ,  ce  qui  rend  B . 

.fff 

l'jîOÔ.  Par  ce  qui  précède  ,  on  voit  dom 
:  les  propriiftds  à  l'égard  du  fécond  axi 
:  femhiables  à  celles  qu'on  a  trouvées 
/ggard  du  premier,  du  moins,  en  ce  qui  m 
^(fpend  point  des  foyers.  Si  l'on  veut  avo« 
fur  le  fécond  axe  les  lignes  analogues  à  celle; 
que  nous  venons  de  calculer  fur  le  premie 
axe,  c'eft-à-dire,  F'}\  P'T,  CT,^  MT.{Fi^ 
^6)  on  les  trouvera  aïfément  par  le  moyen  c 
leurs  correfpondantes  qu'on  vient  d'avoir,  i 
des  triangles  femblables  qu'il  eft  aifé  de  n 
connoître  dans  la  figure.  Si  on  exprime  ces  lî 
gnes  par  le  moyen  des  abfcifies  DF'  ou  jc',  oi 
trouvera  leurs  expreffions  toutes  femblabk 
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à  celles  qu'on  a  eues ,  en  jc ,  pour  les  lignes 
analogues  fur  le  premier  axe. 

On  donne  auflî  un  paramètre  au  fécond  axe; 
mais  ce  qu'on  entend  alors  par  cette  ligne  , 
ce  n'eft  pas  une  ligne  qui  paffe  par  le  foyer  de 
ce  fécond  axe,  (car  il  n  a  point  de  foyer) , 
mais-une  troifieme  proportionnelle  à  ce  fécond 
axe  &  au  premier. 

3  07*  Jufqu'ici  nous  n^avons  compté  les 
abfciffes  que  de  puis  le  fommet  ;  fi  nous  vou- 
lions les  compter  depufs  le  centre  C,  alors 
nommant  Tabicifle  CP ,  :[,  nous  aurions  AP 
ou  jc  =  Y^  —  t'   fubftituant  cette    valeur 

de  Xj^  dans  Téquation  j^  =  - -{ax  —  xx  )  & 

dans  les  valeurs  àt  PI ,  PT,  CI ,  &c  TM\ 

on  aurajKj/ =  ^^  (  i^a  —  ^^  )  ;  PI—^^"^  • 


aa  ^  "*  Cl.'  '  aa 


#  IL 

L*équatîpn yy=^  —  r  {^^a  —  n)  donne 

^=Ht—  ^T^^"^îî>  q^i  fait  voir  que  pour 

une  même  valeur  de  C P'ow^;  on  a  deux 
ordonnées  PM  &  PM.  Comme  les  valeurs 
de  z  commencent  en  C,  &  finiflent  en  Ay  il 
femble  d'abord  que  cette  éqîjation  ne  donne 
que  la  moitié  DAD*  de  Fellîpfe  ;  mais  rien 
ne  détermine  à  donner  à  ?^  des  valeurs  poii- 

Bbu> 
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tivcç,  plutôt  que  des  valeurs  négatives;  en 
donnant  à  ^  de  ces  dernières  valeurs,  on 
aura  les  ordonnées  pni  qui  déterminent  la 
féconde  moitié;  6c  comme  en  mettant  —  ^, 

au  lieu  de -4- ^  dans  +  ^ ^aa — ^,  cette 
quantité  ne  change  point ,  il  s'enfuit  que  la 
moitié  DBD'  eR  parfaitement  égale  ôc  fem- 
blable  à  la  moitié  DAD'. 

3  o  S.  Si  d'un  point  quelconque  M  de  Tel- 
lipfe  {Fig,  î8) ,  on  ftiene  au  milieu  C  de  l'axe 
AB,  c'eft-à-dire,  au  centre, une  droite iWCAf 
terminée  de  l'autre  part  à  l'ellipfe  ,  on  ap- 
pelle cette  droite  un  diamètre.  Et  fi  par  le  fom- 
met  M,  on  mené  la  tangente  MT ,  &  par 
le  centre  C'ie  diamètre  NN'  parallèle  à  MT, 
celui-ci  s'appsWerz  diametr  conjugué  du  prQ- 
fflier.  Une  ligne  mO  menée  d'un  point  m  de 
l'ellipfe  parallèlement  z  MTj&i  terminée  au 
diamètre  MM',  s'appelle  une  ordonnée  a  c& 
diamètre  ;  Ôc  MO  s'appelle  l'abfcifle.  Le  pa- 
ramètre du  diamètre  MM  eft  une  troîfietne 
proportionnelle  à  MM'  &  NN'.- 

JO').  Nous  allons  faire  voir  maintenant; 
que  les  ordonnées  mO,  à  un  diamètre  quel- 
conque, ont  des  propriétés  femblables  à  celles 
des  ordonnées  aux  axes. 

Pour  cet  effet,  j'abaifTe  des  points  m  &  O, 
les  perpeTidiculaires  mp  jOQ ,  fur  l'axe  j^B i 
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ôc  je  mené  la  ligne  m  S  parallèle  au  même 
axe.  Je  nomme  A  B,  ai  P  M,y;  CP,  ^  ; 
QP>  gi  CQ,  k,  j'aurai  AP  =  ^  a~7, 
PB  =  ^a-h^;  Ap  ■■-=  CA  —  CP^CA-~ 
CQ~Qp  =  ia~k^-givB  ^CB-hÇp=, 
■^a-hkr^g. 

Les  triangles  femblables  TPM,  mSO,. 
donnent  TP  :  PM:  :  mS ou  pQ  :  S O;  c'eft- 

à-dire  »   î^fzE  :y  :  :  sr .  S0=  r^^- - ,  Les 

triangles  femblables  C MP ,  COQ,  don- 
nentCPrPM::  CQ  :  <20  ;  ceft-à-dire, 

^  ij'  :  :  A  :  ÇO  =  ^;  àonc pm^^^QS^QO— 

SO  =i~y~  —  r^—  .  Or  puifque  le  point  77? 
en  un  point  de  rellipfe,  il  faut  (a^j)  que 
pin-.FW:  :  ApxpB-.APxPB,  c'eft-à- 

kk  —  2  kg  —  gg  '  i<i^  —  tl>  ou,  en  multi- 
pliant les  extrêmes  &  les  moyens,  &  fai- 
iànt  attention  aux  quantités  qui  fe  trouve- 
ront multipliées  ôc  divifées  en  même- temps 
par  ^  aa  —  ^^,  &  à  celles  qui  le  feront  auflî 

par ^, on  aura ^ (I  û  a  —  :{ ^)  —  2 ^ AjKjy H- 


\aa-ii        4 


Bbiv 


35ia 


.  ^^yy  i 


ou  ,  en  développant  le  terme  ^^-^  {^aa- 

&  fupprimant  —  k  kyy  &  —  ^gkyy  qu 

aura  alors  de  part  6c  d'autre  ,    divifant  de 

plus  par  y  y  on  aura'-"''     -i-f^-^  =  ^aiilïi 
r         Y      J  J  ^         -^-^  i^'ï-ïï^        *       I 

—  ggi  équation  qui  nous  eft  néceflàire  pout. 

notre  objet;  mais,  avant  de  l'y  employer, 

tirons-en  une  connoifTance  dont  nous  avons 

befoin. 

Si  l'on  fuppofe  que  le  point  O ,  qu'ici  nous 

avons  fiippofé  quelconque ,  foit  le  point  C, 

c'eft-à-dire,  que   la  ligne  m  O  .  paffe  par  le 

centre  ,  ou  devienne  CN ^   alors  C  Q  ou  k 

devient  zéro  ,  &  la  ligne  Qp  o\xg,  devient 

C  R,  Or  fi  dans  l'équation  qu'on  vient  de 

trouver ,  on  fait  /:  =  o  ,  on  aura  ,  après  avoir 

chaffé  le  dénominatçur  ,  tranfpofé  ,  réduit , 

&  divifé  par  -j  ûû,  gg=-^  aa  —  ^:{;  c'efl-à- 

dire ,  Cfl=  -;  aa—  n^  (i^— ^)  (ic-i-î^)ï= 
JPxPB. 

Après  cette  remarque ,  revenons  à  notre 
objet,  &  nommons  CM ^-^a' i  CN,  7  b'i  mO, 
y  ;  CO  j  ^'.  Les  triangjes  femblables  C  P  M, 
CQ  O  ,  donnent  CM:  CO  :  :  CP  :CQ ,  on 
{  a'  :  :(  :  :  :^:  k  =  11.  Les  triangles  C  NR , 

mSO,  femblables  à  caufe  des  côtés  paral- 
lèles, donnent  mO:  mS:  :  CN:  C R  ,  ou 
y'  ig:;.^  b'  :  CK^--^-y  donc  ITk    = 
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?  "^f  ,   y  mais  on  vient  de  voir  que  C  K  ^=s 

:   iaa  — iiidonc^-^=i  a  a -^lli  doù 
Ton  tire  g  g  =  -^-^  ^î^,'',r"^  •  Reprenons 


maintenant  1  équation   - 


\i  ^a  —  n 


\  aa—ggy  &  fubftîtuons-y  pour  gg  &  kk  les 
valeurs!  que  nous  venons  de  trouver  ;  nous 


aurons  4- a  a 


j^àa-^  ïff?^'^J:yn     oy  en  réduifent  & 


divifant  enfuite  par  \  aa ,  r^  =  i  —  t^  > 

ou ,  chaflant  les  dénominateurs  -  aV  &  -j  ^'^', 
on  a  ;  Vh''^7i-='ho!dh'V—\a!Q!yy\  &  enfin 

^^y  =  -7-,  (  :^ûV  —  7[7[  (  d'où  l'on  tîre^y  : 

^  da!  —  Tlpi  :  :  ^'^'  :  a!  a!  ;  c  eft  -  à-dire ,  "mO  : 

M O  X  OM^  :  ÎV\M':  MM\  Ainfi  l'équa- 
tion par  rapport  à  deux  diamètres  conjugués 
quelconques ,  eft  femblable  à  celle  qu'on  a 
eue  à  l'égard  des  deux  axes.      ' 

310.  Si  l'on  fait  y  =  o ,  on  trouve 
■J  dd — ^Y"^  ^^  ^  P^^  conféquent  ^(^  ±  \a!. 
La  courbe  rencontre  donc  la  ligne  MM!  en 
deux  points  M  if.  M!  également  éloignés  du 
'centre  C  ;  ainfi  tous  les  diamètres  de  Vellipfefe 
coupent  en  deux  parties  égales  au  centre. 

3  1 1.  Uéquation^y  =  '^,  (^aV-tï) 
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donnant^  =  +  -^,\/^ ^  ^' ^' —  ^^,  fait  voir 
que  Cl  l'on  prolonge  m  O  de  manière  que 
Om'=  Om,  le  point  m'  appartiendra  à  la 
courbe;  donc  chaque  diamètre  de  l'elUffc  coupe 
en  deux  partks  égales  les  parallèles  à  la  tan- 
gente qui  pajje  par  fon  origine  M. 

31::.  De-là  on  peut  conclure  1°,  que  la 
tangente  à  l'extrémité  N  du  diamètre  NN-' , 
eft  parallèle  au  diamètre  MM'.  2"  j  De  ce 
que^=±-rl/  -^aa'  —  ^^  ,  on  peutcon- 
clure  que  les  ordonnées  O  m  au  diamètre 
MM',  font  celles  du  cercle  qui  auroit  MA/' 
pour  diamètre,  mais  diminuées  ou  augmen- 
tées dans  le  rapport  de  a'  à  è' ,  &  inclinées 
fous  un  angle  égal  à  celui  des  diamètres 
coujugués.  Si  a'  =  b' ,  ces  ordonnées  font 
précifément  égales  à  celles  de  ce  même 
cercle.  Enfin  fi  l'on  veut  favoir  à  quel  endroit 
de  rellipfe  les  deux  diamètres  conjugués 
peuvent  être  égaux,  il  n'y  a  qu'à  chercher 
a  quel  endroit  on  a  C P  =  C R  ,  ou  CP^  =t 
CK:  c'eft-à-dîre  ,  ^:^=s-ijtz  —  ^^;  or  cette 
équation  donne  ^  =  l/'i  n'a  ^=^  \<^\^\i  que 
l'on  condruira  ainli  :  ayant  décric  fur  le  grand 
axe  A  B  comme  diamètre  (  Fig.  3  7  )  le  demi- 
cercle  A  Nh.  B  coupé  en  £  par  le  petit  axe 
C-D,  on  divifera  l'arc  AE  Qnàtxw  parties 
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ëgaîes  en  N"  &  ayant  baîffô  iV"P  qui  cou^ 
reilipfe  en  AF  &  M' ,  CM'  &l  C  M  feront 
les  deux  demi-diametres  conjugués ,  égaux. 
Car  fi  Ton  nomme  CP ,  ^,  comme  le  triangle 
CP  N^  eft  reûangle  &  ifocele ,  à  caufe  de 
l'angle  ^CA^'  de  ^.j",  on  aura  1^:^^+^:^  = 
CN"-  =  ^a  il  ;  donc  ^^=^(iflj  &  \-= 

3  I  3.  Si  du  centre  C (l'ig,  38)  on  mené 
la  perpendiculaire  CF  fur  la  tangente  TM, 
les  triangles  femblables  TjPM,  TC  F  don- 
neront 1M:FM::  CTiCF;  d'où  Cf== 
~~^ ,  Pareillement  les  triangles  TPM 
ËiCNRf  femblables  à  caufe  des  côtés  pa- 
rallèles, donneront  TM:  PT  :  :  CN:  CR, 
tonc  CN  =  ^^^  j  &  par  conféquent , 

a.  aura  CN->iCF:=  — ^f'^r^Tp 

^xcrxCA  ^^  ^^  quarrartt,  CÏv'x  CF'-= 


;9r    ^^k 

)upe        ^H 


I 


p  ^  X  c  r  3 


c /i  . 


L  fus  que  yy 


or  nous  avous  vu  ci-def- 

ou.Jm=*^.  (i^a-u)  ; 

^^(309  )  :  fubftituant  ces  qiranmés  ; 
aura  ,  après  les  rétluftions  faîtes.,  CiV"x 
[  CF  =  ~  aabb  ,  &  par  conféquent  CN  x  CF 
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c=-j£zJ;  or  en  menant  la  tangente  NT'*  qui] 
rencontre  TM  en  /,  C  iVx  C/"  exprime  lai 
furface  du  parallélogramme  CMiN ,  &  ^aht 
ovjàx~b  exprime  celle  du  redangle  formé  1 
fur  les  deux  demi-axes  ;  donc  les  parallélo- 1 
grammes  formes  far  les  tangentes  aux  extrémités  1 
dfs  dhiiiutres  conjugues ,  font  égaux  entr'eux^X 
£•  au  reâangle  formé jur  tes  deux  axes. 

3  I  4-  Les    mêmes   triangles   femblabla  1 
TPMài  CiîiV donnent,  P  T.  PM-.^R,  1 

RN;  donc  RN=  ^-^ ,  ou  RN=\ 


:r  X  FM  ■_  (  ï 
/T'  — 

les 


-n)' 
reaangies    C  K  }:{  bi\ 


mais    les    triangles 

CP  M  donnent  Ç^H"  ^'  ="  *1^^  I 
CP^fU=.  CU\  donc  cT"-4--fi7V-+-  ' 
CP-^PM=CN-{-CM  fubftituant  dans 
le  premier  membre,  au  lieu  des  lignes  qui  y 
entrent ,  leurs  valeurs  algébriques  ,  on  aura  , 
toute  réduAion  faite,  ^  aa-¥  \bb  =  CN 
•^-CM-,  donc  la  fomme  Jes_  quarrés  de  deux 
demi  diamètres  conjugués  quelconques  de  l'el~ 
lipfe,  eji  égale  à  lafomme  des  quarrés  des  deux  '.\ 
demi-axes.  _  ^1 

3  I  5 .  Si  dans  C  N-^  CRh-  RN  on  fub-  '' 
ftitue  pour  CH  Se  RN  leurs  valeurs,  on 


A 
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lura  CN=^aa  —  îJ-^  ^';or  nous 
avons  trouvé  ci-deflus  TM  =  Çlaa-n^ — ^V 
iîî^^j  parconféquentMr==:CW'x  iîî=ïï 
mais  les  triangles  femblables  TPM,  MP'V 
donnent  (en  quarrant  )  PT  :  TM:  :  J>'M  : 
Bmt'ou  !iî!=l'l'  :  Civ'x  JîîiH  .  .  „  .  jvîr''  : 


■II-- 


^onc  Mr'  = 


C'il 


-S donc  TMxMT  = 

1  

CiVou  TM  X  MT'  =  CiVimais  fi  l'on 
pomme  p'  ie  paramètre  du  diamètre  MM, 
on  aura  ^CM-.xCN:  :  ïCN-.p'  (  308  )  ; 
&  par  conféquent  2/1' x  CiW^^^CiV  ou 
CÏ^"=  i/  X  CM;  donc  TM  X  MT ^ 
i/  X  CM  &  par  conféquent  C  M  :  TA/  :  : 
piT:\pl. 

Si,  fur  TV  comme  diamètre  {F'ig.  40) ,  on 
iâécrit  un  demi-cercle  ;  il  paffera  par  le  point 
C ,  puifque  l'angle  TCT"' eft  droit  ;  or  fi  l'on 
prolonge  C  M  jufqu'à  ce  qu'il  rencontre  la 
circonfërence  en  V ,  on  aura,  par  la  nature 
du  cercle  (Gebm.  127)  CM-.TM-.MT : 

516.  De-là  on  peut  tirer  une  méthode 
iîmple  pour  avoir  les  axes  d'une  ellipfe,  ôc 
par  conféquent  pour  la  décrire ,  lorfqu'on 
ne  connoît   que  deux  diamètres  conjugués 


I 
1 

I 
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inférieure ,  en  menant  du  point  B  au  point  C  ' 
bord  de  la  quille  ,  la  ligne  BC,  élevant  fur 
fon  milieu  /  ,  la  perpendiculaire  Ik  qui 
coupe  en  k  la  ligne  B  k  parallèle  à  AE  ;  alors 
du  point  k  comme  centre  &  du  rayon  kB  ^ 
on  décrit  l'arc  de  cercle  B  C  qui  touche  la 
coiirbe  A  n'B  au  point  B ,  parce  que  foo 
centre  k  eft  fur  la  perpendiciilaîre  à  la  courbe 
Aa'B ,  au  point  B,  L'autre  moitié  fe  conftruit 
de  même. 

Il  eft  facile  de  voir  maintenant  que  la 
courbe  dont  il  s'agit ,  eft  une  ellipfe  dont  le 
demi-grand  axe  eft  B  T=iAl;  &  le  demi- 
petit  axe,  eft  AT=pq  =  DFi  en  effet  Ci 
par  le  point  *■  n'  &  par  le  point  n  on  mené 
n'n  ;  cette  ligne  fera  parallèle  h  A  E  ;  èc 
puifque  les  points  m  &  m'  font  deux  points 
de  divifion  corrcfpondants,  on  aura  ,  om: 
Am'  :  :  op:  AI;  c'eft-à-dïre  ,  (  en  fuppofant 
que  nn'  rencontre  or  en  s  &  AT  tn  u)  sn: 
un'  :  :  or  ou  A  T:  TB ;  donc  les  ordonnées 
un'  de  la  courbe  A  n'B  font  aux  ordonnées 
Sn  du  quart  de  cercle,  toujours  dans  le  rap- 
port de  ^T'à  ATy  donc  cette  courbe  eft  une 
ellipfe  :  d'ailleurs  il  eft  facile  de  voir  que  BT 
&  ^7" font  les  demî-axes.  Or  comme  l'cl- 
lipfe    rencontre     perpendiculairement     fes 

Nous  fuppofôns  ici,  pour  faciliter  la  d é mon fl ration  , 
qu'on  a  placé  le  côté  oj>  fiit  le  prolongement  de  1^. 


J 
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axes ,  il  eft  vifible  que  pour  joindre  le  point 
'^  &  le  point  C  par  un  arc  qui  touche  la 


be  en  ^ ,  il  faut  que  le  centre  k  de  cet 
(bit  fur  îa  ligne  TB  prolongée, 

De  l'Hyperbole, 

3  I  8-  Confudérons  maintenant  la  courbe 
{Fig- 42)  qui  auroit,  en  chacun  de  fcs  points 
Mj  cette  propriété  ,  que  la  dliférence  M/ — 
MF  des  difl-dnces  M/Sx,  MF  a  deux  points 
fixesFfi.:/,  fut  toujours  la  même,  &  égale 
\  une  ligne  donnée  a. 

•  Nous  allons  chercher  ,  comme  nous  l'a- 
vons fait  par  l'ellipfe  ,  une  équation  qui  ex- 
,prin-.e  la  relation  entre  les  perpendiculaires 
'F  M  menées  fur  la  ligne  F/,  &  leurs  dif- 
tances  F  P  ou  A  F  2.  quelque  point  fixe  F 
ou  A ,  pris  arbitrairement  fur  la  lige  Ff, 
Je  prends  donc ,  pour  origine  des  abfciffcs , 
:  point  A  déterminé  en  prenant  depuis  le 
milieu  C  de  Ffj  la  ligne  C  A  ^=  ~  a  ,  &  je 
"ais  CB  =  CA.  Cela  pofé  ,  je  nomme  A  P , 
c  ;  P  Mj  '  ;  la  ligne  À  /'qui  eft  cenfée  con- 
Wè,  c  i  ÔLlaTigne  J7W,^i  alors  FP^AF^ 
^p^  c^-x*  \fP  =JA  -+-AP  ^fB  -4- 
'4B~^  AP='Ç'^ti'^xi&L  puifqu'on a MJ 
^ -iWF  =  a,onaurkiW,'^=a-+-iWf=a-t-^. 

■  •■  s:  le  point  /'  étolt  au-delà  de  F  par  rapp.irt  à  A^  FP  feroit 
!  -  c  ;  maiv  cela  ne  changecoît  rien  i  l'éi^uation  finale. 

Algèbre.  Ca 
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Les  triangles  rcdangles  FFM,fPMy 
donnent  W -k-  TM=  Tm\  &  /?'  + 
PÏW'=yM;c'eft-à-dire,C(;  —  2cx-^xx-h 
^y='^&'i  ce  -+-  2ac-i-aa-i-  acx  ■+-  aûx-H 
XX  -^  yy  =  ûû  -4-2iî^+  ^^.  Retranchant 
la  première  de  ces  deux  équations ,  de  la  fé- 
conde ,  on  a  ,  en  effaçant  aa  qui  fe  trouvera 
de  part  &  d'autre ,  ^cx  -¥  2ac  H-  zax  ==  2a^, 
d'où  l'on  tire  ^=^-^^^—^ — —i  mettant  donc 
pour  ^ ,  cette  valeur  dans  la  première  équa- 
tion ,  nbus  aurons  ce  —  zex  •+■  xx  -hyy  = 

^ccxx  +  4a,-cx  ■+■  aacc  ■+-  i^acxx-^-  ^aiicx-i-iia*x 
j  OHl 

chaffaiit  le  dénjominateur,  tranfpofant ,  &  ré- 
duifant,  aayy  =  ^^aacx  -+-  ^acex  -¥■  ^aexx  + 
t^ccxx  y  ou  aayy  =  {-^ac  -+-  -icc)  {ax  -^xx)i 
d'où  l'on  tirej^  =  ^"'^ "'"'*'■''  {ax  ■+■  xx  ). 

319.  Cette  équation  peut  fervir  à  décrire 
la  courbe ,  par  des  points  trouvés  fucceflî- 
vement ,  en  donnant  à  x  plufieurs  valeurs. 

Ou  peut  encore  décrire  I?  courbe ,  par 
points  ,  en  prenant  arbitrairement  une  parde 
Br  plus  grande  que  BF,  Éc  décrivant  da 
poinc/comme  centre  ,  &  dir  rayon  Br,\ia 
arc  que  l'on  coupera  en  quelque  point  M 
par  un  autre  arc  décrit  du  point  F  comme 
Ventre,  &  du  rayon  ^r. 


J 


DE    Mathématiques;    '403 

•Enfin on  peut  décrire  cette  même  courbe, 
par  un  mouvement  continu ,  de  la  manière 
fuîyante» 

On  fixera  ay  point/,  une  règle  indéfinie 
vqui  puiffe  tourner  autour  de  ce  point.  Au 
point  F  &  à  l'un  des  points  Q  de  cette  règle, 
ton  attachera  les  extrémités  d'un  fil  FMQ , 
moins  lon^  que  fQ ,  &  dont  la  différence 
avec /Ç ,  foit  égdlthABi  alors  par  le  moyen 
d'une  pointe ,  qu  ftile  M,  on  appliquera  une 
partie  MQ  du  fil,  contre  la  règle  :  faifant 
mouvoir  *  le  ftile ,  de  M  vers  ^ ,  en  tenant 
toujours  le  fil  tendu ,  la  règle  s-abaiffera,  la 
'partie  F  M  diminuera ,  ^  le  ftile  M  décrira 
la  courbe  MA  dont  il  s'agit ,  &  qu'on  ap- 
pelle une  hyperbole.  En  effet ,  il  eft  évident 
que  la  totalité /Ç  ou/M-H  MQ  étant  tou- 
jours'de  même  grandeur,  &  FM  -H  MQ 
étant  aufli  toujours  de  même'grandeur ,  leur 
différence  fM^MQ—  FM^^  MQ ,  ou  /M 
'^FMy  fèra'auffi  toujours  de  même  grandeur, 

3  2. 0»  L.  équation  yj  =  — — —  (  ax  ^ 

i .  XX  )  donnant  y  =  ^  K     —^ — \ax  H-  xx)^ 

Ifidt  voir  que  pour  une  rtême  abfciffe  AP^ 
•ou  :x:,  on  a  toujours  deux  ordonnées  égales 
PMy  PM\  qui  tombent  de.  part  &  d'autre 
;   du  prolongement  de  ^  J5  ,  qu'on  appelle  le 

Ccij 
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premier  axe  :  a'mfi  la  courbe  a  une  (èconde 
branche  ^  M  parfaitement  égale  à  la  pre- 
mière ;  &  l'une  &  l'autre  s'étendent  à  rinïml, 
puifqu  il  eft  évident  que  plus,  on  augmentera 
X ,  plus  les  deux  valeurs  ± 


■  (ax^^  xx)  augmenteront. 


t 


321.  Si  dans  cette  même  quantité  on 
fait  a;  négatif ,  c'eft-à-dire ,  Ci  l'on  fuppofe 
que  le  point  P  tombe  au-defTus  de  jf^  elle 

deviendra  ±  J/^^—-^—  (  ■^^  —  «2  a-  )  ;  or 
XX  —  ax  ,  ou  X  [x  —  a)  étant  négatif  tant 
que  X  eft  plus  petit  que  c,  la  quantité  ±. 

ï/ 1 îl  {x X  —  ax)  eft  alors  imagi- 
naire ,  &  par  conféquent ,  y  n'a  aucune  valeur 
réelle  depuis  A  jufqu'à  B  ;  mais  fi-tôt  que  3: 
furpaffe  tz,  xx  —  ax  redevenant  pofitif,  les 
valeurs  de  y  redeviennent  réelles  i  il  part 
donc  du  point  B  une  nouvelle  portion  de 
courbe  m  B  m'  qui ,  comme  la  première ,  s'é- 
tend à  l'infini  de  chaque  côté  du  prolon- 
gement de  AB  ,  &  qui  eft  parfaitement  égale 
a  celle-là  ;  parce  que  Ci  l'on  prend  Bp  =  AP, 
alors  xx~raxo\x  ApxpÈ  devient  égala 
APx  PB;  donc  aufli  p  m  eft  égale  à  P  M. 
^2  2.  Si  dans  l'équation  j'j>'  =  '"^fj*'*if 
X  (ax-i-xx)  j  on  faitj'  ^^  o ,  on  trouvera  qu» 
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'^Xx  ou  X .  a-t-x  =  o  ;  qui  donne  x  =  o, 
:  X  -ha  =  o  oujc=  —  a;  donc  la  courbe 
incontre  l'axe  A  B  aux  deux  points  A  Si.  B. 

3  2  3 .  Si  l'on  fuppofe  AP  =iAF ^  c'eft-à- 
-ire  ,  X  =  c  j  pour  avoir  la  valeur  de  l'ordon- 
ëe  F  m"  qui  pafle  par  le  point  F  (qu'on 
.ppelle  \q  foyer  j  ainfi  que  le  point/)  on  aura 


1 


double  ordonnée  m"  m!" 
ligne  eft  ce  qu'on  appelle  \q  paramètre  de  l'hy- 
perbole :  ainfi  en  repréfentant  cette  ligne 
par/7 ,  on  aura/»  =  — — — —^  ;  &  par  confé- 
quent  —  =^ 'î^^^— ^ ,  fubftituant  dans  Téqua- 
tlon  de  la  courbe ,  on  la  changera  en  cette 
autre  plus  fimple  , yy  =—  [ax  ~\~xx). 

De  la  valeur  àtp,  on  peut  conclure' que 
î!s  paramètre  du.  premier  axe  de  l'hyperbole  ejl 
plus  que  le  quadruple  de  la  dljlance  du  fommet 
L  aujbyer  F,;  car  cette  valeur^  =  i^iilff 

fè  réduit  3/»=  4c -H  ^,    qui   eft  dvidem- 
lent  plus  grande  que  4  c, 
*  2  4*  Si  fur  le  milieu  Cde  AB ,  on  élevé 
Cciij 


I 


^oS  Cours 

une  perpendiculaire  /?/?',  dont  la  moîtî( 
CD  foit  moyenne  proportionnelle  entrée  & 
a~hc  f  c'eft-à-dire',  entre  AF  &  /A ,  cette 
perpendiculaire  eft  ce  qu'on  appelle  Ig.  fécond 
ûxe  de  l'hyperbole  i  ainfi  en  la  nommant  5, 
on  aura—  ^=c,a-^-c j  ou 'àè=  -^ac  h-  ^i^\ 
&  en  introduifant  cette  valeur  de  ^^  dans- 
l'équation^^  =  '^■^ — ^  {ax  H-  xx) ,  celle  d 
fe  changera  en^jy  =  —  (  ojc  -+-  arjc  ).  On  voit 
donc  que  ces  trois  équations  de  l'hyperbole, 
ne  différent  des  trois  équations  correTpon- 
dantes  de  rellipfe  ,  que  par  le  figne  du  quarré 
ce  &  du  quatre  x  x. 

Cette  même  dquatîon^^  ==  —  {ax'^xx\ 
nous  fournit  autTi  une  propriété  analogueà 
celle  que  nous  avons  remarquée  dansTellipTe: 
en  efiet ,  fi  l'on  chafle  le  dénominateur  aa  , 
on  aura  aa  yy  ^hh  {ax  -^  jcx),  qui  donne 
cette  proportion  ^yy  ;  ax  -H  xx  ■.■.bb'.aa^  ou' 
fit:  AV  y  PB::  DD':  ÂBou  :  :  CÔ':  ÂC; 
le  quarré  d'une  ordonnée  au  premier  axe  de 
l'hyperbole,  ejl  donc  au  produit  AP  x  BP  des 
deux  abfcijjes ,  comme  le  quarré  du  fécond  axe , 
efi  au  quarré  du  premier  ;  &  par  conféqucnc , 
les  quarrés  des  ordonnées  font  cntr'eux  comme 
ks  produits  des  abfcijjes  correfpondantes^      ~ 
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Lorfque  les  deux  axesaôci  font  égaux,  l'é- 
qùacion  eûyy=ax-^xx  qui  ne  diffère  de  celle 
du  cercle  que  par  le  figne  du'  quarré  xx.  L'hy- 
perbole s'appelle  alors  hyperbole  cquilawe. 

De  l'équation  p  =  "^^  -  -^^"^ ,  on  tire  ^ac  -+- 
^cc=i=ap ,  &  puifqu'on  a  auflTi  4ac-H4t:c=^^  , 
on  a  donc  ap  ==îbb  ,  qui  donne  a  :  b  ::  b  :  p  ; 
■donc  le  paramètre  du  premier  axe  eft  une  3"'* 
proportionnelle  à  ce  premier  axe  &  au  fécond. 

^  2  5 .  Si  du  point  D  au  point  A  on  tire 
la  droite  DAjIq  triangle-re£langle  DCA 

donnemDA  =  P^CD-hÂC= 

èi^x  aaj  OU  ,  en  mettant  pour  bb  fa  va- 
leur ^ac  -+•  ^CC  f   DA^  V7c -h  ac-^^aa  = 

C'\-\a  =  AF  ■+■  CA  =  CFidonc  pour  avoir 
les  foyers  quand  on  a  les  axes ,  il  faut  porter 
DA  de  C  en  f;  &  au  contraire  pour  avoir  le 
fecond  axe  quand  on  a  le  premier  &  les 
foyers,  il  faut  décrire  du  point  A  comme 
centre  &  du  rayon  CF,  un  arc  qui  coupe  la 
perpendiculaire  DD',  en  quelque  point  D. 

326.  On  voit  auffi  que  la  defcrïption  de 
l'hyperbole  dépend  de  deux  quantite's ,  fa- 
voir ,  le  grand  axe  &  le  petit  axe;  ou  le  grand 
axe  &  les.  foyers  ;  ou  le  grand  axe  Se  le  para- 
mètre. D'après  ce  que  nous  venons  de  dire  , 
»n  ramènera  toujours  aifément  la  defcription 
de  l'hyperbole  à  l'une  des  méthodes  que 
C  c  iv 
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nous  venons  d'indiquer.  Car  fi  l'on  domioi(| 
par  exemple ,  le  grand  axe  &  le  paramètre 
alors  prenant  une  moyenne  proportionnel' 
entre  ces  deux  lignes ,  on  auroic  le  fecoB| 
axe  qui  ferviroit  à  trouver  les  foyers. 

327.  Si  l'on  prend  fur  Mf,  la  partie 
MG  =  MFy  &  qu'ayant  tiré  FG  on  lui 
mené  du  point  M  la  perpendiculaire  MO  7", 
cette  ligne  fera  tangente  à  l'hyperbole,  c'efl- 
à-dire ,  ne  rencontrera  la  courbe  qu'au  feul 
point  M. 

En  effet ,  d'un  autre  point  quelconque  N 
pris  fur  77W",  menons  aux  deux  foyers  les  droi- 
tes A/&  NF,  &  au  point  G  la  droite A^'CjU 
efî  (évident ,  par  la  conftru'.^ion  ,  que  N  F  Se 
NG  feront  égales  ;  or  Ay'eft  plus  petit  que 
NG-+-  G/y  èc  par  confdqutnt ,  plus  petit 
que  NF  ■+■  GJ\  donc  Nf~  NF  eft  plus 
petit  que  Gf,  c'eft-à-dire ,  que  Mf —  MF; 
donc  le  point  iVeft  hors  de  f  hyperbole  :  on 
démontrera  la*  même  chofe  de  tout  point  de 
TM,  autre  que  le  point  M. 

Les  angles  FMO  &c  OMCfom  égaux j 
d'après  la  cpnftruaion  précédente;  or  OMG 
eft  égal  3  ion  oppofé  NMQ;  donc  FÂÏO 
eft  égal  à  NM  Q  ;  donc  la  ligne  MF^  qui 
va  au  foyer  F,  fait  avec  la  tangente ,  le  même 
angle  que  fait ,  avec  cette  même  tangente  , 
le  prolongement  MQ  de  la  ligne  /M  qui 
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,Va  à  l'autre  foyer.  Donc  fi  le  point  jPeft  un 
point  lumineux  ,  tous  les  rayons  qui ,  partis 
du  point  F,  tomberont  fur  la  concavité 
MjîM'j  fe  réfléchiront  comme  s'ils  partoîent 
du  point/ 

3  2  S,  Déterminons  maintenant  la  fou- 
tangente  P  T. 

Puifque  l'angle  FMf  eft  divifé  en  deux 
parties  égales  par  la  tangente  MT,  on  aura 
(Geom.  io4)/-M:  MF::fT:FT;  or  en 
nommant,  comme  ci-defTus,  MF,;^,  on  a 
/Af  =  i-ha:  d'ailleurs i^ou  S/-4-  AB-^' 
A  F  valant  û  H-  2c ,  la  ligne/Tou  Ff —  FT ^ 
vaudra  a -h  2c — F'T\qvi  aura  donc  ^-î- a:  ^.: 
ù.-\-2c — FT'.FT\  'donc  en  multipliant  les 
extrêmes  &  les  moyennes, oh  ?ura  7  x  F  T-t- 
ûx  F T  =^  a\-\- icT^^  —  7^y.  FT;  d'où  ,  après 
.les  opérations  ordinaires,  on  tire  F  T  =s 
*"■*-""         *""**''^;or  nous  avons  trouvé 


_(i.-- 


4CW  +  iii£  -+■ 


- ,  donc  2^-+- a  = 


itc 


•^."t.—  -,  fubftituant  ces  valeurs  dans 
celle  de  FT^  on  aura  FT=,     .... 

■      .        t  ex +  "■■-• 

(2C-+-  û)  X  


(ac-Hû)  X- 


- ,  ov  en  fupprîmant 
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le  facteur  Commun—^,  r  I  ^  — ïx"~C  à — • 
Ayant  ainfi  trouvé  FT,  il  eft  aifé  d'avoir  la 
foutangente  P  T;  car  P  T=^FT—  FP  = 
FT~  AF  -^  AP  =>  FT  ~  c  -^-x^ 


donc  PT=  'i^__£f  -  j'où  l'on  voit  que  l'ex- 
prefllon  de  la  foutangente  ,  pour  l'hyperbole , 
ne  diffère  que  par  les  fignes  ,  de  celle  qu'on 
a  eue  pour  l'ellïpfe. 

5  a 9.  Si  de  FTon  retranche  AP,  on  aura 
ATou  la  diftance  du  fommet  jufqu'à  l'endroit 
où  la  tangente  rencontre  l'axe.  Cette  diflance 
fera  donq  exprimée  par^^ — ^—  3c,  qui  fe 
réduit  à  ^7*=  T-^^^^. 

.     .ja-t-  X  ' 

330.  Cette  exprefïion  de  ^  T  nous 
donne  lieu  de  faire  quelques  remarques  fur 
la  courbure  de  l'hyperbole.  Nous  avons  vu 
ci-deffus  que  chacune  des  deux  branches 
A  M,  A  M'  s'étendoit  à  l'infini.  Cepen- 
dant leur  courbure  efl  telle  que  toutes  les 
tangentes  que  l'on  peut  mener  à  chacun  des 
points  de  cea  branches  infinies ,  ne  rencon- 
trent jamais  l'axe  que  dans  l'intervalle  com- 
pris entre  ^  &  C  En  effet ,  fi  dans  la  valeur 
de  A  Ton  fubflitue  pour  x  ,  toutes  les  quan- 
tités imaginables  depuis  o  jufqu'à  l'infini, la 
valeur  de  A  Tnz  croît  que  depuis  o  jufqu'à 


J 
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i  a  ;  car  quand  x  eft  infini ,  le  dénominateur 
Y  û  ^  PC  doit  effentiellement  être  regardé 
comme  la  même  chofe  que  x ,  puifque  fi  Ton 
confervoit  alors^Y  fl ,  ce  feroit  fuppofer  qu'il 
peut  augmenter  X ,  &  détruire,  par  confé- 
quent ,  la  fuppofition  qu'on  fait  que  x  eft  in- 
fini :  or  dans  ce  cas  la  quantité  ATï^  réduit  à 

^ — ;  c'eft-à-dire  ,  à  7  ^  ;  donc  là  tangente  à 

Textrémîté  infinie  de  chaque  branche  A  M 
&  A  M'y  paffe  par  le  centre  G.  Et  puifque 
les  branches  oppofées  Bm  &  Bm^  font  par- 
^  faitement  égales  à  celles-là  ,  &  que  les  points 
A  àc  B  font  également  éloignés  de  C,  il  s'en- 
fuît que  ces  mêmes  tangentes  font  auffi  tan- 
gentes aux  extrémités  infinies  des  branches 
Bni  &  Bm\  On  les  voit  {Fig.  43)  repréfentées 
par  les  lignes  CX  yCY.' 

331.  Ces  tangentes  s'appellent  ItsAjymp' 
totes  de  Thy  perbole  :  ce  font  -,  comme  .on  le 
voit ,  des  lignes  qui  partant  du  centre ,  s^ap- 
prochent  fans  cefle  de  Thyperbole ,  fans  pou- 
voir l'atteindre  qu'à  une  dift'ance  infinie. 

Si  par  le  fommet  A  (Fig.  42) ,  on  mené 
la  droite  At  parallèle  à  PM ^  les  triangles 
femblables    TA  t,    TPM  donnent   TP  : 

FM:  .TA  :  ^rjceft-à-dire,  ^-^T^  :y  :  : 

.  Jl  i  =5S   ■   ■  X  ; --*-  .  Ou  « 

iû-f-jc  ja-h:»       aX'-^xx        a-+-xr        ^ 


I 


en  mettant  pour  y  fa  valeur  ■^j/'oar-j-xar, 

j          \hVax->rxx  -      1     r  n   ■ 

At^- — -■ ,  qui,  lorlque  x  ell  in- 
fini, devient  7  h  ou  CT)  ,  parce  que  ax  doit 
être  fupprimé  vis-à-vis  àz  x  x  ^  ^  a  vis-à- 
vis  de  X.  Voici  donc  comment  on  détermi- 
nera les  afymptotes.  On  élèvera  au  point  A 
{Fig.  43  )  une  perpendiculaire  AL  ^  nue  l'on 
prolongera  de  part  &  d'autre  du  point  A 
d'une  quantité  égale  à  CD',  alors  tirant  par  le 
centre  C&  par  les  deux  extrémités  £  &Z'deux 
lignes  droites  ,  elles  feront  les  afymptotes. 

3  3--  four  avoir  l'expreiïion  de  C  T 
{Fig.  ^2  )  il  faut  de   CA   retrancher  ^i  T^ 

1  on  aura  C  T  =  7 1  —  -r —  ==  r —  °^ 
^ÏT  f  qui  donne  cette  proportion  CP  :  CA  :  : 
CA  :  CT, 

3  3  3*  Si  l'on  veut  avoir  l'expreffion  de 
TMj  le  triangle  re£langle  TFM  donne' 
TM^  PM^TT=  -.{ax-^xx)^ 

3  34-  Pour  avoir  l'expreffion  de  P I  on 
de  la  fous-normale  ,  les  triangles  TP  M, 
-^i'/{femblables  à  caufe  que  l'angle  TM.I 
eft  droit ,  &  que  P  i^  ell  une  perpendiculaire 
abaiiTée  de  l'angle  droit  ) ,'  donneront  T  " 
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3  5  5-  Cherchons  maintenant  l'équation 
par  rapport  au  fécond,  axe  D  D' i  &l  pour  cet 
effet,  menons  la  perpendiculaire  MP' Çut  ce 
fécond  axe,  &  nomma^nt MF' ,y i DP' î x' ; 
on  aura  CP'.=  PM=y  =i'h  ~x'j  P'M= 
CP  =.^a~\-x  =y'i  &  par  conféquent  x  =y' 
•-—\  a  ;  fubftituant  donc  pour  x  Gcy ,  ces  va^ 
leurs  ,  dans  i'dquation^^  =:  ^  {ax  -4-  xx)  ou 
aayy  =  bb  {ax  +  xx) ,  on  aura ,  après  les  ré- 
dudions  faites  ,jy^'=  j^{\hb  —  bx'-^  x'xf)i 
d'où  l'on  voit  qu'il  n'en  eft  pas  de  l'hyper- 
bole comme  de  l'ellîpfe  ;  rt^quation  à  l'égard 
du  fécond  axe ,  n'eft  pas  femblable  à  celle 
qu'on  a  à  l'égard  du  premier. 

3  3^*  Enfin  fi  l'on  veut  l'ëquatton  par 
rapport  à  l'axe  AB  ^qw  prenant  les  abfcifleà 
depuis  le  centre  C;  on  nommera  CP ,  ^  i  & 
l'on  aur^  7^  =  CA  ■:^AP=:^a-\-x;  &  par 
conféquent  ,*  x  =  7  —  ^  a  :  fubflituant  dans 

I  équation^  =  ~  {ax-+-xx) ,  on  aurà^  =— 
i^^  —  ^  aa)  pour  l'équation  par  rapport  au  pre- 
mier axe ,  les  abfcilïes  étant  prifes  du  centre. 
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Ec  à  l'égard  du  2'iaxe  DD\  Ci  l'on  nomme 
CP',  ri ,  on  aura  ^'-=  CD  —  DP'=  ^  b  —x';  : 
&  par  conféquent  j:'  =  7  3  —  :^,-  fubiiîtuanc 
dans  Véquztiony'y  =  j^{~l>b  —  èV-t-  x'x') 
que  nous  avons  trouvée  (nî)  po"f  Is  feconJ 
axe,  on  3imay'y'  =  j'^{^T^'i-jbl>). 

5  3  7- Si  l'on  veut  rapporter  au  centre  C, 
les  expremons  de  P  7*,  C  T ,  P I  Sa  TMy 
trouve'es  cî-deiTus ,  il  ny  a  qu'à  fubftituer, 
dans  ces  expteffîons,  ^ —  7  a  au  Heu  de  x , 
&  l'on  trouvera  Pr=^I^^^,  CT^i^, 

Et  Cl  l'on  prolonge  iVlT"  jufqu'à  ce  qu'elle 
rencontre  le  fécond  axe  en  'P ,  les  triangles 
femblables  TPM,  TCV  donneront  TP: 
FM:  :  CTi  CT,  oulX^i^:jK::  '— :  CP= 
-—■■--;  mais  77  —  V  Jû  =  -TT^  ;  doncCi  =^ 
ii-*=  ^  =  ^  ;  donc  CJ":  CO  :  :  CD  :  Cr. 

33  8'  Sr  par  le  centre  C  de  l'hyperbole 
(f(£r.  4î  )  01^  mené  une  droite  quelconque 
ili  CiH- terminée  de  part  &  d'autre  à  l'hy- 
perbole ,  cette  droite  s'appelle  un  diamètre. 
Toute  droite  m  O  menthe  d'un  point  m  de  la. 
courbe ,  parallèlement  à  la  tangente  en  M-S' 
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terminée  au  diamètre  MM-  prolongé  ,  s'ap- 
pelle une  ordonnée  à  ce  diamètre.  MO  Ôt  OM' 
en  font  les  ahjcijjes.  Nous  allons  démontrer 
que  les  propriétés  des  ordonnées  n  O ,  à 
l'égard  des  diamètres  terminés  à  la  courbe  , 
font  les  mêmes  que  celles  des  ordonnées  MP 
à  l'égard  du  premier  axe. 

Menons  des  points  m  Oc  O  ,  les  perpendi- 
culaires mp  &  OQ  fur  l'axe  AÈ  ;  &:  du  point  m 
menons  m6"parallele  à  A  F  ;  nommons  PM^y  ; 
CP,iiQp,g;CQ,ki  nous  aurons  AP  =  CP 
^CAé=^l~ia;BP=CP-^BC=7~^\a; 
Ap^Cp  —  CA  =  CQ  —  Qp~-'CA=k—g 
i — ^a;  Bp=^  Cp-i-BC=k  —  ^-f-i-a.     • 

Les  triangles  femblables  CPM^CQO, 
donnent  CP:  PM::  CQ:  ÇO,,c'eIl-à-dire  , 
^■.y  ::  k:  Q  0  =  —.  Les  triangles  femblables 
TPM.mSO,  donnent  F'r:PiW::m5ou 
QP.SO.,  c  eft-à-dire ,.(337)  ^-^^^  -y-'-g' 
SO  =  -^^,  doncm>  =  SÔ=^QO-~ 

SO  =— —r-  ';  or  puifque  le  point  m 

•appartient  à  l'hyperbole  ,  il  faut  (  324.  )  que 
fm:PM::Ap  x  p  B  :  AP  x  P  B  ictU-A- 
■'aire  (^—.-nZ.y:yy::(^k-g—ia)K 
(^— ^+ia)  :  (i^— i<3)  (î-t-ia),  OU  ^  — 


C    0    U    R    « 

: y y  :  : kk  — 


^  —  ^aa:  ^:i  —  7  aa  ;  donc  j  en  nïuinphant  ] 
les  extrêmes  ôc  les  moyens,  &  faifant  atten- 
tion aux  quantités  qui  fe  trouvent  multi- 
pliées &  divifées  ,  en  même  -  temps  ,  par 
^  —  -j  ça ,  &  à  celles  qui  le  feront  aufli  par  {, 
on  ^^ri~{ll~-^aa}—2gkyJ~^^^l^^=^ 
kkyy  —  agkyy  ~\rggyy  —  \  ^°yy  >  o" ,  en  dé- 
veloppant le  terme -^  (:^^ — h^^)i  &fup- 
primant  kkyy  &  —  ^gkyy  que  l'on  aura  alors 
dans  chaque  membre,  divifant  de  plus  par;^ 

,   a^kk  ffffï?  ' 

en  aura  —  ^ "*"  -^~-  =  fi"  ff  —  -  aa\ 

équation  qui  va  nous  fervir  a  de'montrer  la 
propriété  dont  il  s'agit.  Mais  auparavant 
nous  ferons  obferver  que  fi  de  part  ou  d'au- 
tre du  centre  C,  on  prend  fur  l'axe  A  B  ia 
partie  CR  qui  foit  moyenne  proportionnelle 
entre  BP&cAP  ,  c'eft-à-dire  ,  telle  que  C^' 
^  J P  X  P B  =  ii~  ^  aa ;  ècCï  ayant  éleré 
la  perpendiculaire  Rivi  terminée  en  A'',  par 
la  ligne  NN'  menée  par  le  centre  C"  parallè- 
lement à  TM,  on  fait  CN  -  CA^',  alors  AW 
eft  ce  qu'on  appelle  un  diamètre  conjuguera 
diamètre  MM';  &  l'on  appelle  paramètre  du 
diamètre  MM',  une  troifieme  proportionnelle 

Revenons 


b. 
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Revenons  maintenant  à  notre  objet  ;nom- 

I  mons  CM,  |  a';  CiV  ou  CN' ,  \  b' -,  CO ,  ■(  ;  Si. 

Om  ,y.  Les  triangles  femblables  CPM,  CQOf 

^donnent  CM:  Ci'::  CO  :  CQi  ceft-à-dïre, 

a':i^:::(:  k;  donc  A:  ==  7-^- 

Les  triangles  ntSO  bu  CN'R  ,  femblables 

Pît  caufe  des  cotés  parallèles ,  donnent  CA': 

CR::  mO:mS,  ou\b':  CR  :  -.y':  g  ;  donc 

CKxy'      -  ,.,  CR'yy'y' 

l'S=-ç^^>  &  P=if  conlequent  gg  =  ~j~-, 
ou  (puifqii'on  a  fait    Ci?  =  ^^  —  :î^<3a) 


_yyfî_r- 


Subftituons  pour  gg  Sx.  kk  ^  les  valeurs  que 
Inous  venons  de  trouver,  fubftituons  -  les  , 

KdiB-ïe  ,  dans  1  équation  —  ■ y-  ^^-p-  = 

I         1    '  ,      ■  j  J^  "■'"" 

[:gg—--ja^3  trouvée  ci-delTus,  &  nous  au- 

[^^,-7  —  "T-l'^tr — i'î^j  011  (^n  réduifant  &  di- 
'vifant  enfuite  par  ^  £i  a  ) -~^,  =  — -—7 — i^ 
jWi.,  après  les  opérations  ordinaires  _yy  = 
(  ^^  —  ^  a'a'  )  équation  femblable  à  celle 
W oh  a  eue  pour  le  premier  axe. 

3  3  9*  Si  l'on  faitj''=o  ,  on  trouve  ^Y — 
■  -*  a'a'=  o  ,  qui  donne  ^'  =^  ±  r  t^'  ;  i^  courbe 
!  rencontre  donc  la  ligne  MM'  en  deux  pointe 
Algèbre.  Dd 
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oppofés  Af  &  M',  éloignés  du  centre  ,  cha- 
cun de  la  quantité 7  a',  ou  C  M\  aïnfi  tous  les 
diamètres  fent  coupés  en  deux  parties  égales 
au  centre*. 

3^0.  Uéquation  y  y  =  ^'  (:çY  —  t  ^''0 
donnant  y  =  ±-^  ^l' ^  —  i  ^a'  ;  c'e(l-à- 
dire,deux  valeurs  égales  &  de  figne  con- 
traire ,  pour  y  ,  fait  voir  que  fi  l'on  prolonge 
m  O ,  de  manière  que  O  m'  ^  O  m  le  point 
m'  appartiendra  à  la  courbe  ;  chaque  diamè- 
tre M  Ai'  coupe  donc  en  deux  parties  égales 
les  parallèles  a  la  tangente  qui  paffe  par  (on 
origine  Jlf. 

3  4  !•  La  même  équation  donne  a'a'yy= 
h' b'  {:(■:( —  \  û'n') ,  d'où  l'on  ùxç.yy  :  :(^— 
\d_d  :  '.VV_  :  a' a',  ou  mO:  MO  xO  M':: 
NN'  :  MM'  i  c'eft-à-dire  ,  ie  quarré  d'une 
ordonnée  quelconque  mO  â  un  diamètre  ter- 
miné à  la  courbe  ,  eji  au  produit  M  O  x  O  M' 
de  fes  deux  abfciffes  ,  comme  le  quarré  du 
diamètre  conjugué  ^  ejl  au  quarré  de  ce  premier 
diamètre. 

342.  Si  du  centre  Con  abaifle  fur  T M 
la  perpendiculaire  CFy  les  triangles  (ènibla- 
bles  CFT,  TPM,  donneront  TM-.PM:  : 
Cr:Ci^,&parconféquent  CF=^~^ 
Les    triangles   femblables    CRhi'y    T. 
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onneront  P  T  :  TM:  -.CR-.CN'ou  CN; 


Dnc   CN  =  '^-^-■,  donc  CFxCN= 
MxCTxTJ/xCR         PMxCT  X  CR 

TMr.J-r =  ^~?J37  '  "''  ^" 

^  ^Di     ^ATî       i'^'xC'fxCR 

juarratit ,  CF  x  CiV'= =z.- î  or  on  a 

^^— ^^^;  fubftituant  ces  valeurs,  on  a  , 
[près  les  réductions  faites  ,' Cfx  CiV  = 
'pj  aahh ,  ou  Ci^x  CiV=i:-j  c^;  or  fi  ronpro- 
jionge  MT  jufqu'à  rafymptote ,  en  /,  Ml 
fera  égal  à  CN ^  comme  nous  le  verrons  ci- 
deffous  j  &  CIMN  fera  par  conféquent  un 

Karallélogramme  dont  la  furface  fera  =  Cf  x 
il  =  CF  X  CiV  ;  donc  quelque  part  oià  foit 
e  point  M,  le  parallélogramme  C/MiV fera 
toujours  égal  en  furface  au  reâangle  des  deux 
demi-axes  ,  c'eft-à-dïre  yZ{  ay.{b  on^ab. 

343.  Les  triangles  femblables  TPM &c 
CRN'  donnent  TP  :  PM  ::  CR:  RN';  donc 

ths 

en  fubftituant  les  valeurs  algébriques  &  ré- 
duifant;  or  les  triangles  rectangles  CPM&l 

Ci2iV' donnent  CAi=^CP'-f-M,  &  CN'  ou 
Ddij 


L 


1 
i 
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CN^  cr'-^  rn'\  donc  cm'—  cn'^cF 

-^  JM~  CR—RN'\  fubftituant  dans  le  fé- 
cond membre  ,  au  lieu  des  lignes  qui  y  en-  | 
trent ,  leurs  valeurs  algébriques  trouvées  ci- 
defius ,  on  aura,  après  les  réduftions  faites, 
CM  —  CN=  ~aa  —  \bb\  c'eft-à-dire ,  que 
la  différence  des  quarrés  de  deux  demi-diamems 
conjugués  quelconques  f  ejî  toujours  la  même  ^ 
&  égale  à  la  différence  des  quarrés  des  deux  i 
demi"  axes,  1 

Il  fuit  de-Ià  que  dans  l'hyperbole  équila- 
tere  ,  chaque  diamètre  eft  égal  à  fon  conju- 
gué ;  car  fi  a  =  i ,  on  a  CM —  CN  =  o ,  & 
par  conféquent ,  C  M^=CN. 

344.  Si  dans  CN'=BR'-+-'W'\  on 
fubîlitue  pour  CR  ônRN'  leurs  valeurs  algé- 
briques ,  on  aura  CN=^  ^ —  ^aa-h  — ^  or 
nous  avong trouvé ,  cî-defTus  (  357)  TM  ^ 
(tlU^^^^iaaY^^i^iàonc  TM  ^ 
^^—^ — X  C  Ni  mais  les  triangles  femblaUw 
MP  T  &c  MF'  T  donnent ,  en  quarrant , 
P_f:  TM'::P'M:  Tm\  ou  iîill^' : 
^^'-('il-'.--),  rM;  donc    tM    * 

^^^-^i   donc    TMxVMrf^TÏÏ,  oM 


ï. 
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TMx  T'M=  C Ni  mais  fi  l'on  nomme />' 
le  paramètre  du  diamètre  MM\  on  aura 
\CMi2CN:_2CN:p',  &pareonféquent, 
\p'->^CM=^'CN\  ou  CW'-.^ip'xCM; 
donc  TMy  T  M  =\p'xCMj  d'où  l'on 
^xtCM:TM::TM:^p'. 

54  5-  De-là  on  peut  conclure  l'a  méthode 
:f«îvante  pour  avoir  les  axes  de  l'hyperbole  ; 
&  par  conféquent  pour  décrire  cette  courbe  , 
lorfqu'on  ne  connoît  que  deux  diamètres 
conjugués  ,  &  l'angle  qu'ils  font  entr'eux. 
Gn  prendra  fur  MC(Fig.  ^^)  une  ligne 
M  H  =  y  ^',  &  fur  le  milieu  /  de  CH  on  élè- 
vera une  perpendiculaire  /  A' ,  qui  coupera 
en  quelque  point  K  la  ligne  M  T' menée  par 
le  point  M  parallèlement  au  conjugué  NN', 
De  ce  point  K  ,  comme  centre  &  d'un  rayon 
"égal  à  la  diftancc  de  X  à  C,  on  décrira  un 
cercle  qui  rencontrera  MT'  zux  deux  points 
r&  T''»  par  lefquels  &  par  le  centre  C  tirant 
TC  &  CV y  ce  feront  les  dîredîons  des  axes  ; 
car  il  eft  clair ,  i°,  que  Tangle  TCTTera  droit, 
puifque  la  circonférence  pafTe  par  le  point  C, 
&  qu  elle  a  TV  pour  diamètre  ;  2°  ,  par  la 
nature  du  cercle,  ona((î/om.  127)  CM: 
rTM:  :  T'M:  M  H;  donc  puifqu'on  a  fait 
MH-=ip',onRCM:  T  M-.-.T'M:  \p'. 

Ayant  ainfi  déterminé  les  direûions.des 
Ddiij 
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axes ,  on  en  déterminera  la  grandeur  en  abaîl 
fane  du  point  Mies  perpendiculaires  MP 
JWP',  &  prenant  CÀ  moyenne  proporàon- 
nelleentreCi^&CT*,  fie  CD' moyenne  pro- 
portionnelle entre  CP'  &  C  Pj  c'eft  une  fuite 
des  exprelTions  que  nous  avons  crouvéei 
(337)  pour  CTôcCr. 

Quand  les  deux  diamètres  conjugués  que 
l'on  connoît  font  égaux  ,  alors  le  paramètre 
leur  eft  égal  aufTi ,  ce  qui  rend  M H=:MC. 
Les  deux  points  de  feclion  i76c  C  fe  confon-  y 
dant  alors ,  MC  eft  une  tangente  au  cercle-;  | 
ainfi  ,  il  faut  tout  fimplement,  pour  avoir  le  1 
centre  K ,  élever  fur  CM  une  perpendicu-  I 
laire  au  point  C.  l 

De  l'Hyperbole  entre  fes  afymptotes. 

3  4  6-  L'hyperbole  confidérée,  par  rap- 
port à  fes  afymptotes  ,  a  quelques  propriétés 
dont  la  connoifîance  peut  être  utile  ;  nous 
allons  les  expofer.  Il  faut  fe  rappeller  ici 
comment  on  détermine  les  afymptotes  ; 
voyez  (î3i). 

Nous  allons  rapporter  chaque  point  £  de 
l'hyperbole  (  Fig.  4^  ) ,  aux  deux  afymptotes 
CLO  f  CL'd  ,  en  menant  la  ligne  E  Q  paral- 
lèle à  Tune  d'entr'elles  ;  &  nous  chercherons 
la  relation  qu'ont  entr'elles  les  lignes  £  Q 
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Pour  trouver  cette  relation,  nous  mène- 
rons par  le  point  quelconque  E ,  la  ligne 
OEo  parallèle  au  fécond  axe  D  D' ,  &  la 
ligne  ES  parallèle  à  CLO  ;  par  le  fommet  A 
nous  tirerons  A  G  parallèle  à  C  L'o.  Et  nous 
nommerons  CA,  {a ;  CD  om  AL  ou  AL' ^ 
ib;  CP,  ^;  PE,y^AG,m;  GL,  m 
CQ,tiQE,u. 

Les  triangles  femblables  C P  O,  CA  L , 
nous  donnent  CA  jAL::  CP  :  PO  ^ou^a:  ^m 

i  h ,  ou  a:  b  :  :i:  P  O  ==  P  0  =^;  donc  EO  '■ 

^=—  —  y  j  &£û  =  —  H-^  ;  par  confisquent 
EOy:.EO=—^ — yy  =  ^bb  (  en  mettant 
pourj^  fa  valeur —.(  ■^:^— -J  C  û  )  &  ré- 
duifant) ,  c'cft-à-dire  ,  que  EO  x.Eo  =  CD 
=  A  L  ,  propriété  qui  appartient  à  tout 
point  de  l'hyperbole ,  puifque  le  point  E  a 
été"  pris  arbitrairement. 

347.  Les  triangles  QEO,  ESo,  & 
AG  L  femblables  entr'eux  ,  donnent  A  L  : 
AG  :  :  EO  :  EQ  ,  &:  A  L:  G  L  :  :  Eo:  ES: 
donc  multipliant  ces  deux  proportions  par 
ordre  (afin  d'y  introduire  EOxEoj  dont  on 
a  la  valeur  )  on  aura  Yl.':  A  Gx  G  L::  EO 
xEoiEQy-ES,  c'eft-à-dire  ,jbb:mn:: 
^bb  :  iitj  donc  ut  =  m  n  ;  équation  à  l'hy- 
perboïe  entre  fes  afymptotes.  Ainfi  en  quel- 
Ddiv 
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que  point  E  que  ce  foît  de  l'hyperbole ,  on  a  1 
toujours  EQ  X  ESf  ou  plutôt  EQ  x  CQ=  ' 
AGxGL. 

Or  n  l'on  fuppdfe  que  le  point  E  tombe 
en  ^ ,  CQ  devient  CG ,  &  QÈ  devient  A  G  ; 
on  a  donc  CG  x  AG  =  AG  x  GL  ;  donc  CG 
=  G L.  Mais  le  point  G  fe  trouvant,  par-là, 
être  le  milieu  de  CL  ,  on  doit  avoir  CG  = 
A  G  =  (jZ;  car  le  cercle  décrit  fur  CL 
comme  diamètre  (  6c  qui  auroit  par  confô- 
quent  ^CG  pour  rayon  )  paflèroit  par  le  point 
A ,  à  caufc  de  l'angle  droit  ^  ;  on  a  donc 
m  =  n  ,  àc  par  conféquent  u  [  :=  m^  ^^  C  G. 
Ce  quatre  confiant  m*  ou  CGjauquelIe 
produit  ut  ou  CQ  x  Q E  eH  toujours  t^gal, 
s'appelle  Izpuijfance  de  l'hyperbole. 

348-  Ôe  la  propriété  que  nous  venons 
de  démontrer  ,  on  peut  déduire  cette  autre  : 
De  quelque  point  E  ^ue  ce  fait  l'hyperbole  , 
fi  l'on  lire ,  de  quelque  manière  que  ce  fait ,  me 
droite  R  E  r  terminée  aux  afymptotes ,  les  par- 
tics  RE,  m  r ,  interceptées  entre  la  courbe  & 
les  a  fymptotes ,  feront  égales. 

Car  fi   par  le  point  m    on  mené  h  m  H 
parallèle  à  O  E  0 ,   les   triangles    femblables 
JiEO,di  RniHâountntER:  Rm::EO: 
|i  Hm;   ?i  les   triangles   femblables  rhm  Sx. 

1  -  ro  E  i  donnent  E  r:m  r:  :  E  0  :  nthy  multi- 

I  }  liant  ces  deux  proportions  par  ordre,  on 

à J 
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aura  E  Rx  E  r  :  R  m  x  m  r  :  :  E  O  x  Ko:  H  m 
X  mh\  or  les  deux  produits  £0x  Eo  &  Hm 
>i  mh  font  égaux  chacun  à.  C  D  (  ?47  )  » 
donc  ERxtr=Rmxmrj  ou  E  R  x 
{Em  •^  mr)  =  {ER-\-  Em)x  mr\  faifant 
les  multiplications  indiquées  ,  &  fupprimant, 
de  part  &  d'autre i  E  Rxirtr^  on  aura  E R  x 
£  TU  =  E  mx  mr  ;  donc  ER  =  nir. 

349-  Delà  on  conclura  que  "toute  tan- 
gente Tt  à  l'hyperbole  ,  terminée  aux  afymp 
totes  ,  eft  divifée  en  deux  parties  égales  au 
point  de  contact  M. 

3  5°*  ^^  )  pr  le  point  M,  on  tire  IM 
parallèle  à  £)D';èi[.  fi  ,  par  un  point  quel- 
conque Ej  on  tire  iî  £  r  parallèle  à  la  tan- 
gente Tr,  les  triangles  (ëmblables  7M/ & 
JiEO  donneront  TM:  MI  :  :  R  E  :  EO  ; 
&  les  triangles  femblables  Mi  tj  Eor  don- 
neront Mrou  T M:  M  i  :  :  E  r::  Eo;  mul- 
tipliant ces  deux  proportions  par  ordre  ,  on 

aura  H^î  :  MIx  Mi::  REx  Er-.EOx  Eo; 
or  les  deux  produits  M 1  x  M  i  Se  E  O  v:  E  o 
font  chacun  égal  à  C  D  ;  donc  TM  =  i?  £ 
X  Er. 

3  J  I.  Sij  du  centre  C,  on  mené  le  dia- 
mètre CMV,  il  divifera  en  deux  parties 
égales  la  ligne  i?  r  parallèle  k  Tt  j  puifque 
i3-i9)  iï  P^Ç  P^i^  Is  milieu  iVTde  Ti;  nommant 
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donc  CM,  }a';  TM,^qi  CK,  ^;  l'or- 
donnée ^A  ,  y' ;  les  triangles  femblables 
CMT,  CVR  aonneront  C M:  MTzi  CV: 
VR  j  c'efl-à-dire  ,  \  a'  -.  \ q  y  o\x  a'  :  q  :  \  ■(•, 
riî=rr=0:;  donc  A£=^— •/,& 
Er  ^=  ^  -+-  j'';  donc  puifque  iî£  x  £/■= 
TM=\qq,  on  aura^^ — yy  :=^qq\ 
or  (338)  ^y  =  -T-,  (îY  — 7  û'û')  ;  donc ,  en 
fubftituant,  on  aVra^'  — ^-h  ^b'b' 
'=~qqjOu{qq  —  b'b')  ^  =  T  (??  —  *'*% 
ou  (  y  J  —  i'^'  )  ^,  —  i  (  îî  —  ^'^)  =  o ,  ou 
(<l^  —  ^'3')  (  ^  —  -i-  )  r=  o  ;  &  divifant  par 
V-j  —  i  J  on  aura  qq  —  b'b'  =s  o  ,  qui  donne 
g^b' y  ou  ~q=  ~b'y  c eft-à-dire ,  MT  = 
CNf  CN  étant  le  demi- diamètre  conjugué  de 
CM;  c'eft  ce  que  nous  avons  promis  (342 i 
de  démontrer.  On  a  donc  {Fig.  4.3)  MI^CN. 

3  5"  2.  On  a  donc  aulTi  pour  toute  droite 
iî  £  r  parallèle  au  conjugué  CN{Fig.'i^) 
KExEr  =  CN! 

3  53*  ^'^  '^^^^  donc  que,  connoiflaoc 
deux  deini-dîametres  conjugués  CM,  CN^ 
(Fig.-iô)  &  l'angle  qu'ils  font  eiitr'eux,îl 
eft  très-facile  de  décrire  l'hyperbole  par  des 
points  trouvés  fucceffivement.  En  effet  ce  qui 
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a  ëtë  dit  (  3  49  &  3  j  1  )  fait  voir  qu'en  menant 
par  l'origine  M  du  demî-diametre  CM\z  li- 
gne TMt  parallèle  kC  N,  &c  prenant  de  part 
&  d'autre  du  point  Mies  parties  M  7",  71/ £ 
égales  chacune  à  CN ^  fi  par  le  centre  C  oa 
tire  les  lignes  C  T  &c  Cr,  elles  feront  les 
afymptotes.  Et  ce  qui  a  été  démontré  C  348  ) 
fait  voir  que  fi  par  le  point  M,  on  tire  arbi- 
trairement tant  de  droites  P MQ  ^  P  MQ 
qu'on  voudra ,  ôc  qu'on  fafie  fijr  chacune 
PO=MQj  les  points  O  trouvés  de  cette 
manière ,  appartiendront  tous  à  l'hyperbole 
cherchée.  On  peut  enfijîte  faire  fervir  chaque 
point  O  ,  à  en  trouver  d'autres  tels  que  N,f^, 
&c.  en  tirant  les  droites  KOS,  RO  S ,  &c. 
&  faifant  SF^RO. 

3  54-  Oii  voit  auffi  par-là  comment ,' 
entre  deux  lignes  données  pour  afymptotes , 
on  peut  décrire  une  hyperbole  qui  pafle  par 
un  point  donné  entre  ces  lignes. 

3  5  5  *  Enfin  en  divifant  1  angle  des  afymp- 
totes fie  fon  fiipplément,  chacun  en  deux  par- 
ties égales ,  on  aura  les  direÛions  des  deux 
axes,  donton  déterminera  la  grandeur  comme 
il  a  été  dit  (  54^  )  ;  ce  qui  donne  un  fécond 
moyen  de  réfoudre  la  queftion  dont  il  s'agif- 
foit  au  même  endroit. 
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De  la  Parabole, 


1 


3  56*  II  s'agit  maintenant  de  trouver  lei 
propriét<fs  de  la  courbe  dont  chaque  peine 
(èroitaulïi  éloigné  d'un  point  (ixeF(fig.  47), 
que  d'une  droite  XZ  dont  la  pofitîon  eft 
connue,  c'eft-à-dire,  d'une  courbe  telle  que, 
pour  chaque  point  M,  abailTant  la  perpendi- 
culaire MH^  on  aurok  toujours  MF  =-  MH. 

Du  point  F  menons  F  V  perpendiculaire 
fur  X.Z  ,  &  partageons  F K  en  deux  parties 
égales  en  ^  ,  ^  fera  un  point  de  la  courbe, 
puifque  A  V=  A  Fi  ce  point  eft  Itfonimet* 

Pour  trouver  les  propriétés  de  cette  courbe 
qu'on  appelle  une paraJ;ole ,  nous  allons  cher- 
cher une  équation  qui  exprime  la  relation 
entre  les  perpendiculaires  MP  abaiffées  fur 
F/^,  Ôc  leurs  diftances  A  P  au  point  A.  Nouî 
nommerons  donc  AVouAtyCiAPiXi 
P  M,  y  \  alors  nous  aurons  VP  =  A  ^-f- 
AP  =  c~^x^  MH\  &  puifque  MF=  MU, 
nous  aurons  aufïï  MF=^c~^x:  d'ailleurs 
FP  =AP — AF=x—  c\  or  le  triangle- 
reaangle  F  F  M  donrie  FF'h- PM'=  JMS 
donc  XX  —  2cx~\~  ce  -\^yy  =  cc-^2.cx-y-xx, 
donc  tranfpofant ,  &  réduifant  ^yy  =  4  «  » 
c'eft-là  l'équation  de  la  courbe  ,  &  voici  cftn 
qu'elle  nous  apprend. 
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1**.  Ceue  équatioii  donne  y=  +  ï/"^7^; 
donc  ,  pour  une  même  valeur  de  w  ou  ^  P, 
on  a  deux  valeurs  égales  dsy  ou  P  AI;  mais 
comme  l'une  eft  poficive,  &  l'autre  néga- 
tive, elles  tombent  de  côtés  oppofés  de  la 
ligne  indéfinie  A  P  1  qu'on  appelle  l'axe  , 
c'eft'à-dire,  qu'elles  font  PM  6c  P  M' :  h 
courbe  a  donc  deux  branches  AM,  A  M' 
parfaitement  égales  &  qui  s'étendent  à  l'in- 
fini ,  puifqu'il  eft  clair  que  plus  x  augmen- 
tera, plus  i^^Tx  t  &  par  conféquent_y  ,  au- 
gmentera. 

2"^.  Si  l'on  fait  x  négatif,  on  aura  y  =■+ 
j/" —  4fx,  c'eft-à-dire  ,  imaginaire;  la  courbe 
ne  s'étend  donc  point  au-delTus  du  point -^. 

a".  Si  l'on  fait  x  ^  c  pour  avoir  l'ordonnée 
qui  paffe  par  le  point  F  qu'on  appelle  lejbyer, 
on  a  y  =  +  l/^77  =  ±  2c ,  c'eft-à-dïre ,  que 
F  m"  =  a  c  ,■  donc  m"  m"'=  ^c.  Cette  ligne 
jn"m"'qui  paffe  par  le  foyer ,  eft  ce  qu'on  ap- 

Îelle  \tparametre  de  l'axe  de  la  parabole.  Ainfi 
e  pammetre  de  l'axe  de  la  parabole ,  ejl  qua~ 
druple  de  la  difiance  A  F  dafommet  aujhyer. 

4°.  Donc  fi  l'on  nomme  p  ce  paramètre , 
on  aura  ^c^p ^  &  l'équation  de  la  parabole 
deviendra  par  conféquent^y  =/7  3c. 

3  J7*  Ayaiit  l'équation  d'une  parabole, 
il  eft  aifé  de  décrire  cette  courbe  par  des 
points  trouvés  fucceffivement ,  en  donnant 
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fucceflivement  à  x  plulieurs  valeurs ,  &  ca! 
culant  les  valeurs  correfpondantes  de^, 

55  g.  On  peut  encore  la  décrire  par 
points  ,  de  cette  autre  manière  :  ayant  choifi 
le  point  A  que  Ton  veut  prendre  pour  fom- 
met,  &  la  ligne  indéfinie  T  FI  qui  doit  être 
la  direction  de  l'axe  ;  on  prendra  les  parties 
AVfAF  égales  chacune  à  \p  ,  le  point  F 
fera  le  foyer  ;  alors  on  élèvera  fur  chaque 
point  de  l'axe  des  perpendiculaires  indéfinies 
MM',  &  traçant  du  point  i^ comme  centre, 
&  de  la  diftance  Vr  comme  rayon,  deux 

fietits  arcs  qui  coupent  chaque  perpendicu- 
aire  en  deux  points  M  &  M',  ces  points  fe- 
ront à  la  parabole  i  puifque  f  M  f  qu'on  ûic, 
par-là  égal  à  Ki*  fera  égal  àMH,  en  i 
gînant  la  droite  /^i/ perpendiculaire  à  1' 
Cette  droite  X  VH  s'appelle  la  direàrice. 

3  5"  5^.  Enfin  on  peut  décrire  la  paraboîîr*' 
pat  un  mouvement  continu  en  employant  • 
une  équerre  VHf:  on  attache  fur  un  point 
quelconque  f  d'une  des  branches  de  cette 
équcrre ,  l'extrémité  d'un  fil  de  longueur 
égale  A/H;  &  ayant  attaché  l'autre  extré- 
mité au  point  F,  on  applique  par  ie  moyen 
d'un  ftile  M,  une  partie  du  fil  contre  /H, 
&  tenant  toujours  le  fil  tendu ,  on  fait  gliflèr 
l'autre  côté  de  l'équerre  ,  le  long  de  Z  X; 
le  ftile  M  dans  ce  mouvement ,  trace  la  para- 
bole MA. 


m 
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360.  L'équation  J'y  ^=px ,  nous  apprend 
que  pour  chaque  point  M ,  le  quarré  de  l'or- 
donnée M.P  eji  égal  au  produit  ds  fabfcijfc 
correfpondante  par  le  paramètre. 

On  voit  dans  cette  même  équation ,  que 
ïes  quarrés  y  y  des  ordonnées  ,'  font  entr'eux 
comme  les  ahfcijfes  x  ,  c'eft-à-dîre  ,  que  FM: 
'jjni::AP:Jp;  car  PM'=pxJP  &/  m '= 
Ap  ;  donc  P M  :  pm: -.p  x  A P  :  p  x 
Ap  ::  AP  :  Ap  ,  en  divifant  par  p. 

L'équation  à  l'eUipfe  trouvée,  (285),  eft 
yy  =  ^^^^^''{ax-xx]y  fi  l'on  y  fuppofe  que  le 
grand  axe  a  eft  infini ,  alors  x  x  doit  être  fup- 
primé  comme  incapable  de  diminuer  jj:;  il  en 
eft  de  même  de^  c  c  à  l'égard  de  4  d  i:  ;  l'équa- 
■non  le  réduit  donc  a  y  y  =  — ; —  =^-î —  ^ 
c'eft-à-dire  ,yy  =  4c  jc ,  qui  eft  l'équation  à 
la  parabole  ;  la  parabole  nejl  donc  qu'une 
ellipfe  dont  le  grand  axe  eft  infini. 

361.  Si  après  avoir  joint  les  points  F6c 
H  par  la  ligne  FH ,  on  mené  du  point  M , 
Jiir  cette  ligne ,  la  perpendiculaire  MO  T; 
cette  dernière  fera  tangente  à  la  parabole , 
c'eft-à-dire  j  ne  la  rencontrera  qu'au  feul 
point  M. 

En  effet ,  d'un  autre  point  quelconque  N 
de  cette  ligne  j  menons  NF^  JVH;  &  la 
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ligne  iVZ  perpendiculaire  fur  XZ  ;  fi  qui 
que  autre  point  tel  que  N  de  cette  ligne 
pouvoit  appartenir  à  la  parabole ,  il  fau- 
droit  que  N  F  =  N Z  ;  or  yVZ  eft  plus  petit 
que  NHj  qui,  en  vertu  de  la  conftrudion 
eft  égal  \NF. 

^61.  L'angle  FMO,  étant,  par  cette 
conftrutSion  ,  égal  à  O  MH ,  lequel  eft  égal 
à  fon  oppofé /"mV,  il  s'enfuit  que  FMO  eft 
égal  a  fM Ni  donc  les  rayons  de  lumière 
partis  du  point  F  &  tombant  fur  la  concavité 
M' A  M  fe  réfléchifTent  tous  parallèlement 
à  l'axe  ;  ôc  réciproquement  les  rayons  qui 
arrivent  parallèlement  à  l'axe,  vont  tousfe 
rafiembler  au  foyer  F. 

3  6  5.  La  ligne Miîétantparallele  à  TP, 
les  triangles //MO,  TOf' font  femblables, 
&  déplus  égaux,  puifque  HO  eft  égal  à  OF; 
donc  FT  =  MB  r^  P r=  x^c\  par  confé- 
quent,  PT=FT-^FP=X'^c+-x^c:=2X\ 
donc  la  foutan^ente  V  T  de.  hi  paraboU  efi 
double  de  l'abfcijfs  A  P. 

3  64-  Si  du  point  M,  on  mené  la  per- 
pendiculaire Ml  fur  la  tangente  T M,  léî 
triangles  femblables  TP  M  ,  P  AI  I  donne- 
ront TP:PM:  :  PM:  PI,  c'eft-à-dire,  2*: 
y::y.PI=—  ,ou(à  caufe  que  y'  =px) , 
P 1 1=^—  =  ^p.  La  fous -normale  de  la  para- 


tï  E  M  A  T  H  ï  M  A  t  I  Q  tj  E  s;  ^J  $ 
vole  ,  ejî  donc  la  même  pour  chaque  point  ^  & 
égale  à  la  moitié  du  paramètre. 

365.  On  emploie  la  parabole  pour  tra- 
V:er  le  maure- couple  des  vaifTeaux  auxquels 
m  veut  donner  beaucoup  de  façons.  On  dé"- 
:rit  un  xQSizw^e.  A  B  C D  [Fig.^^Z)  dont  la 
ongueur  AB  eft  celle  du  Bau ,  &  la  hauteuf 
eft  le  creux  du  navire  :  de  parc  &  d'autre  du 
ïnilieu  E  de  DC ,  on  prend  EG ,  EH  égales 
chacune  au  demi-plat  de  la  varangue  ,  Ôc 
ayant  mené  G  M  ^  H L  perpendiculaires  à 
•V  C  &c  égales  chacune  à  i'acculemerit ,  on 
décrit  deux  paraboles  égales  AM^  BL  qui 
^BÏent  leurs  fommets  en  ^  &  en  £,  pourax» 
qomniun  la  ligne  AB ,  6c  dont  la  première 
paffe  par  M  &  la  féconde  par  L. 

Pour  pouvoir  tracer  ces  paraboles,  il  faut 
connoitre  leur  paramètre  ;  or  Ci  l'on  prolongé 
^Mjufqu'à  ce  quelle  rencontre  AB  en  P, 
filors  MF  fera  une  ordonnée ,  6c  AP  l'abrcilTe 
correfpondante  ;  mais  l'équation  y  y  =p  x  , 
fiiifant  voir  que  l'ordonnée  eft  moyenne  pro- 
portionnelle entre  l'abfciffe  ôc  le  paramètre, 
nous  indique  que  pour  trouver  le  paramètre  , 
on  peut  tirer  A  M  àL  2.  fon  extrémité  M  , 
élever  une  perpendiculaire  MK  qui  rencon- 
liera  ^  JS  au  point  K  ,  6c  déterminera  K  P 
jjour  ce  paramètre  ;  car  à  caufe  de  l'anglô 
âroic  AMKj  la  perpendiculaire  F  M  e.&. 
Algkbre..  Ee 
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moyenne  proportionnelle  entre  AP  (x.PKi 
Ayant  déterminé  ainfi  le  paramètre,  il  fera 
facile  d'avoir ■  tant  de  points  de. la  parabole 
que  l'on  voudra   par   la   méthode  donnée 

(3r8). 

Lorfque  ces  paraboles  font  tracées ,  on 
achevé  le  plat  de  la  varangue,  en  employant 
deux  arcs  de  cercle  donc  l'un  MO  tourne  fa 
convexité  en  bas  ,  &  l'autre  OS  la.  tourne  en 
haut;  mais  il  faut,  non-feulement,  que  les 
deux  arcs  MO  &  06"  fe  touchent;  (  ce  qui 
efl:  aifé  d'après  ce  qui  a  été  dit  en  Géométrie 
49  )  ;  il  faut  encore  que  MO  touche  la  par*-  i 
bole  en  Mi  c'eft  ce  qui  aura  lieu  fi  le.  centre  ' 
de  l'arc  MO  efl:  en  quelque  point  R  de  h 
perpendiculaire  Ml  à  la  parabole  ;  or  nous 
venons  de  voir  (  î'?^')  que  pour  déterminer 
cette  perpendiculaire,  il  failoit  prendre  la  fous- 
normale  PI  égale  à  la  moitié  du  paramètre  ;  il 
n'y  aura  donc  qu'à  tirer  du  point  ikf,  au  milieu 
/de  P  K  la  ligne  Ml,  &  prendre  le  centre 
de  l'arc  M  O  fur  cette  droite  MI,  On  prend 
ordinairement  ce  centre  de  manière  que  le 
point  O  où  l'arc  MO  rencontre  la  ligne  MS 
tirées  au  bord  S  de  la  quille ,  foit  le  milieu  de 
AISi  c'efl:  pourquoi  ayant  pris  MF&c  FO 
(^'gales  chacune  au  quart -de  m5,  on  élèvera 
du  point  i^ fur  MSh  perpendiculaire  FR  qui 
déterminera  le  centre  R  de  l'arc  MO  j  puis 


DE  Math  É  MAT  I  QUE  s;  45c 
par  le  point  ^  &  le  point  O ,  on  tirera  RO, 
que  l'on  prolongera  de  la  quantité  O  T  égale 
i  ROj  &  le  point  7"  fera  le  centre  de  l'arc 
OS  ;  en  forte  que  les  deux  arcs  NO  &  OS  fe 
toucheront  en  O,  6c  le  premier  touchera 
la  parabole  en  M.  L'autre  moitié  s'kchçvc 
de  même. 

^3  66.  Toute  ligne  MX  (  %.  ^9  )  tirée 
3'un  point  M  de  la  parabole ,  parallèlement  à 
l'axe  ^.Q  ,  s'appelle  un  diamètre  ^i,  chaque 
•diamètre  3.  ^on  paramètre ,  qui  eft  en  général 
•le  quadruple  de  la  diftance  MF  de  l'origine 
de  ce  diamètre,  au  foyer.  Toute  droite.  mO 
nenée  d'un  point  m  de  la  parabole,. parallè- 
lement à  la  tangente  TM  qui  pafTe  par  l'orî- 
glne  ou  le  fomraet  :V/  de  ce  diamètre ,  ^ap- 
jelle  une  ordonnée  à  ce  diamètre..  Nous  ai- 
ons  voir  que  les  ordonnées  à  un  dittriletre 
quelconque ,  ont  la  même  propriété  qHe.  ies 
prdomiées  à  l'axe. 

Menons  l'ordonnée  MP  à  Taxe  ,■  &  des 
points  m  Ôc  O  ,  menons^lui  les  parallèles,  wzp, 
OQî  enfin  du  point  m,  menons  mS  parallèle  à 
.Taxe.  Nommons  AP,  Xy  P M,  y;  Qp,  g; 
AQi  k'  Nous  aurons  Ap  =  A  — g.  Les 
triangles  femblabies  TPM^  mSO^  donnent 
TP:PM:'.mS:SO',  c'eft-à-dire  ,  :ix: 
■.g:SO=^^;donc.pm=QS=QO-^ 
Eeij 
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^O  =  ?M  —  SO  =y  —  f]^  i  or  puîfque  Ifi 
point  m  appartient  à  la  parabole  ,  il  faut 
(5(îo)  que  j)m\  FM:  :  Jp  :  AP  ;  c'eft-i- 
■dire ,  (7  —  fQ  :  J'>'  :  :  A  —  ^  :  «  ,  ou  _yy-. 

^-  ^^^  :  ry  •■  ;  k—Ê  :  x;  donc,  en  mul- 
tipiiant  les  extrêmes  &  Its  moyens  ,  on  a 
s^y  ^gyy  ^  «Â^  ^  kyy  —  ^y ,  qui  fe  xi- 
duit  (  en  divifant  par  sy ,  &  fupprimant  les 
termes  qui  font  les  mêmes  de  part  &  d'aur 
tre)  à  *-f-*^'  =  A  ou^^=A  — *. 

Nommons  maintenant  l'abfcifle  M  O  j  a^i 
■&  l'ordonnée  m  O  ,  y'.  Nous  aurons  MO  sa 
TQ=AQ—AP  =k-x  idonca'^i 
A— Jc;  &par  conféquent  -^  ^^x/,  ou  ffçsa 
4**';  mais  le  triangle  reâangle  m  50 ,  donne 
mS'-^  SO'=mO'  ;  c'eft-à-dire  ,^^  +  ^1 
r=yy\  Mettant  donc  pour  g  g  (a  valeur 
4JC3:',  &  pour^y  fa  valeur  px,  on  aura  ,  après 
les  réductions  faites, 4.  -'  x' ~i-px'=:y'y' ,  ou 
(  ^x-hp)  x*  =yy'.  Mais  fi  on  appelle^'  le 
paramètre  du  diamètre  MX,  on  aura  c'a 
4?M  =  4Jc-f-4t;^4*-+-;7;  donc  enfin 
j>'x'  =^y'y'.  L'ëquation  à  l'égard  d'un  dia- 
mètre quelconque,  eft  donc  la  même  qu'à 
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^^    [  de    l'axe.  Le  quarré  de  l'ordonné  mO 

un  diamètre  quelconque  MX ,  ejl  donc  égal 
lu  produit  de  fabfciffe  par  le  paramètre  de  es. 
diamètre  i  &  les  quarre's  des  ordonnées  à  un  dia- 
netre  quelconque  de  la  parabole  font  ent/eux 
■omme  les  abjcijfes  carre/pondantes. 

3  67-  Il  f"it,  de  tout  ce  qui  précède,  que 

;  Ton  veut  décrire  une  parabole  qui  ait  une 
]gne  indéfinie  MX  pour  diamètre,  une  li- 
;ne  donnée;?'  pour  paramètre  de  ce  diamè- 
tre ,  &  dont  les  ordonnées  faflent  une  angle 
lonné  avec  ce  même  diamètre  ;  on  tirera 
l'origine  M  une  ligne  NMT^  faifant  avec 

fX  l'angle  NMX  égal  à  l'angle  donné. 
Par  le  même  point  M,  on  mènera  MF  fai- 
fant de  l'autre  part  avec  MTl'angle  i^M î" 
égal  à  NMX;  &  ayant  fait  MF=-^p', 
le  point  f  feraie  foyer  delà  parabole (552  & 
366)  ;  tirant  donc  par  le  point  Fiz  ligne  indé- 
finie TFQ  parallèle  à  MX,  &  qui  rencontre 
TM  en  T,  ce  fera  la  direÊlion  de  l'axe ,  dont 
on  déterminera  le  fommet  /4  en  abaiffanc  la 
perpendiculaire  MP  y  &  partageant  PTexi 
peux  parties  égales  en  ^  (  :?  5?  ).  Alors  ayant 
îe  foyer  &  le  fommet ,  il  fera  facile  de  dé- 
icrlre  la  parabole  (  3J8  &  5J9;. 

368-  Les  trois    courbes  que  nous  ve- 
nons de  confidérer  fucceffivement ,  ont  été 
^QiDméç.%JeâiQns  coniques ,  parce  qu'on  lesf 
Eeiij 
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obtient  en  coupant  un  cône  par  un  plan. 
Par  exemple,  on  a  rellipfe  j^MmB[^\g, 
50  )  fi  l'on  jcoupe  le  cône  CHIpar  un  plan 
AM/rifâc  manière  que  ce  plan  rencontre 
les  deux  côtés  CH ,  C/en  deçà  du  fommstC: 
il  faut  feulement  en  excepter  le  cas  où  ce 
plan  feroit  avec  le  côté  CI  le  même  angle 
que  fait  l'autre  côté  CH  avec  ia  bafe  i  dans 
ce  cas  la  feûion  eft  un  cercle.  i 

Si  au  contraire  le  plan  coupant  ne  ren-' 
contre  l'un  des  côtés  CH  qu'autant  que  ce- 
lui-ci fera  prolongé,  on  aura  l'hyparbola 
^Mm  (Fig.  yi). 

Enfin  on  a  la  parabole,  fi  îe  plan  coupant 
efï  parallèle  à  lun  CH  des  côtés  du  cône 
(Fig.  J2)  :  en  voici  la  démonftration. 

Concevons  le  cône  CHI  {Fie,  yo  &  yi) 
coupé  par  un  plan  qui  pafie  par  Ta  droite  qui 
joindroit  le  fommet  C,  &  le  centre  du  cercle 
qui  fert  de  bafe;  c'eft-à-dire,  par  un  plan 
qui  pafle  par  Taxe  du  cône  :  la  feOion  fera 
un  triangle.  Coupons  maintenant  le  cône  par 
trois  plans  A  Mm^MFGy  Hmï  perpendi- 
culaires à  ce  triangle,  fit  dont  les  deux  der- 
niers foient  parallèles  à  la  bafe  du  cône.  Les 
deuxTeflions  fMG,  Hml  feront  des  cercles 
(Geom.  199)  f  qui  rencontreront  la  fe£lion 
.A Mm  en  M  &  en  ;;:.  Les  interférions 
FGj  HI  des  plans  de  ces  cercles,  avec  le 
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triangle  par  l'axe,  feront  les  diamètres  de 
ces  mêmes  cercles.  Les  interfediohs  PM^ 
de  ces  cercles,  avec  le  plan  A  M  m 
ïeront  (  Géom.  188  )  perpendiculaires  au 
plan  du  triangle  par  l'axe ,  5c  feront  en  même 
temps  ordonnées  de  ces  cercle»,  &  de  la 
■fê6lion  A  M  m. 

Cela  pofé ,  les  triangles  femblables^PG, 
'jipi  donnent  AP  :  Ap:  :  PG  :  pi,  & 
les  triangles  femblables  B  FP  ,  B  Hp  don- 
nent PB  :p  B  :  :  F  P  :  Hp  ;  multipliant  ces 
deux  proportions  par  ordre,  on  a  ^  P  x  P  B  : 
ApxpÉ::FPxPG:HpxpIi  or  par  la 
rature  du  cercle  FPxPG  =  PM\s<:  HPx 
pj  =  pm;  donc  A  P  x  P  B  :  Ap  ixpB  :: 
PM:pm\  donc  les  quarrés  des  ordonnées 
de  la  feflion  A  Mm  font  entr'eux  comme 
les  produits  des  abfcifles  ;  or  ces  abfcifTes 
tombent  de  différents  côtés  de  l'ordonnée 
(i^[g.  jo),  &  d'un  même  côté  {Fig.  5"i)i 
donc  A  Mm  {Fig.  fo)  eft  une  ellipfe,  & 
(  Fig.  j  I  )  une  hyperbole. 

Quant  à  la  figure  y 2,  en  fuppofant  les 
mêmes  chofes  que  ci-deffus  ,  on  a  ,  par  la 
nature  du  cercle  ;  PM'=  FP  x  PG, 
j?m=^Hpy.p  I ,  ou  (à  caufe  des  parallèles 
Pp,  FHj  ôcPP^Hp  qui  donnent  FP  =  Hp} 
E  e  iv 
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JZ'=^  F  P  ^pJ;  doncPM  :  pm  ::  fPitl 
FG:FPiCpI::PG:pï::APiAp,'^ 
caufe  des  triangles femblables  AP  G,  Apl\ 
donc  les  quarrés  des  ordonnées  font  entra 
eux  comme  les  abfcifies;  donc  la  courbe  eft 
une  parabole. 

Réjîexlons  fur  Us  Equations  aux  SeçUons  coniqueu  ' 

5*9.  Il  (tiit  de  ce  que  nous  avons  démontré  (jop)  que  fî  dam  U 
reilipfe ,  on  nomme  .f ,  l'abrcilTe  COlFig.  îg)  pritè  depuis  je  I 
cenire  liir  le  diamètre  vM'J/'jy  l'ordonnée  mO  parallèle  au  dia-  ï 

mètre  cgi^'uguéCJV,  onaura)'jfa=  —  (^na  —  xx)  pour  l'c' 

quacion  à  ce  diamètre ,  quelque  angle  que  faiTent  d'ailleurs  cy 
deux  diamètres  conjugués.  Et  lî,  parle  point  m,  on  mené  m  0' 
jjarallele  îlMM'  ,  &  qui  fera  alors  une  ordonnée  au  diamètre 
JV^'i  alors  aoramaniCO',  x' -^  Se  mO' , y' ;  on  auca. y  ^ x' & 

3;3=v':&  l'équation  deviendra  «'«•=  —  Cî<ïa — y'y']^  ^'"^ 
l'on  tireyj'  ^"Àlti^*  — x'x').  C'eft-à-dire ,  qu'en  prenant 
les  a&(ciflès  du  centre ,  l'éi^uation ,  par  rapport  à  quelque  dia- 
mètre que  ce  IÔit,eII  toujours  de  même  forme,  tant  qu'iin 
preud  les  ordonnées  parallèles  au  diamètre  conjugué. 

Si  b  ell  égal  à  ii,  l'équation  devient  ^y^:q:if(i — xx ,  quenoiy 
avons  vu  (tSï)  appartenir  au  cercle.  Mais  ilfautljien  fsîreat- 
oncioii  que  c'ell  en  fîippaûnt  les  ordonnées  perpendiculaires 
itu  diamètre  ;  car  lorfqu'elles  font  toute  autre  angle  qu'un  angW 
droit ,  l'équation  yy  ^  \aa  — xx  appartient  à  felliplê  rappop- 
xée  aux  diamètres  conjugués  égaux. 

Pour  l'hyperbole,  fi  l'on  nomme  x  ,  l'abrciflê  C  0  {Tig.  4î) 
priff  depuis  le  centre  fur  le  diamètre  MM'  terminé  à  la  courbe, 
&y  l'ordonnée  mO  parallèle  au  diamètre  conjugué  NN\ûa 

aura  (îjS)  _yj)'=  —  X  {,xx — îafl)pourréqua(ionàcedia- 
mctw;  quel  que  (oit  d'ailleurs  l'angle  compris  entre  les  deirx 
diamètres  conjuguas.  lyiais  il  menant ,  par  le  point  M  ^\*  ligoa 
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'O'  parallèle  au  diamètre  CM,  on  nomme  y'  !a  îîgne 
'O',  qui  eft  alors  une  ordonnée  au  diameire  N  N';  &  fi  l'on 
imme  x'  l'abfclfle  C  O',  on  aura  x'  ^=y  ,  &y'  ^  a: ,  ce  qui 

changera  l'cquation  en  w'j*' =  —  (y'y'-~^aa\  qui   donne 

'[y  — Tî{*'^'"*~i^*)  j  ^'°ù  l'on  voit  que  l'équauon  ,  pat 

rapport  au  diamètre  conjugué  A'JV',  n'eft  pas  femblable  à  celle 
"[ue  l'on  trouve  pourlle  diamètre  MAI'  terminé  à  la  courbe, 

A  l'égard  de  la  parabole  ,  nous  avons  vu  {^66)  qu'en  pre- 
nant les  ablcilTet  fur  un  diamètre  quelconque,  depuis  Tongine 
de  ce  diameire ,  &  prenant  les  ordonnées  parallèles  à  la  tan- 
gente au  fômmct  de  ce  diamètre  ,  l'équation  étoit  toujours 
^=^3!,  en  nommant _/  l'ordonnée,  jt  1  ablcifle  K  ^  le  para- 
mètre de  ce  diamètre. 

Enfin  à  l'égard  de  l'hyperbole  confidérée  ,  par  rapport  à  (es 
•(ymptotes ,  en  prenant  les  ablciffes  depuis  le  centre,  fur  une 
des  aïymptotes ,  &  les  ordonnées  parallèles  à  l'autre  afymptoie, 
rommant  les  premières ,  «  ;  les  fécondes ,  jy ,  &  uti  la  puifTance 
de  l'hyperbole ,  l'équation  de  l'iiyperbole  fous  ce  dernier  aipeft 
'tSkxy  =  aa. 

370.  Mais  il  faut  bien  remarquer  que,  pour  que  ces  équations 
|ê  rapportent  aux  lignes  auxquelles  nous  venons  de  les  rap- 
porter ,  il  eft  eliertief  que  l'une  des  indéterminées  ,  que  y,  par 
pexemple  ,  fè  compte  depuis  la  ligne  même  lùr  laquelle  les  x 
iônt  comptés ,  car  on  pourroit  avoir  une  équation  de  quel- 
.iqu'une  des  formes  que  nous  venons  de  parcourir.  Se  qui  CQ- 
nendant  ne  (e  rapporreroît  point  aux  diamètres  conjugués,  G 
cette  équation  eft  à  l'elliptë  ou  à  l'hyperbole  ;  ou  qui  lorfqu'elle 
Appartient  à  une  parabole  ,  n'exprimeroii  point  la  relation 
fenire  les  abfciffes  Si.  ce  que  nous  avons  appelle  julc|u'ici  les 
çrdoimAs;  par  exemple  ,  {  Fig- •;■;)  R  C JH',  C N  font  ievx 
demi-d  lame  très  conjugués  de  l'ellipft  ,  à  l'égard  delquels  on  ait 

■  l'équation  y^  ^  —  (|iia  — xx),  C  M' étant  ^  a-,C  N  f{  ^  i 

CÇ  ,x;Sc  QM,y  ;  Ci  par  le  centre  C  on  tire  une  droite  indé- 
finie F  C  E  <\a\  rencontre  les  ordonnées  Q  M  en  £  ;  fi  l'on 
nomme  les  lignes  r£  ,  j  ;  qu'erfin  par  un  point  5  pris  à  une 
diftance  connue  SC^m,  on  mené  2f  J-paraUele  à  gJl/ ,  & 
au'on  nomme  CF,  n;  alors  les  triangles  femblables  C£F, 

Ç  Ç  £  ,  donnent  m  j  n  :  ;  k  :  j ,  donc  x  =  — -  j 
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V  dans  l'cquatlan  ci-dcfTus ,  cite  deviendra 

bh/,            mmxw  ,       ,,  ,, 

yy^ [  \aa-^ —  Jou  aannyy^j^aafonn—bpmm^j, 

oa  {en  divifînt  le  (ëcond  membre  par  hbmm  Be  indiquant 
en  raême-wmps  la  multiplication  par  bl/mm)  aunnyy^ 

^^uaûon  de  même  forme ,  mais  que  l'on  auroic  tort ,  corame 
on  le  voit,  de  regarder  comme  appartenant  aux  diamètre* 
conjugués  ;  car  les  ablciflês  -^  étant  prïlës  fur  C  £  ,  les  ordon- 
réesyou  ^M(ë  comptent  du  [^ointOoù  la  ligne  £iW  parallèle 
i  CA-  rencontre  CM:  _       \ 

371.  On  voit  donc  en  général  ,  i^,  que  (î  l'on  a  une  équatîoB  ^ 
du  (ëcond  degréà  deux  indéterminée*  jf&y.&fîl'une  des  indé- 
terminées Ce  compte  depuis  laligne  fur  laquelle  l'autre  (è  compte, 
celte  équation  appartiendra  il  relHpfê  rapportée  à  (ê<  diamar 
ares  conjugué»,  ou  au  cercle  ,  (i  ne  renfermant  d'autres  puilTin- 
cesde  x&yque  lesquarrcs,  ces  deux  quarrés  (ë  trouvent  avec 
dilTérens  lîgnef  dans  dilférens  membres ,  &  fi  en  même-temps 
la  quantité  toute  connue  qui  le  trouve  dans  un  même  membre 
avec  le  quarré  qui  aura  le  ligne  —,  a  elle-mcme  le  figne  +; 

car  lî  l'on  avoit ,  par  exemple  yyy=.  —  (-inn-  xx)  ;  cK» 

équation    n'exprimeroit   aucune    ligne    poffible ,    pulfqu'elle 

donney  ==  ± ^/    ~{—\aa-xx), quantité abfurde (p8). 

571.  i".  Si  les  deux  quartés^y  Si  xx,  paffés  dans  diifften» 
membres,  ont  le  même  Jîgne,  &  s'il  n'y  a  d'autres  puiiTancesd» 
X  Se.  dey  que  ces  quarrés ,  l'équation  appartiendra  toujours  i  un» 
hyperbole,  laquelle  lèra  rapportée  i  un  diamètre  terminé  i  11 
courbe  ou  à  Ton  conjugué  (èlon  que  le  terme  tout  cornu ,  aura  le 
même  ligne  que  les  quarrés  aïK&jy,  ou  des  fignes  diffère ns. 

37}.}°.  Si  l'équation  ne  renferme  que  l'un  des  quarrés  &b'ï 

3ue  deux  termes  dont  le  tccond  foit  le  produit  de  l'autre  in- 
étermînée ,  par  une  quantité  connue  ,  elle  appartiendra  à  tiW 
parabole  rapportée  à  l'un  de  (es  diamètres  ,  fi  ces  deux  terme» 
placés  dans  diScrens  membres  ont  le  même  figne  ;  mais  i^l» 
ont  différens  figneî  ,  l'équation  n'exprime  aucune  ligne  poffible» 
171-  4'^.  Enfin  fi  l'équation  n'ayant  que  deux  termes,  l'as 
çQ  ]e  produit  des  deu^i  indéterminées  x  &y ,  &  l'aaire  ntt 
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quantité  toute  connue ,  elle  exprime  une  hyperbole  rapportée 
à  Ces  afymptotes. 

375»  Telles  (ont  les  équations  aux  lèftîons  coniques  rap-< 
portées  aux  différentes  lignes  auxquelles  nous  venons  de  les 
rapporter.  Nous  en  verrons  VuCzge  dans  peu  ;  mais  il  n'eft  pas 
inutile  de  dire  d'avance  que  toutes  les  fois  qu'on  aura  une  équa- 
tion à  deux  indéterminées  x  &y  qui  aura  les  conditions  que 
nous  venons  d'expo(èr,îl  fera  toujours  facile  de  conftruirela 
feâtïon  conique  à  laquelle  elle  appartiendra  >  &  cela  en  (è 
conduifànt  comme  dans  cet  exemple. 

•Suppofôns  qu'on  ait  l'équation  ncd —  qyyz=:gxx'^  je  l'é- 
crîrois  ainfî ,  qyy  s^ncd-^gxx;  divî(ànt  le  (êcond  membre 
par^,  &  indiquant  en  même-temps  la  multiplication  par ^, 

fyy=:g( xxjy&enûnyyziz^f xxj-,  ot 

(ôus  cette  forme  ,  Je  vois  (30P&371)  que  cette  équation  ap- 
partient à  une  ellip^  donc  le  rapport  des  quarrés  des  deux  dia- 
mètres conjugués  efi  ^ ,  &  dont  le  quarré  de  celui  de  ces  dîa^ 

mètres  lur  lequel  les  x  font  comptés  •  efl ^,  En  effet  corn* 

g      bh 

garant  cette    équation   à  Téquatîon  y  y    =   — {\da'Xx)i 

^   ,BB     e  ncd  F^ 

l'ai —  =  — ,&j^w  =  —  .  De  ces  deux  équations,  on  tire 

^^    q  J^ g  ; 

aml^^ncd      ^    ,        H/^Afticd 

Y^ ,  &  ^  =  1/^      ,  ce  qux  détermine 

ë  ? 

les  deux  diamètres  conjugués.  Quant  à  1  angle  que  font  ces  deux 
diamètres  conjugués ,  c  eft  celui  que  font  les  lignes  x  Scy  ^ 
angle  qui  efl  cenfé  connu  par  la  quefiion  qui  aura  conduit  à 
l'équation  ncd — qyyz=igxx»  Or  nous  avons  vu  (316)  com- 
ment ,  connoiffant  ces  trois  chofès ,  on  peut  décrire  l'elliplê. 
On  (è  conduira  de  même  pour  les  équations  aux  autres  (êc- 
fions ,  lor(qu'elles  fe  rapporteront  à  quelques-unes  de  celles 
que  nous  avons  expofëes  cî-deflus.  Nous  allons  voir  qu'en  gé- 
néral toute  équation  du  fécond  degré  à  deux  indéterminées  ^ 
exprime  toujours  une  (èéHon  conique,  ou  n'exprime  aucune 
ligne  podlble  '^  ;  &  cela  Ce  démontre  en  faifànt  voir  que  toute 

*  Il  faut  feulement  en  excepter  auquel  cas  même ,  elle  n'eft   pas 

le  cas  où  elle  feioit  le  produit^  de  réellement  du  fécond  dcgrë ,  mais 

4  :ux  faveurs  du  piemiet  degré ,  tels  ce  cas  ne  pouvant  nous  fervir ,  nous 

^ue  ^x^by^c  Udx^fy^^i  ne  nous  en  occuperons  point. 


4» 


t^ 


(^0  0  K    S 


^WïW 


i-denbi.  Nous  allons  en  doM 


«r  ici  _ 
e  queAîo: 


landre  plus  de  jour  fur  ruHige 

(ruâions  auxquelles  «lie  conduit, 

f'i^r  ICI  le*  réflexions  fuivantes. 

jJ7/«'S(tf  win'  queftion  qui  peut  éire  réfolue  par  l'Al- 

tr^^^foajaan  à  une  ou  plufieors  équations,  lovw 

— 1>*  •jjafjjWle'i'inées,  u  &  f  ,  peut  toujours  être  confr 

(^**^j^vtfnanr  d'une  queflionoù  ces  deux  indéœrmin«i 

*"'' ^S^Ànfoient  les  deux  inconnues.  Quelle  qu'ait  été 

*  *  jimS^"»  *""  P*"'  toujours  conlîdérer  l'équation  connoe 

^JJ^  Il  nature  d'une  courbe;  &  cela  efl  bien  ^cilel 

*^^f;  eat  fi  l'on  donne  arbitrairement  &  (iicceffivefneiil 

'^^  ies  deux  inconnues  ,  à  u ,  par  exemple  ,  plotieurs  va- 

Lrsi  *  1"'^  l'aide  de  l'équation  8c  des  règles  de  l'Algèbre, 

^  .-sicule  à  chaque  fois  la  valeur  de  ï  ,  il  efl  évident  que  ri(» 

jïflip^be  de  marquer  fur  une  ligne  indéfinie  A  R  (^  Fig.  j  î , 

j'4  *  î  ï  )  'es  valeurs  AP  ,  AF  ,  &c.  qu'on  a  données  à  u ,  ils 

flâner  par  les  points  P  ,  P ,  &c.  des  lignes  FM ,  PM ,  Se.  pi- 

ritleles  entr'elles  &  (ôus  un  angle  détermine,  8c  de  faire  cet 

jfmieres  égales  aux  valeurs  cotre  (bon  dan  tes  qu'on  a  trouïéw 

tpDur  (  :  la  fuite  des  points  M ,  A' ,  &c.  déterminés  de  ceua 
/naniere  formera  une  courbe  donc  la  nature  dépendra  du  rap- 
port des  lignes  v4  P  &  P  M ,  &  pLifque  ce  rapport  eft  exprimé 
par  l'équation  dont  ces  lignes  ontcté  déduiies,  cette  équjùoB 
exprime  donc  la  nature  de  cette  courbe. 
Cela  pofé ,  concevons  que  la  courbe  Coït  une  leflion  con> 
que  :  il  ell  clair  que,  comme  dans  la  queflion  quia  donné 
cette  équation ,  on  ïgnoroit ,  où  l'on  pouvoii  ignorer  totale- 
ment  fï  un  pareil  ul^ge  de  cette  équation  donneroit  une  fêAion 
conique, on  n'a  pas  cherché  i  dîrpofer  le)  lignes -rfP  &  pM 
de  manière  que  l'une  ayant  fa  direftion  (ïic  un  dtsmeif  e  ,  l'autie 
fût  parallèle  à  la  tangente  menée  par  le  (ômmet  de  ce  diamètre» 
ce  qui  eft  d'abord  nécetTaire  pour  que  l'équation  ait  l'une  des 
formes  cï-deflus.  On  voit  donc  par-là  comment  il  peut  Ce  faîrs 
qu'une  équation,  quoique  n'ayant  pas  l'une  de  ces  formes, 
appartienne  néanmoins  à  une  (êftion  conique. 
Î77.  Voyons  donc  maintenant  comment  on  peut  ramenât 
tt^ie  équation  du  lècond  degré ,  Sr  qui  renferme  deux  indéter- 
minées ,  à  avoir  l'une  des  formes  que  nous  avons  vues  appaf 
lenir  aux  feâions  coniques  rapportées  aux  lignes  ausiuellea 
Oous  les  avons  rapp^iten  H^f^ 
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"^7$.  La  méthode  que  nous  allons  eypofèr ,  fûppo(ê  qu'on 
^che  faire  difparoître  le  fécond  terme  dans  une  équation  èa 
^cond  degré  à  une  inconnue.  La  regk  pour  cette  opération 
«ft  (impie  :  il  faut  égaler  Tinconnue  augmentée  (  ou  diminuée 
fi  le  fécond  terme  aïe  figne  —  )  de  la  moitié  du  coefficient  ou 
xnultiplicateur  de  x  dans  le  (êcond  terme ,  à  une  nouvelle  încon- 
nue  ,  après  avoir  préalablement  dégagé  le  quarré  de  Tlnconnue. 

Par  exemple ,  pour  faire  difparoître  le  fécond  terme  de  i'c- 
quatien  4«*  -H  1 1:«  î=  9  ,  je  divifè  par  4  ,  &  j'ai  «*-H  35:  =  ^  ; 
îe  fais  5ff  -t-  i  ==  :j  ;  en  quarrant ,  j'ai  5ff*H-  3* -f-  f  =î^ ,  &:  pat 
conféquent  ,jc*H-3jc=^:j — f;  fubftituant  dans  l'équation  x^ 
-+-  3^  =  4 1  j'ai  XI  —  ^  =  I ,  ou  î:{  =  ^ ,  équation  qui  n*a  plus 
.  -de  fécond  terme. 

Si  j'avois  oà^  —  4  5?  =  7  >  je  ferois  55  —  2  =  ^  ;  quarranf , 
j'aurois  x^  —  4*-f-4  =  ^^,  ou  5:*  —  4*  =  ^^  —  4;  d'où^ 
en  fïjbftituant ,  il  vient  î  î  —  4  ==  7  >  ou  ^  :{  =  i  »  ,  équatioA 
iâns  fécond  terme. 

37P«  On  peut  même  ,  fî  on  le  veut,  égaler  Tinconnue  aug« 
mentée  de  la  moitié  du  coefficient  du  fécond  terme  ;  non  à  une 
inconnue  fimple ,  mais  à  une  inconnue  multipliée  ou  diviiee 
par  une  quantité  arbitraire  ;  &  cette  remarque  nous  férvira  dans 
•quelques  momens. 

Par  exemple,  dans  Téquatîon  »*—  4^=  7 ,  au  lieu  de  faî?e 
fimpkment  x  —  *  =  î  »  comme  ci-defïus ,  je  puis  faire  x  —  i 

s=:  —  r  ;  j*aurai ,  en  opérant  toujours  de  la  même  manière  ^ 

^  kk  r  kk 

**_4:ç-f-4=  — .  ^^ ,  &  par  conféquent  5?*— 4^?=       ^^  —  4; 

rm  j^j^  nn 

d'où  ,  en  fbbflituant ,  on  tire  —  ^^  -  4  =7  ,  &  par  conféquent 

hk  ^^ 
77=  lî  :  on  n'en  aura  pas  moins  la  même  valeur  pour  x^ 

quelque  valeur  qu'on  donne  à  ^  &  à  n  ;  en  effet ,  cette  équatica 

Mm  JT 

donne — ^=|/ii  ;&puifque^ — 2  =— î»  ona«-2  =  V^ir^ 
n  n 

précifement  comme  par  le  premier  procédé.  En  un  mot ,  cela 

ne  change  rien  à  ce  que  Ton  cherche;  mais  en  introduiiàntainfî 

une  quantité  arbitraire  ,  on  fé  ménage  les  moyens  de  remplie 

certaines  vues ,  auxquelles  on  ne  fàtisferoit  quelquefois  que  d'une 

«tanière  in4irede ,  qu  moins  iimple ,  co  s'y  prenant  aiy^rementi 


^ 


C  0  U  R  SJ 

Moyens  Je  ramener  aux  Serions  coniques  tûutt  1 
'Equation  du  fécond  degré  à  deux  indeiermi- 
nées ,  lorfqudk  exprime  une  chofe  pojféle, 

;8o.  Suppolôns  (]u'on  ait  l'équation  ^fc/H-cuf  +  fuu4> 
fdt  -+-  geii-t-/!d':=o  ,  qui  renferme  toutes  les  équations  du 
lècond  oegté  à  deux  indcietminées  u  Set ,  dont  aucun  lermc 
ne  manque.  Concevons  que  cette  équation  appartienne  à  une 
a^TbeMM  (Fig.-nSLSA.)  dont  y4  P  &  P  JW  font  Us  coor- 
données. Voici  comment  on  s'aiTurcra  que  cette  courbe  e& 
toujours  une  (èâîon  conique,  &  comment  on  détermî 
cette  fëâton. 

11  faut ,  lorfqu'îl  ne  manque  aucun  des  deux  quartés  t»  fi 
^alre  dilparoître  lîicce{Ilvement  le  lècond  terme  de  cette  équa- 
cion  par  rapporta  ^ ,  &  le  lècond  terme  par  rapport  à  u  ,  ce 
que  l'on  fera  de  la  manière  fuivante. 

Après  avoir  rsnfermé  entre  deux  crochets  tout  ce  quî  mul- 
tiplie la  première  puilTdnce  de  f  ,  je  dégage  1 1  ,&  j'aiff-f- 

(378)  ï+l/-+-^=y;  en  luarrant,  j'aurai  (r^-r^+^> 


H-i//+-: 


-yy,  &  pat  conféquent 


l'équation  (  A 


—  :  fifblHEuant   dana 


fie  iranfpofânc  cnlùîie  pour  laifTe 

A- 


^dd 


d 


ou  ,  en  multipliant  tout  par  ndil ,  Se  r.ifTenibknt  enfuite  les  ter- 
mes quî  (ont  multipliés  par  des  putlfances  lèmblables  de  u\ 
^ddyy=ffM^A,hd^~tn{->.cfd~<igcd)ii~^lcc  —  Ade)uu. 
^  Comme  les  qoanitésif ,  c,e,f,  Se.  repréfenteni  des  quan- 
lîtés  connues,  on  peut,  pour  abréger  le  calcul,  repré&ntei 
ffdd —  ^Aif'  par  une  feule  lettre  r  ;  repréfenter  de  n  * 
J-cfd—  ■iged,  pu  q  ;  Si  ce  ^^  ^dt ,  par  m,-   J'éq 
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Scvîendra  4  ààyy  =sr4-f«-f-/w«^,  ^,^,r  pouvant  être 
Ipofitives  ou  négatives. 

Fai(ôns  maintenant  difparoître  le  fécond  ternie  par  rapport 
a  «;  &  pour  cet  «Set  ,  commençons  par  dégager  uu^  ce  qui 
q  T         A  d  d 

îdonne  «*•+-  —  «  -+v-^  =  • y  y  •  •  •  (  B  )•  Mais  au  lieu 

ni  m    0      m 

de  faire  fisnplement  u  h ==  à  une  nouvelle  Indéterminée  x^ 

ièlon  la  règle   donnée  (  378  ),  je  le  fais  =  1 —  »(j7^); 

c*cll-à-dîre ,  égal  à  une  nouvelle  indéterminée  x  multîpllte 
par  la  moitié  du  coefficient  du  fécond  terme ,  &  divifce  par  une 
quantité  arbitraire  n  inconnue  pour  le  moment ,  mais  que  nous 
déterminerons  dans  peu  *. 

J'ai  donc  m  4-  —  =:  -? —  ;  quarrant ,  il  me  vient  «  k  -f-  ?- 

2/7t       2  mn  m, 

Subffituant  dans  l'équation  { ^  ) ,  j'ai  ■    ^^"^   — S^    ^ 

—  = yy^  équation  qui  appartient  à  reliipfè  ou  â  Thyper- 

tn  m 

bole ,  tant  qu'aucune  des  quantités  d^m^ç  ^  r^  Sec.  ii'efl  zéro; 

excepté  le  cas  où  nous  allons  voir  qu'elle  n'exprimeroit  aucune 

ligne  poflible» 

Examinons   maintenant  dans  quels  cas  la  courbe  efi  une 

cUipfè  ,  dans  quels  cas  une  hyperbole ,  Se  enfin  dans  quels  cas 

il  n'y  a  pas  de  courbe* 

Pour  cet  côèt,  dégageons  jiy  9  Se  nous  aurons  yy  =  -X2 — H. 
q  g  f  \6mnn  dd 

.»—  — — Tt  •+"  — 7-"t*  OU  •  en  divifânt  le  fécond  membre  par  le 
i6mdd       /^dd  "^ 

coëffideot  àtxx^Sa  indiquant  en  mcme-temps  la multlplica-^ 


tîon  par  ce  même  coefficient  ^yy^=^  —    ■—,•">  (  ^^  —  n  tz  -h 
^r..*«.«2y  i6mn7i  dd  \ 

-j  équation  dans  laquelle  les  quantités q^nScd étant 


^9 

*  Cette  quantité  n  eft  introduite 
^ur  pouvoir  ramener  direéletnenc 
l'équation  aux  diamètres  conjugués. 
Si  Ton  égaloit  fimplement  i  x ,  l'é- 


quation  finale  acquerroit  la  fbrrle 
de  réquation  â  rdlipfe  ou  a  Thy-    ' 
perbole ,  mais  elle  feroit  dans  lftc«5 
que  nous  avons  examiné  (370;»  - 


au  quatre ,  les  fignes  rre  peuvent  changer  ^ue  lor/que  ffl  ou  ?  ( 

au  lieu  d'être  polidrs  ,  feront  négatifs  ;  mais  le  changement  du 
ligne  de  r  n'en  apportant  aucun  à  ceux  des  quartés  ^y  &  xx, 
la  courbe  ne  clianpe  point  par  le  thangement  du  (ïgne  de  A. 
A  l'égard  de  m ,  î'ii  eft  négatif,  l'équaiion  efl  alcrs  y  y  =i 

fignes  en  haut  &  en  bas  )  yy=—l±—.y.  (n  n  -t-  2-^ 

—a;»;).  On  voit  donc  (  371  &  î7i  )  que  tant  que  m  (èra  pofi- 
tif,  la  courbe  fera  une  hyperbole;  &  qu'au  contraire,  elle  fera 
une  ellipre  ,  quand  m  fera  négatif;  or  la  quantité  m  3  repcé- 
(ênté  cî-dellijs  c^-  —  4.  i/^  ;  &  dans  cette  dernière ,  la  quanuté  C 
éaot  au  quarré  ,  i"  c  eft  toujours  pofiiif ,  donc  m  ou  ce  —  ^  de 
ne  peut  devenir  négatif  qu'autant  que  4  de  lîirpaflëra  ce  ,  3c 
cela ,  foà  que  dSi  e  lôîent  tous  deux  poiîtifs  ,  foii  qu'ils  (ôieni 
jous  deux  négatifs. 

581.  Donc  fi  l'on  veuija  voir  dans  qucb  cas  une  équation  dit 
fécond  degrt ,  à  dium  inacierminici  u  6- 1 , 


,  app^tniemà  Vettipfeou 

à  i'hyperboU  f  il  n'y  a  qu'à  exarniTwr  fi  le  quant' ce  ducoegi- 
ciefudu  lernu  at,  moins  le  quadruple  du  produit  de  dcscoe0' 
eîents  dei'  &  (/eu'  yfiùt  unequaniic/pofitive  oa  négative  :  ^ns 
ie  premier  cas  y  la  courte  fera  une  hyperbole  ;  &  djns  le  fécond 
cas  ,  une  eUipJè  ,  d  moins  que  d  ne  foii  ^  e  ;  alors  la  coufie 
ptui  être  un  cercle ,  ainfi  qu'on  le  verni  plus  has. 

Il  faut  feulement  excepter  de  cette  règle  ,  le  cas  où  r  émit 

nîgailf ,  lëroil  plus  grand  que  i—L  pour  l'elliprë  ;  car  alotsla 
nmrnn  4'"  ^mrnn 

«uantité  n  n  -+.  — devenant  nn ,  ou  n« 

a  qq  qi 

f  i )  j  efl  négative  fi ctt  plus  grand  que  I,M(( 

ce  qui  revient  au  même  ,  fî  4  m  r  eQ  plus  grand  que  qq,  M 
enfin  fi  r  eft  plus  grand  que  "  ^  ,  ce  qui  rend  la  valeur  àty  , 
te  par  conféquert  la  courbe  ,  imaginaire. 

11  refte  à  faire  voit  comment  on  peut  décrire  l'elliptê  Se  l'hy-» 
gerbole  que  nous  venons  de  reconnoiire  ;  confidcrons  l'ellipèi 

3S2. 
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eu                           q 
J2i.  Des  deux  équations  t  -f-  t/^H-  — 7  =  y  ,  &  m  -4- 

qx  ^^       ^  ^'^ 

s= ,  que  nous  avons  eues  pour  faire  diftaroître  les  (ê- 

\x  m  n     ^  ^  ^ 

Conds  termes ,  la  (èconde ,  par  la  (îippofition  aâuelle  ,  que 

m  eft  négative  ,  fe  change  en  m 1-  ~  11-^-5.  n^ajs  cotnnie 

1  m        z  mn  ^ 

n  eft  une  quantité  introduite  arbitrairement ,  on  peut  la  fîip- 
po(êr  inditfcremment  pofîtive  ou  négative;  en  la  .fiippofiint 

q          q  X  ^  .  q  .. 

négative  ,  on  a  m  '^'Tli/^^ 5  conftruifôns  ces  (jçO^c  .équa^ 

tions  pour  avoir  la  pofîtion  des  diamètres  conjugués. 

c  u 
La  première ,  (avoir  t  4-  {-/*4-  —j-=^y^  fait  voir  que  peut 

^M  /*     7/ 

avoir  y ,  il  faut  augmenter  chaque  c  de  la  quantité  j/'-f-  • 

zd  ^ 
on  mènera  donc ,  par  le  point  j4  ,  origine  des  w  &  des  r  (  Figm 
5^  )  ,  la  ligne  AB=\f\  parallèle  aux  lignes  P Mou  r.  Par  le 
point  Ji  ,  on  mènera  B  K  I  parallèle  à  la  ligne  j4  R  fur  la- 
quelle Ce  comptent  les  a  ,  &  ayant  pris  arbitrairement  la  li^ne 
liK ,  on  mènera  parallèlement  à  AB  ,  la  ligne  KL  qui  (bit  à 
JBK  ii\c\d\C\  Ton  tire  par  les  points  B  &  JL  U  ligne  indéfinie 
£LQ  ,  alors  les  lignes  ÇJ/ comptées  des  points  ^  où  cette  li- 


jP/ou  ^/^  : /Ç ; c'eft-à-dire,  ^:  I  c:  :  w . /Ç =^ ^;  donc  (>^/=3 

t  -4-  1/*-^  --  =  y*  Puifque  les  y  (ê  comptent  depuis  la  ligne 

zd 
£  Ç  ,  il  s*cn(îilt  (  370  )  que  pour  que  l'équation  à  rellîpîê  , 
trouvée  ci-deflùs ,  appartienne  aux  diamètres  ccfijugués  ,  les  x 
doivent  être  comptés  (îir  la  ligne  £ LQ  y  8c  que  le  point  d'où 
elles  feront  comptées  ,  (èra  le  centre  ;  enforte  que  QLB  eil  la 
direéliou  d'un  des  diamètres.  Voyons  â  déterminer  ce  centre. 

q  q  X 

La  (èconde  équation  u  —  -~  = ,  fait  voir  que  h  (ùc 

*  z  m       z  m  n  * 

q 

AP  ou  u ,  on  prend  AG  = — ,  la  quantité  GP  qai  vaut  AP-^ 

^'G  y  vaudra  u  —  -f- ,  &  par  conféquent  -£ —  ;  on  a  donc 

z  m  %  mn 

Algèbre,  Ff 


téro  alors ,  ce  <jiii  ne  peut  avoir  lieu  que  lorf^ue  les  x  commen- 
ceront au  point  C  :  ainfî  les  lignes  Q  Mixz.nty  ,  les  lignes  CQ 
(ÔBt  X.  QalÀ  il  efl  facile  d'avoir  ta  valeur  de  n  ;  car  on  a  C  y'  =i 

q  X  a 
,  ou,  en  meiiani  pour  .r ,  (â  valeur  CQ^tc  pour  —  , 

n  Gl' 

le»  parallèles  QP  ^  CG  St  AJi  ,  donnent  G  P  :  AC -..CQ: 

AG-aCQ  ,  «  .  ,. 

£  C  =i  — u-7.—  î  on  a  donc  n  =:  5  C  ;  c  e(i-a-oire  ,  que  pour 

que  l'équation  à  i'ellipfê,  trouvée  ci-delTus ,  appartienne  aux 
diametrei  conjugues  dont  les  diredions  font  QBSc  CN ,  il  faut 
mettre  pour  n  ,  la  valeur  it  B  C ,  qui  eft  déterminée  par  leï 
ConllruÀions  précédentes. 

11  ne  relie  donc  plus,  pour  être  «n  ^lat  de  décrire  celte  elllplé, 
qu'a  déterminer  la  grandeur  des  diameires  conjugués  ;  car  l'an- 
gle B  CN  qu'ils  font  enir'eux  ,  (ê  trouve  déterminé  par  !« 
opérations  prccédenies.  Or  cela  eft  facile ,  en  imitant  ce  que 
nous  avoni  (kit  (  j??  ).  II  ne  s'agît  que  de  comparer  l'équaiK» 

^     ,imdi.^\  „  J  1,1,  " 

—  ^\aa — X X )•  Leite comparailon  donne  — ^ lJ —  . 

-•  •■■■      i6mddn,' 


,  </loncIoutEI 


"         ^nid,r 


des  quantités  connues ,  on  a  donc  les  valeurs  des  diameirM 
conjugués  d  St  *,  avec  lefquelles,  &  connoiflànt    d'ailleurt 
l'angle  B  CN  qu'ils  doivent  faire  ,  on  décrira  l'elUplê  deU 
manière  qui  a  étc  cnléïgnée  (316). 
îBj,  Reiuar<]uons  que  iî  les  valeurs  dea£(  de  i  lôntcgalci» 
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&  qu'en  même  temps  l'angle  B  CNColt  droit ,  la  cotrrbe  eft 
alors  un  cercle.  Si  l'on  veut  déterminer  dans  quels  cas  cela  aura 
lieu  y  il  n'y  a  i^ ,  qu'à  fiippo(èr  dans  notre  équation  à  TeUipIè  ,. 

q  q 
^"®  TTindnTn  ~  *  '  c'eft-à-dire,  que ^^  —  iSmddnny  ce 

qui  donne  n  /i  =  —      ,  ,*  *''>  Sil'angle  BCD  eft  droiuon  doit 

iémdd 

avoir  'bC  -^CD  ^BD^ÂG  ;  or  ^Ç  =  «  ;  &  les  trian- 
gles femblables ,  BCD ,  BLK ,  donnent  BK  :  KL::  BD  ou 

q 
A  G  :  CD  ,  c'eft-à-dire  ^  d:\c:  i  -^  i  C  D  ^  d'où  l'on  tire 

'  1/71  ' 

CDz=. >;  donc—; — 7-,  H — Tj^=^  ~" —  •  ou  m  -f- 

fc=^dd'j  mais  puifque  m  eft  négatif,  on  a  ce  -^  4^  de  =z 
—  771,  oum=4a^  —  c<:jil  faudra  donc  que  j^de=:j^d  d  ,, 
ou  que  d  =  e. 

3  84.  On  voit  donc  que  pour /avoir  fi  la  courbe  eft  un  cercle  , 
une  ellipfe  ,  ou  une  hyperbole ,  il  eft  inutile  d'avoir  égard  aux 
trois  derniers  termes/ if  r ,  geu  ^  8c  h d^  de  1  équation  dt^-^ 
cut-h^u^  -f-fdt-hgcu  -f-  Ai*  =  o  ;  cela  dépend  (êule- 
ment  des  trois  premiers ,  enfbrte  que  Ci  dyC^  Se  e  font  tels  que 
c  c^-^/^  de  (bit  pofîtif ,  la  courbe  fera  une  hyperbole  ;  elle  fera 
une  ellip(ê ,  fi  au  contraire  cc^-^^de  eft  négatif,  excepté  le 
C4S  où  Ton  aura  en  même  temps  </=:  e ,  c'eft-à-cUre ,  où  les  deux 
quacrés  u^  Se  t^  auront  le  même  coefficient  ;  alors  elle  (èra  un 
cercle  fi  l'angle  des  nouvelles  coordonnées  eft  droit. 

^3^.  Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  ,  à  l'exception  de  ce 
que  renferme  le  n**  383  ,  s'applique  également  à  Thyperbole  , 

q  g        /  i^mmn\ 

«'eM.dire,àréquationyy=çj^;^;(**-««+— ;. 

à  la  différence  des  fîgnes  près.  Ainfî  en  relifànt  tout  ce  qui  pré- 
cède &  rappliquant  à  la  Figure  54  9  il  n'y  a  d'autre  changement 
à  faire  que  de  porter  -^  G  à  l'oppofite  de  AV ,  ce  qui  eft  indiqué 

q            qx 
par  l'équation  u  -H  —  = ,   que  l'on  a  eue  d'abord 

*  *  1  m  17W72'* 

(  ?8o  ).  Du  refte.  tout  eft  le  même ,  en  changeant  le  moC 
ellipfe  en  celui  ànyperhole. 

Dans  les  différents  cas  particuliers ,  les  quantités  AG ,  BK  , 
AB  ,  KL  »  (  Fig,  53  &  î4  )  peuvent  £è  trouver  difpofêes  tout 
au  contraire  de  ce  qu'on  le  voit  ici  ;  mais  ces  changements 

Ff  ij 
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Teront  toujours  înili<)ucs  par  les  fîgnes  det  quanâtéi  d,  e,  f^ 
m ,  f ,  &c ,  dans  les  cijuitions  (  -t-  f/-H  -  ,  =y  ,  &  u  -h  — 
= que  l'on  a  en  faitânt  diiparoîire  les  (ëcond»  lermes. 

î8fi.  II  nous  refte  deux  cas  à  examiner:  ce  font  i*,  celui  oft 
l'on  aufoit  ce  —  i,de^fi\  s",  celui  où  l'on  auroit  tout  i  la 
fois<i=:o,&  e  =  o. 

Dans  le  premier  cas ,  c'eft-à-dîre,  lorfque  cr  — 4(fe=:o,  on 
ci;^4t/*lacourl)eeft  une  parabole.  Comme  la  qiiantiré  m  eft 
alors  zéro  ,  la  eonftruftîon  précédente  devient  inutile  ;  parce 
qu'après  avoir  ftit  évanouit  le  fécond  terme  par  rapport  à  r  , 
le  terme  u*  ne  s'y  trouve  plus.  Ce  cas  iè  reconnoîi  facilement 
en  examinant  (î  dans  l'équation  ,  on  a  1 1*=4  de  ,  c'eft-à-dïre , 
^les  trois  termes  ('_,  uiScu'  forment  un  quatre;  car  d<ce  que 
cc^^de,  on  déduit  i-^i  v' de,  ce  qui  change  les  trtfls  pre- 
miers tarmes  de  l'équation  ,  end[*-i-i  ui  V  de-i-eu^  y  qiû 
«1!  le  quarté  de  t  f  i/+  u  y'  e. 

Dans  ce  cas ,  on  fera  ,  comme  ci-devant ,  dllparoîtte  le  fé- 
cond terme  ,  par  rapport  à  r  ,  &  alors  l'équation  (è  réduira  en 
opérant  m^t  à  mot ,  comme  ci-dclFus ,  à  4  ddyy  ^  r+  g  u  ; 
afors  pour  ramener  celte  dernière  i  la  forme  y  y  ^=  p  x  ,  qui 
(  \69  1  efl  celle  de  la  parabole  rapportée  à  un  diamètre  dont  les 
ordonnées  font  parallèles  à  la  langenie  au  fommet  de  ce  dU.- 

inetre ,  on  dégagerayj' ,  ce  qui  donne ^j'=»  - — ~2Jf  ;  on  fên 

ce  (êcond  membre  égal  à  une  nouvelle  indéterminée  m,  multi- 
pliée par  un  nombre  1  que  l'on  déterminera  comme  on  va  Is 

voir;  c'eft-â-dire,  qu'on  fera  —  -''■-■^nx\  alors  on  aun 

y  y  =  /i  j:.  Il  ne  s'agira  donc  plus  que  de  conftruire  l'équaiion 

(  H-  i  /'-t-  —  r=y  qui  a  (êrvï  à  faire  difparoître  le  lêcond  terme 

par  rapport  à  r  ,  &  l'équation t-t- r^Ji:!:,  quîaurafèrriih 

féconde  rédudion.  La  première  de  ces  deux  équations  était 
précilèment  la  même  que  celle  que  nous  avons  conflrui» 
t(  ^Si  )  ,  (è  conilruira  ie  lAéme  ici  ;  ainfi  il  n'y  a  qu'à  appliquée 
à  la  Figure  jf  ,  mot  à  mot ,  ce  qui  a  été  dit  (  ;Si  )  pour  la 

Figure  îî  relativement  à  la  çonflruâion  de  (-|.  ;_/"-+-  -  =]r^ 
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iy  feront  les  lignes  ÇMi  Fig.  ïî  )  ,  &  l'on  aura  BLQ  pour 
dîredion  du  diamètre  iûr  lequel  les  x  doivent  é[re  comptés. 
Four  déterminer  l'origine  des  x ,  Si  par  confequent  le  (ôm- 

inet  de  ce  diamètre  ,  on  employera  l'équati 

[ui  donnant  «-(-—  = ,  fait  v 

î  î 

roppa£tede  JP,laquan[îté^C=  — 
S 
puifque  GP  =  ÂP-i- AG  =  ii  +  ~'. 

^in(C,  on  mené  CCD  jiarallele  aux  lignes  PJ/",  &  qui  re 

Q  L  8  en  C ,  le  point  C  fera  l'origine  des  x  ,  puifqua 

'équatiDnCP= feît  voir  que  quand  CF  f&  zéro, 

î 
être  z^ro  ,  Se  que  d'ailleurs  les  x  devant  être  cotnptés 
fiir  la  ligne  de  laquelle  panent  les  y ,  doivent  être  compté* 
fur  B  Q.  _ 

le  s'agit  plus  que  de  déterminer  le  paramétra  n.  Or  on 
j,ddnx 
vient  de  voir  que  Gp=  — - —  ;  mais  les  parallèles  CD  & 

Ç 1  donnent  BC:B  D  ou  AC::C  Q  :D  Joa  C  P-,  c'eft-à-dire  , 

-i:x:— 1  donc BC= — ,-,-  :doncn=:  — „„     ,,% 

9T  r&d  (ont  donnés  dans  l'équation  ,  &  fiC  ell  déterminé  pac 
]a  conflruâion  ;  on  connoit  donc  n  ou  le  paramètre  ;  d'ailleuri 
stte  même  confîruflion  détermine  en  même  temps  l'angle  des 
jordonnées  CQ  SeQM  on  x  Siy;  il  eft  donc  aifé  de  conC- 
irire  la  parabole  félon  qu'il  a  été  enfeigné  (  jfi?  1. 
387.  Puifque  l'équation  générale  appartient  à  la  parabole 
lonqu'on  a  cc=^i,de,\\  s'enfuit  que  lorfque  le  produit  « i  des 
leux  indéterminées  ne  fe  trouve  point  dans  cette  équation  ,  il 
^^  t  pour  qu'elle  appartiennes  la  parabole,  qu'il  y  manque 
Ullî  un  des  deux  quarrés  i*  ou  u.^  ;  car  c  éiant  alors  zéro  ,  l'é- 
n  cc-^  ^di^oa  o-=  i,de,  fàît  voir  que  i/ on  e-^o. 
jBS.  Si  les  deux  quarrés  lônt  tous  deux  dans  l'équacion ,  $^ 
nie  le  produit  u  t  ne  s'y  trouve  point ,  alors  la  conflrudion 
lonnée  (381  )  S;  qui  convient  a;!x  Figure»  (j  &  54  ,  devient 
plus  lîmpïe ,  parce  que  c  étant  zéro  ,  la  ligne  A'  L  eft  zi 
iiL  tombe  liir  BK ,  qui  devient  alors  un  diamètre  ;  les  liants 
lies  x  &  des  y  lônt  donc  parallèles  à  celles  des  u  &  des  t.  Dans 

Ffiij 


i 
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ce  même  cas  IVvaiiouîlTement  du  fécond  terme  par  rapport  à 
le  fera  fjns  employer  l'iticontiue  n,  parce  que^C  quieân 

(381)  étant  alors  égal  à  ££)  oa  ^C,  on  a  ji  =  -?-»  ce  qui  ri- 

duîi  l 'équation  u  -i-  —  =  -  qu'on  a  eue  pour  faire  dii^ 

paroitrele  i''  terme,  par  rappnrtàu,  à  celle-ci «+ -i- =  jf. 

Il  lîiit  delà  ,  qu'outre  les  cofiditîon*  meniionnces  (  384)  ,  il 
faut  dins  le  ca;  prêtent,  pour  que  la  courbe  (bit  un  cercle  ,  que 
l'anj;Ie  des  coordonnées  u  &  r  (oit  droit. 

589.  Lnr(que  le  produit  u  1  Ce  trouve  dans  l'équation  ,  lî 
après  avoir  fait  évanouir  le  fécond  terme  par  rapport  i  l'une 
des  deux  indéterminées  ,  par  exemple  ,  pat  rapport  i  /  ,  tl  ne 
ft  trouvoit  plus  d'autre  puiffance  de  l'inditerminée  a  ,  que  le 
quatre  ,  alors  quoiqu'il  n'y  ait  plus  de  lècond  tenue  à  iaae 
difpatoître ,  il  n'en  faudroit  pas  moins  faire  une   transforma- 

l  X       l 
lion  qui  conlîlleroità  faire  u^  —  ,    --  étïnt  une  fraftion  in- 
connue ,  mais  que  l'on  déicrmïneroît  lors  de  la  confltuclion , 
d'une  manière  (embJable  â  ce  que  nous  venons  de  faire  (  }S:  ). 
Nous  en  donnerons  un  exemple  plus  bas, 

330.  Si  des  truis  termes  (',«/,&  u' ,  il  ne  manque  quel'ini 
des  deux  quarrés  ,  l'équation  appartient  toujours  à  une  hyper- 
bole, ou  n'exprime  aucune  courbe;  parce  que  firfou  cefiziéFO, 
!a  quantité  ce  —  nde  Ct  réduifjni  i  ce,  «il  eflêmicllemeni  p*- 
filive  (  j84  ). 

}?i.  Entin  II  les  deux  q^iartés  /*  $1  u'  manquent  en  inénia 
lemps ,  auquel  cas  ona  une  équation  de  cette  forme ,  i^ui-t- 
/i  t  —  kii  —  /  =  o;g.  A,*,  /  pouvant  êire  indifféremment  po- 
fiiifs  ou  négatift ,  on  ne  peut  encore  faire  ulage  de  la  confttuc- 
tion  donnée  (  381  ),  L'c.]uation  appartient  à  l'hyperliole  rap- 
porice  à  fes  afymptotes  ;  mais  comme  les  abfciilês  &  les  or- 
données ne  (ont  p^iint  comptées  du  centre  ,  on  les  y  tamejien 
de  la  manière  fuivante. 

On  dégagera  le  produit  «  /  ;  ce  qui  donnera  uc-i 

—  —  ^  o.  On  fera  la  (ômme  des  quantités  quï  multiplient  M 

égale  i  une  indéterminée^,  c'efi-à-dire  ,  ( =y;cegill 

donne  I  =  v  H —  ;  fubfliiuant  dam  l'équation  m  t  H &c.=:o; 

S  g  ^ 


b  E  M  A  T  H  ï  M  A  T  I  Q  U  E  s:  4f  ■ 

^hy       kk         l  .  ' 

■  uy-i 1 ._—  =o;  après  cette  transiorma- 

S        Sf       8 
don ,  on  fera  la  Comme  de  tomes  les  quantiics  qui  nm!tiplient_y  ,. 

jgale  à  une  nouvelle  indéterminée*,  c*eft-à-dire,m =:« 

-,..,..■•  hk        l  g         l 

•e  qui  réduira  1  équation  a  xy  4-  — ■  —  —  =  o,  ts\xxy  =  — 

—  —  qui  appatiieni  à  l'hyperkile  entra  Cs  afj'mpiotes  ,  les 

abÉilIès  X  étant  comptés  depuis  le  centre  fur  une  des  alj'nipto- 

nnées  y  étant  comptés  depuis  cette  aTymptate 

parallèlement  à  l'autre  ;  enfin  ta  pulflance  de  cette  hyperbole 


hk  , 


E  k  ma-- 


■  (  547  ). 
Pour  conftruire  cette  hyperbole ,  on  carfiruira  , 

I  nierefuivante,  les  deux  équations  r ^_)',  &  u-\ ■^  x 

,  qui  ont  fervi  a  réduire.  La  première  f^it  voir  qu'il  faut  dimi- 
nuer chaque  t  de  la  quantité  —  pour  avoir  y.  On  mènera  donc 
'  par  le  point  A  (  Vig.  j  6  )  origine  des  u  Se  des  r ,  une  ligne  AB 
,  parallèle  aux  lignes  PM  ou  r  ,  &  égale  à  —  :  tirant  enfuite  par 
Ue  point  B  la  ligne  CJJÇ  parallèle  à  ylP  ,  les  lignes  Ç^/ feront 

ïes>',puirqueÇAI=PAr— PÇ=PM— -^^^  =  1  — —  =j. 
h  S 

Pour  avoir  les  x ,  l'équaiion  li  -H  —  fait  voir  qu'il  faut  aug- 

lenter  les  u,  c'efl-â-dire ,  les  lignes  ^P,  de  la  quantité —  ;  on 

h        ^ 
otlera  donc  à  l'oppofite  de  A?^  la  ligne  âQ  =  — ■ , 

;j  parallèle  aux  lignes  PM&  qui  rencontre -B  ^  en  C,  C^ 
(ra  *Sc  C  fera  le  centre  de  l'hyperbole  dont  CQ  &  C^' feront 


«alymptoics:  ayant  les  a()'mptotes&  l'équai. 
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n  décrira  l'hyperbole  de  la  manière 
■'  Si  les  trois  premier»  termes  t',  ut 
Miatîon;  alors  elle  n' ex  prime  roi  t  pli 

'ïa  conftruftion  eft  facile  après  ce  que 

irufliondeséqu; 


J91.  Ainfi  1°,  toute  équation  du  fécond  d 


li  a  été  enfeignée  (  554  )■ 
u'  raanquoient  t^ins  l'é- 
qu'une  ligne  droite  dont 
5US  avons  dit  fur  la  conf- 
rédudions  précédeti 


'  f  iv 


i  deux  indé- 


1S 
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«rmintes ,  Si  qui  n'eft  point  décompo fable  en  deux 
du  premier  degré,  lels  >jue  m  .x- -f- ii^-<- ^,  exprime 
jours  une  (êflion  conique  ,  ou  n'exprime  aucune  " 
pDlfible.  î°.  Cetie  courbe  ett  eilipfè,  ou  hyperljole, 
rabole  ,  feLin  que  le  quarré  du  coefficienc  du  produit  u 
6ri  deux  indéterminées ,  moins  le  quadruple  du  produit  ia 
cocfHcieiiLs  des  deux  quurr^s  i*^  &  ii'  efl  négatif,  ou  pofitif, 
ou  téro  ;  &  en  particulier  elle  peut  être  un  cercle,  lotf 
aue  ce  même  rélulial  éiant  négatif,  les  coefficients  de  «'  & 
w  I*  (ont  £gaux>  ;  '.  El  pour  ramener  toute  éqaatloa  appane- 
nacte  à  une  lêftion  conique,  aux  équaiicns  que  nous  avant 
donnée)  en  traiidnt  de  ces  courbes ,  li  faut  Ce  conformer  à  ce 
qui  a  été  crlêigné  (  j3o,  jiS,  388,  38?  Se  js"  ). 

Application  de  ce  qui  précède  ,  à  la  re'fblution 
de  quelques  que/iions  indéterminées. 

^j3é  Pour  faire  connoître  l'ufage  des  Iransformitlons  que 
nous  Tenons  d'enfeigner,  propofons-nous  pour  première  queP' 
lion  ,  de   Trouver  quelle  eftla  courbe  (  Fig.  57  )  dont  Its  dif-      ; 
lancij  de  chaque  puim  M  ù  deux  points  fixes  A  £■  B  ftrcieai 
toujours  dans  un  même  rapport ,  marque' nar celui  de  ^âh. 

Imaginons  qua  de  chaque  point  M  ,  on  ait  abaïiTé  une  per-    - 
pcndîculâire  IviV  fax  la  ligne  wD  ;  clierchons  la  relation  de  ces     | 
perpendiculaires  ,  avec  leurs  di  (la  ne  es  AP  au  point  A  ;  &  pour 
cet  effet  nommons  JP,  «;  l'iW,  r,  &  la  ligne  connue -^0=.:. 

Cela  pofè  ,  le  iriangle  rcûnngle  -4P  M  donne  A  M  =s 

y  A  P'-HJMl'  =  Vuu-^ic ,  &  le  triangle- reftangle  BPii 
^onne  3!^=^^^ hI'''+TM';oï  BP=  dP—  AB  =  u~c; 
donc  BM  =Vu'- — '.eu.-i-cc-\-'tt;  puis  donc  que  l'on  veirt 
que  AM:  BM:  ■.g:h,  onauraV^uu+ir  :  \^ u}—icu-t-ec-^u 
::  g:  h;  àoni^  hV^uu-ht  i  =gV  11^—  1.  cu-\-cc  -k-  Il  ,o\i  ^ 
enm\zn:iat,hfiuu-i-'i''Cr=:egiiu^'gg^u-t-g§cc-hggttf 
onlgg—/,A)uu  +  igg—/iA)ii—iggçu^ggcc^D,é^ui- 
lïon  qui  (,384  )appar[ienr  au  cercle  ,  puif^ue  ks  deux  quarres 
R  u  &  I  i ,  ont ,  dans  le  même  membre ,  le  même  iîgne  Sc  le 
même  coefficient. 

Pour  ramener  cette  équation  à  !aforme_vy=-î  aa — xx  (  36  f\ 
je  voit  que  n'j'  ayant  point  de  &cond  terme  par  rapport  à  ( ,  il 


L 


A 
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fuffit  à  l'égard  de  cette  Indéterminée ,  de  (uppofèr  r=ry,  ce 
qui  donne  \gg~^hh  )  uu-^-  {gg—hh)yy^  ^ggcu-^gg^-c^z:  o; 
il  faut  donc,  i  préfent,  faire  difparoure  le  (êcond  terme  par 
rapport  ^  u\  Si  comme  le  produit  ut  ne  fè  trouve  point  dans 
réquation ,  il  fiifSt  (388)  d'employer  la  règle  donnée  (  378  }• 

'^ggcu       — ggcc 

Je  dégagée  donc  uu^Sc  i*ai  uu — 7-,  = 7-7  —  yy; 

.  ff^cc  gg-h^  ^    gg—f*h      -^^^ 

je  fais  u ^^ —  =  x  ;  quarrant ,  &  fùbflituant  au  lieu  du  pre- 

mîer  membre  w  w  —  &c  •  là  valeur  xx  —  ; — '• ttt;  qu'on 

'  (gg-'hhr^ 

g^cc 
aura  par  cette  opération ,  îl  me  vient  x  x  —  /^       "ÂÂl*  ^^^^ 
*-^Sf(cc  hhofrcc  ,^.  ., 

— ^.S-^^yy  Qyxyy=  ,;.,  —  ^^  >  cquatxon  qui  étant 

gg—hh       ^       ^         igg'hhY 

comparée  à  l'équation^  y  =  Jûa  —  xx^me  donne  \aa  =s 

hhggcc  hgc 

Tgg'hhY  »  *  P^'^  conféquent  le  rayon  \ a^—^—j-^.  Il  ne 

s'agit  donc  plus  que  de  déterminer  le  centre ,  qui  doit  être  fur 

^^P,  puifqu'on  a  rœj'.  Or  l'équation  w — —^=x^  qui 

a  fervt  à  réduire ,  fait  voir  que  pour  avoir  x ,  il  faut  diminuer  u 

de  la  quantité    ^° —  ;  on  prendra  donc  y4C=  •        ,  ,  9  & 
gg'hh  gg-hh 

alors  C  P  fera  x ,  puifqu'il  vaut  A  P^-'AC^  c'efi  à-dire ,  u  •— 

ggc  hgc 

T-;  ;  ainfi  du  point  C  comme  centre ,  &  du  rayon    \ ,â. 

on  décrira  un  cercle  ;  chaque  point  M  de  ce  cercle  aura  la 
propriété  dont  il  s'agit. 

Au  refte ,  on  peut  trouver  le  centre  &  le  rayon  d'une  ma- 
niéré afièz  fîmple  ,  par  le   moyen  de  la  première  équation 

UU"^  — 2 =  — 2J2 y  y  ;  càx  puiique  le  centre 

gg--hh        gg—hh^ 

doit  être  fur  AP ,  ainfî  qu'on  vient  de  le  remarquer  ;  (î  l'on  fait 

y==o^  on  aura,  en  réfôlvant  l'équation  ,  les  deux  valeurs  de  u 

qui  expriment  les  diflances  AD ,  AE  auxquelles  le  cercle  DME 

rencontre  la  droite  AB  ;  prenant  donc  le  milieu  de  DE ,  on 

aura  le  centre  &  le  rayon  CE»  Or  fi  l'on  réfôut  l'équation 

-  ig^cu  — gg<^c  g*  c 

gg-^hh        gg^hh    .  gg  —  nk 
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donne  ccideux  Taleursu:=  - 


^=AD,&a 


J94.  NouK  prendrons  pour  (ècorde  tjueflion  ,  celle-ci; 
Trouver  hors  de  la  ligTie donnée  AK  {Fig.  ^8  }  tous  Us  Jlffl- 
rems  points  tA,  tels  qu'ai  liront  aux  deux  points  A6R,lu 
lignes  MA  ,  U^f  l'angle  A  PAR/oit  toujours  egai  à  un  mém£ 
angle  donne'. 

Repréfentans  par  r  le  rajon  des  tables ,  St  par  m  la  taograie 
de  l'angle  donne  ,  auquel  AMR  doit  erre  égal  ^  abailTonsli 
perpendiculaire  MP  ;  nommons  AP ,  u;  PM,  T;AR,i: 
alors  /'R  fera  A  —  u. 

RappeU"ns-nous  ces  trois  propolïtions  démontrées  (  Céom, 
»B4,  185  &  178},  lavoir,  quclî  ^&i/ Ibnt  deux  angùs^ona 

fin  A  cofB  -^fin  B  cofA 
■%\fir^{A  +  B)^' '- -/ ^; 


«/(^H 


S)  = 


^''^tangfA  -i-  £)  = 


•ofA  cofB—finAfm  B 
'fm{A-i-B) 


cof.A^B)' 

Cela  po(e,  les  triangles  reflangles  ^Z»  ^W,  R  P  JU  Aon- 
nmt[Céom.20S)  A  M  :  A  P  :  :  r:fin  AM  P  ;  A  M  t  P  Ma 
r  -.finM  AP  ou  cof  AMP;  RM:  RP  -..-finr  :  RM  Pi 
RMiPM::  r  -.fin  MRP  ou  cof  RM  Pi  d'où  l'on  cire 

T^AP  rx  PM 

fil  AMP  =  ^ _„-  ;  c-o/AM P  =  -^^  ifinRMP=t 

rxRP  f,iPM 

'  oji^    >  ct>fRMP=  -ff  M  •  ;    donc     puifque     AMR 

t=AMP  -^RM  P,an  aura,  par  les  formules  qu'on  vient  de 

ryAPyPM-hr>L.RP-^PM 
nppeller  ,fin  A  MR  = 


rxARxPM 

~^M7-^j^,S,cofAMR 

jftnAaiR 


AM  X  R  M 
ry  pTl^-r-x  A  PxRP 


A  M  X  R  M 

.^ .  y.ARxRP 

i^MR  '  ""  w^-^^^X  =  PM'-APxPM 


-  i  donc 


J 


DE  MathÉmatiqu es.      4JJ 

rht 
tant  les  valeurs  algébriques ,  &  rcduîfânt ,  m  == J 

oumtt  +  muu'^mhu — r3r  =  o, équation  au  cercle  (384)» 

ain/i  qu'on  devoit  bien  s'y  attendre. 

Pour  déterminer  le  centre  &  le  rayon  ,  il  faut  ramener  cette 

équation  â  la  forme  y  y  =  ^  a^  -  xx.  Pour  cet  effet ,  je  déga^ge  tt^ 

rb 
ccquîmedonnerr  — "^r— ^tt-f-ww  =  o;jefàis(  378 )r— 

T  b  ,  .  #  »  /- 

—  =yj  opérant  comme  à  l'article  cité  ,  mon  équation  le 

**"  rrbb 

change  en  y  y  — —  bu-i-uuz^o»  Refie  donc  a  feire 

diCparoitre  le  fécond  terme,  par  rapport  à  i/  ;  &  puifque  le  pro- 
duit ut  n'entre  point  dans  l'équation ,  je  fais  (  388  )  Hniplement 

b 
w  —  —  =  rc  ;  opérant  de  la  même  manière  ,  l'équation  de- 

rrbb  bb  bb      rrbb 

vienty  y  -^xx =  o,ou  yy= h ^xx^ 

i^mm  4  4       4mm 

qui  étant  comparée  avec  l'équation  yy  =  ^aa — xx^  me  donne 

bb       rrbb  ^ 

^aa=^  —  H ,   &  par  conGquent  le  rayon  j  a  «= 

4        /^  mm 

Tb       rrbb 


t^n 


4        /^mm* 
Pour  trouver  le  centre ,  &  déterminer  en  même  temps  ce 

r  b 
rayon  ,  l'équation  t  —  —  =y  »  m'apprend  que  (î  je  mené  AS 

parallèle â  PJ[/,c*eft-à-dîre,  fi  j'élève  au  point  A  la  .perpen- 
diculaire AB  =  ^  ,  &  fi  je  mené  JSCQ  parallèle  à  AR  ,  les 

lignes  ÇMreronty,puîfque  QM=PM^PQ=PM'-^AB=u-^ 

r  b  b  r  •      •  r  - 

-^  rxy.  Mais  l'équation  w  — •  ~  =  x ,  me  fait  voir  que  li  je 

prends  fur  ^  A  la  partie  AG  =  —  ^GP  fera  x^  puifque  GP 
-=:  AP'-^AG  =  ï^—  —  =:e;donc  fi  parle  pointC,  je  mené  GC 

Zr 

parallèle  PMyle  point  C  fera  le  centre.  D'ailleurs,  fi  Ton 
fire  A  C^   on  aura ,  à  caufe  de  l'angle  droit  C ,  -4  C  =« 

.1/:;^  VGc'==  K      ~+^;  /4C fera  donc  le  rayon. 
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Cetie  conffruâion  fe  réduit  donc  à  élever  fur  le  milieu  dé 

rb  ^      _ 

'AR  U  perpendiculaire  GC=^--y  Bc  à  décrire  du  pgint  C 

comme  centre  &  du  rayon  C  j^,  un  cercle:  lout  angle  M  A  R 
qui  aura  iôn  lômmet  à  la  circonférence  de  ce  cercle ,  8:  qui 
palfera  par  les  points  A  Si  R,  lëra  égal  à  l'angle  donné.  Ot 

pour  conilruire  U  quantité  —  ,   ïl  n'y  a  autre  chofë  à  fùre 


3u  a  mener 
car  dans  le  I 


r  droite^  O,  qui  fatTe  avec  A£Vzne\eS  AO 

donn^  ,  elle  coupera  GC  au  point  cnerché  C; 

is le ("riangle reftangle  j4liC,onzr: lang  BAC::  AB : 

AG;zeÙ.iàlte,r:m::AB:'il'iàanzAilaaGC 


On  peut  voir  encore  aîfement ,  que  lout  Ce  réduit  à  mener 

f«t  le  points*  la  ligne  ^O  qui  fafle  avec  yi«,  l'angle  Kv/O 
gai  au  complément  de  l'angle  donné  :  cette  ligne  coupera 
en  fia  pcrpendiculaTre  éleïée  lïir  le  milieu  AeAR  ;  en  fone 
que  Cfera  le  centre,  &  C^  le  rayon. 

JPÏ.  Delà  il  efl  facile  de  réfoudre  la  queflion  (ùivantef 
Connoljpint  la  pojiiion  des  trois poinis  R,  A,  R',  (Fig.  jj)  ô 
les  anglts  fout  Ufquels  on  voit  les  lignes  R  A ,  A  R  ' ,  d'un  csf 
tain  point  M  ,  trouver  ce  point  M. 

Sur  les  milieux  C  &C' des  deux  lignes  TiW&fi'-^,  on  Élè- 
vera les  perpendiculaires  C  ('  Bi  G't'\  par  le  point  A, on  mè- 
nera les  lignes  ÂC  &  AC  faiCint  avec-^fi  &  AR\  chacune  avec 
chacune,  les  angles  U  AC,  R'AC  égaux  cliacun  au  complé- 
ment de  l'angle  RM^é,  R'MA  fouî  lequel  h  ligne  correrpon- 
dante  efl  vue.  Des  points  C&  C  comme  cetures,  &  des  rayon» 
CA  &  CA  .  on  décrira  deux  cercles  qui  Te  coi-peront  en  AU 
en  M;  le  point  A/  fêta  le  point  cherché.  C'eft  une  fuite  é^J» 
dente  de  la  folution  de  la  queftion  précédente. 

Ce  problème  peut  lèrvir  à  marquer,  fur  la  carte  d'un  payt,Ll 
pofition  d'un  point  d'où   l'on  a  relevé  trois  objets  connus. 

Si  les  angles  obfervésR/î/^,  «'/îWéloientlégaux  auxanftleï 
RH'A  SiR-RA  ,  alors  le  problème  ne  ftroit  plus  déterminé, 
les  deux  cercles  (ê  Cinfond raient ,  &  chaque  point  de  leut 
circonférence  (àtisferoit  à  la  queflion. 

ÎS6.  Pour  troilîeme  queflion ,  il  s'agira  de  trouver  la  courbf 
oU  les  courbes  qui  auroient  la  propriété  (ûivante:  A  ZfAT 
(fis-  û  o  )f°"t  dtiix  lignes  qui  font  evir'ilUs  un  wigk  éanVC 


A 
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quelconque ,  //  s'agit  de  trouver  les  courbes  dont  la  diftance  de 
chaque  point  M  à  unpointfixe  ¥  pris  fur  KTj  yfoit  toujours  dans 
un  même  rapport  avec  la  diftance  MT  du  même  point  M  à  la 
droite  A  T,  cette  diftance  étant  mefurée  parallèlement  âAZ, 

D'un  point  quelconque  M  de  cette  courbe ,  imaginons  la  H- 
pne  MP  parallèle  sl^  TyScÏB,  perpendiculaire  M  S  CmtAZ.  ; 
rangle  M  PS  eu  donné;  c'eft  pourquoi  Ibnfînus  âc  fon  cofî* 
nus  font  cenfês  connus  ;  nous  le^  nommerons  p  Se  q^  en  rei 
pré(êntant  par  r  le  rayon  des  tables.  *  Nommons  jé  P ,  u^8c 
PM^  t  ;  la  ligne  connue  AF ^  c» 

Cela  pofë,  dans  le  triangle  reâangle  J!/jP  J",  nous  aurons 
ifiéom.2g^)rifin.MPSi  iMP  \MS^  Scriftn  PMSqm 

i:ofMPS:iPMiPSic'ea'Si'dire,ripi:t:MS=i^-^  &  rj 

a::t:PS=^^.DoncFS=PS—PF=:FS-AP+AF=i 
r 

? u  +  c  ;  OT  le  triangle- redangle  MSF  donne  M  F  =5 


V 

V 


MS  -^FS  ;doncMF  = ,* .«{ 

p^  f'        q^  t^        zqut  iqct 


OU  (parce  que(  Gêom»  281  ) p^  ^  q*  =^*  )  on  aura  MF 


donné ,  'fi 
on  aura 


Kiqut                 1 qct 
t*-  — -H w* H- —  z  cu^c c ;  puis  donc 

que  MF  doit  être  à  M  T  ou  AP  ,  dans  un  rapport 
Ion   repré(ènte  ce  rapport  par   celui  de  ^  à   h  ^ 

\/^  iqut  \qct 


r  r 

z  qh^ut 


ou  en  quarrant ,  &  tran(po(ànt  enCiite  ,  A*  r*  — 


*  On  peut  fuppofer  comme  nous  1  rettangie  qui  ait  un  de  tes  aneiei 
le  faifons  ici,    que    les   quantités     ai^us,  égal  â  Tangl e donné  ilfPfj» 
py^yT  font  données   par  les  cables 
de  Trigonométrie;  nujs  on  peut 
les   déterminer  par  une   conflruc 
cion  Hmple  en  faifanc  un  çriangle 


reâangle  qui  ait  un  de  Tes  anjlei 
aigus,  égal  â  Tangle  donné  ifef. 
&  une  hypochénuCe  celle  que  Von 
voudra. En  prenant  celle-ci  pour  r  > 

les  deux  autres  côt«s  CeroBcp  Se  fg 

/ 


{<"-«•)«■■*-- 


f  h.^u+h'c'^0  f  éqaatÛHtfl 


renferme  les  fi  S  ion  j  coDi.îues  (jSo)  ,  »  qui  C  î9i)appa 
ira  à  l'elliplc  I>  le  qiiarré  de  —  ^ —  ,  moins  le  quadruple 
de^'inultipliéparA'— g^eftnégatiric'efi-à-dire,  fi— — -4i» 
H-  4  "g  o"  — : ^~  ^"  ncgaiif ;  ou  (  p«« 

qoer* — 9*=;'')^ ^-^^ — ~ — efl  négaiif:  au  contraire, 

elle  appartiendra  i  l'hyperbole  fi s. 


EUe  &Ti  i  la  parabole  fî 


^r'fi'j 


—4/''  ^^ 


—  ef!  poiînfi 

-  efl  zéro  ;  c'efl-i-dîre , 

fi4r*A*g'^4/'' A',  ou  lîr^=/'A,  enfin  la  courbe  fera  un  cer- 
cle ,  iorlqu'on  aura  h'  -^^k^  —  g' ,  ce  qui  ne  peut  jamsi!  avoir 
lieu  qu'autant  que  g-  lèra  icro,  ou  queÂ  (êra  infini,  parce  que 
dans  ce  dernier  cas  on  doii  négliger  gj  vis-à-vis  de  /i'. 

Si  l'on  veui  maintenant^  conftruîce  la  courbe  dans  chanu 
de  ces  cas,  il  n'y  a  qu'à  imiter  ce  que  nous  avons  (àit(î8o  6 
fuiv.)-,  comme  nous  avons,  alors,  opéré  ilir  l'ellipfi,  poui 
faire  voir  la  fimilitude  des  opérations  St.  des  conllruiftiûns  i  l'é- 
gard de  ces  deux  courbes ,  nous  allons  ici  appliquer  à  l'hyper- 
bole ce  qui  a  tié  fait  au  même  endroit  cité ,  c'eft-à-dite,  cher- 

bh 
cher  à  ramener  notre  équation  à  la  forme^^  =  ^  {xx — |flfl% 

Je  dégage  donc  /'  dans  l'équation  trouvce  ci'dellus,  ce  qui 

(ic^      *?">        /       g''\ 
— T )^~^\  ' — IT' )"'' — **■"+?* 

=  o<  Four  Lire  dilparoîice  le  (ëcond  lerme  ,  par  rapport  à  (, 

iefâis,r  +  '^ — =^,  ce  qui  en  quarrant ,  &  tranlpolânt 

.cnfuite  ,  me  donne  ^'  +  (  -^ — —^  )  t  =.yy  —  ^—~-  -f- 

lîlJ^  —  ^——^  &  par  con%uent ,  en  fub/liiùant,  yy— Î-J- 


-^-^-(-f)"-- 


J 
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II  faut  donc  maintenant  faire  dilparoitre  le  fécond  terme  pac 


»  M» 


û   u 

•apport  â  M ,  mais  auparavant  j'obfèrye  que  les  termes  — 


/•* 


^V'-">iV«S0U-.-^  +  M*—  -^,0U -î 

-7-—  le  réduitent  à  <- —  5 ,  &  les  deux  termes  — " 

*— i^tt,  ou — 2 le  reduilent  a  —  — C — ;  de  même 


7 


C   û  CD 

Jes  deux  termes  —  -^  -H  t:^,  (ê  réduilènt  à  h — ^  «  parce  quai 

r*  —  q^  =/7*.  L'équation  (ê  change  donc  eny  *h — ^ EL^ 

H r*  ""  "TT"  =  o ,  ou  chafTant  les  dénominateurs  ,  &  faî-« 

fint  enfûlte  (pour  fecîlîier  le  calcul)/?*  A*  —  r*^=r*/tyt-- 
r.^  ^»  jf» -i- 4' A*;?  V— i  c^^/?*  M -h  r' A*  «*  =  o. 

Dégageons  donc  m*,  ce  qui  donne  u*-  —  — ^  ^  ■  «  H-  r^  y*  "t: 

X-  =  o;  &  failons  M  —  — 7--== — r^ >  «"  mtrodux- 

iànt  rinconnue  n  ,  parce  que  le  produit  ut  Ce  trouve  dans  l'é- 
quation primitive  (3Bo)«  Alors  en  opéranc  comme  ci-deflùs^ 

nous  aurons ,  après  la  lubmmtion  faite , f -^ 

.A»  c-'h^'p^  ^      .         ,   ^  .  A* 

H-T"  J'  + —  =  o ,  ou  lupprimant  le  facteur  commun  —  ^ 

k^  r^k^  k^ 

&  lalflant  y^  feul  dans  un  membre ,  nous  aurons  jf*  ==  — 

c^h^p^x"^      c^p''      c^h^p^ 

— . , ,    ,    — "  — r-  H — .T,    •  ou ,  divifànt  le  fécond  membre 

par  le  multiplicateur  de  x^^^  indiquant  en  même  temps  la 

multiplication  par  lé  même  multiplicateur ,j^=^-i«,«,.» 

Ch'p'^  r    ^      r'^n^k^  \         .       .^   ,.,  ,    .    ,    ,- 

— T—r^  (  ^  H «^^72  J  ;  mais  puiiqu  il  s  agit  de  ITiy-^ 

perbole ,  il  Êiut  remarquer  que  la  quantité  r^  k* ,  qui  n'efl  autre 
chofè  que  p^  h^  -^f"  g^y  «il  négative ,  puUque ,  felon  la  rc-. 


marque  que  ti' 


s  venons  de  Uïre  ci-delTu; 


4'-'^V— 4/^' i*  ' 


ou  — ^  i  rg^  — p'A^  )  doii  èire  pofirif  pour  que  la  courbe  Êït 

une  hyperbole.  AinG  il  faut  rendre  **  négsiif,  en  oblënanc 
torl^uon  voudra  meure  fi  valeur  dan;  l'équarlon  ,  de  remettre 
peur  cette  valeur,  laquantîic  r'g''-p'^k',iu  lieu  dep'  A*-rg^i 

l'é^uaiion devlem donc j''^         "-  (x- --^ —  nn  1. Coati 

y 


parant  cette  équation  avec  y'  = 

—  (*'  — î'ï'ï)  pour  d 

La*'     '■*■'*&-; 

aircment  a  &  A  ;  c'efl- 

étetmi- 

net  les  diamètres  conjugués ,  on 

^-^  +n;i,  d'où  l'on  tirera 
p'h- 

les  deux  diamètres  coriugués , 

à-dire. 

que  nous  allons  voir 

-tre  le» 

deux  axes  même  de  l'hyperbole. 

Déterminons  donc  la  direâîon  des  diamètres  conjuguél 
auxquels  notre  équation  réduite  fi:  rapporte.  ConforniémetH 
i  ce  qui  a  iii  Wu  (  j  St  ) ,  il  faut  condrulre  les  deux  équaiîoai 

'■*?      ?«             .           ch'-p-       L-  h-  p'  X 
i  +  — ^  —  f~  =y ,  &  « -fr^ • —  '  niais  M™"® 

nous  venons  d'obfêrver  que  k'-  eft  pégaûf  dans  le  cas  Je  l'hy- 
perbole, dont  il  s'agit  ici ,  il  faut  changer  cette  dernière,  eii 


e  change  point  le  ligne  du  terme 

parce  que  la  quardtc  rt  peut 
;  ou  négative.  11  fiut  donc, 
lé  fait  au  même  endroit  ciié  y 
cq 
mener  par  le  point  Â  parallèlement  ï  PM  la  ligne  A£  =  ~  y 


aifeâc  de  «,  quoique  k'  y  entre 
être  prllê  arbitrairement  pofiiii 
t  d'imiter  ce  qui  a 


&  tirant  parle  point  i^  la  ligne  ^/parallèle  à  ^^,  prendre  M- 
bitraîreroent  fur  le  prolongement  de  cette  ligne  ,  la  partie 
HK,  &  mener  KL  paralfele  à  i' M ,  &i  telle  que  l'on  ait 
£K  :  KL  :  :  r  :  ç  ;  alors  fi  ,  par  le  point  B  &  le  point  L ,  vous 
tirez  LBQ  qui  rencortre  les  lignes  !' M  en  Q ,  les  lignes  OM 
kxonty.QarQM=J'M—J'Q=i'M—Ql+I'I=i—QÎ'h, 

-^ioilestihns\esCem'o\i'i)\cs£KL&£QHoànenï£K:KL:t 


J 
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^IovlAP  :  Çf;c*cft-à-dire,>':  q  :  :  w:  ÇJ=lî'î  donc  QM=^ 


au       cq 


Maïs  on  peut  abréger  cette  cotiftruûîoh  en  menant  tout  àé 
ûnte  du  point  F  la  ligne  FB  perpendiculaire  (ur  Tj4;  car  il  eil 
évident  que  l'angle  Fy^B  eft  égal  zAPM^^  que  par  confé- 

'<]uent4ah^  le  triangle  reàaUgle-/^B3P,  on  a  r  :  ^  :  :  r  :  AB  =  ~  1 

àin£  ^î(que  Q  A/eA  parallèle  iAB^  les  y  font  pefpçpdicu- 
L   laires  (ùr  m^  ^  &  par  con(eqiJ^ent  J?Ç  efl  la  direéHon  d'un  des 
axes,  dont  Tàutre  par  cohféqueht'èd  parallèle  à  Ç>  M^ 
.   Il  ne  s'agit  donc  plus  que  de  déterminer  le  cenire.  Or  la  (è- 

C    Al       *'        .   ^^V*        ch'-p^x     -.        .        ,.,  rv   , 
tonde  équaaon  M  H r-  ==* — »  «it  voir  quil  faut 

brendre ,  à  1  oppdfiié  des  u  la  quantité  AG  =s,  — il.  ^  ^  tirer 

GC parallèle  2PM0U  perpendiculaire  ^PQ^  1"^  déterminera 

k  point  C  pour  l'origine  des  jc,  &  par  conséquent  pouif  le  centrer 

'  ^efifet  Ifes  ce  doirent  être  comptés  fiir  C  (>  ,  puiîque  ie's^  G^ 

'  ch^p^     ch'p^x 
tdowtent  depuis  cette  ligne  ;.or  l'équation  u  -h  -^-~=  — 1-~^ 

AGxx  AGxM     '*'"        r^k^n  ^ 

Wi  ylP  H*-  AG  xs  ' ^  ou^  GP=fia  -^^^ 6ît  voir  que  ces  lî^ 

n  rt  .     ^  ^ 

Mè&.iè  commértcdfit  êïi  même  temps  que  les  lignes  GP  -^  donc 

les  lignes  x  doivent  comniencer  au  point  C,  &  font  par  confè- 

guent  C  Q  ;  donc  le  point  C^Q.  le  centre. 


âinfî 

après 

après 

Incttaht  dàtls  la  vaieuf  de  k^ ,  au  lîfeu  dfe  g  ,  fa  Valeur  ~  tircd 

ée  ^^/^A ,  devient,  dis-je  ,j^*  H — ^^^ »  — ^  =  o  ,  ou  >* 

s= — ^ i-^ — r—  2  pour  la  réduire  â  la  forme  ordinaire  dé 

l'équatioh  à  la  pataboîe  j  oh  fei*a  donc  ,  confofniéiiient  à  cé 

icp^u      c"^  p^ 
qui  a  été  dit  (  386  j ,  — -^ ^  =zrîx,  ce  qm  donnera 

.   yyz^nx;  Si  ayant  condruit  de  la  même  manière  que  dans  le 

Algèbre.  Grg 


cas  précédent ,  l'équation 
révanouiflèinent  du  lêcond  terme 


,  qu  on  a  eae  p<c 
par  rapport  à  f ,  on  uif 
'équation  "^—  —  ^^  =  nx ,  d'une  manière  aiuIogM 
i  ce  qui  a  été  fait  (  jSé  )  ^  c'efi  à-dïre,  qu'ayatit  dégagé  a , 
donne  u  —  î^^ r>  "^  prendra  fur  jrf/*  (  Fig.  fir)lapil' 


ticy<G=: 


»ç/.* 


C  Cparallele  à  P.^,  le  poîniCfe» 

xquifëronc  CQ;  en  IbrcequeCQ  (êraladined 

eire;]e  tômmet  de  ce  diamètre  fera  en  £';&(■ 

panmetre  fera  n  ,  que  l'on  déterminera  ainfî  :  puïfque  ,^C9 

|L,onaG/»  =  ^/'  — >^C  =  M  — ic=:^-^=— jxOT 

donc  n  =:  *-^f -'  ^P^'.  ;  or  lei  parallèles  PQ  ,  CG  &  ^B  im 

BentCQ  :  GP  :  -.CF:  GF  -.-.BFi^F  ,c'ta-iAire,CQ:GPlt 

BF:c;doncGP=:i^  ;  mettant  pour  GP  cette  nalat 


■iim  celle  de 
qu. 


HF  ' 


-V 


«  =  fT—^p  quantité  connue ,  pûf* 
,  r  lônt  des  quantités  données ,  &  que  ^  f  «A  connae 
parla  confiruâion.  Mais  on  peut  limpllfîer  cette  valeur, M 
remarquant  que  le  triangle  cedtargleFj^^  donpe  r:  pujiFî 

"bf 


UF 


-  =zSF. 


£F:  :  e  :  BF;  donc  BF=^;  par  conféqm 

397.  Qu'il  fôit  queflîon  maintenant  de  trouver  (Fig.  tfjî 
Ijcourhfqutdécnnùt  un pcht donné }A  de  la  ligne  HonnetCnL' 
oit  de  fon prolongement,  fi  tonfiiifoitgUffer  Us  exirémkéiQ 
&  H  le  ^ong  deF  deux  câr-fj  CO ,  CH  de  f  angle  donné  OCH- 

D'un  point  quelconque  A^ de  cette  courbe  menons  jH/i*  pfr  ^ 
rjllcleà  CH&J/ A' perpendiculaire  à  (TO;  nommons  C/",»;   ' 
rj/.tj&puifque  l'angle  OC// ou  fon  égal  0."JW  eft  donné, 
fou  fupplément  Jt/ 1' N  eft  donné  audi  ;  nommons  donc  p  h 
lînus  îf  ^  le  cofinus  de  ce  dernier ,  en  fuppofart  que  r  manjne 
le  rayon;  ■-nfin  nommonSj^&  A  les  lignes  données  0.1/ *  fiSB- 

Le  triangle  reflangle  PA'jt/ nous  donne  r:p  ::  t  :  A/fll,>. 

f.qi-.t:  PJV;  donc  MN  =  1-1,  Bt  PJV=  '  '.  Les  parallèle' 
CH  &  /'Jf  nous  donnent  J/H  :  C/*  :  :  iWO  :  f  O ,  c'eû-i-dîr»  '^ 


^ 
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nzu::  g:POt=z^.^  donc  A^O  =  îf  -h  ^  ;  or  le  triangle 

h  r         h 

reaangle  MNO ,  donne  HÎN^  NO  =  Jf^O,  c'efi-à-dire, 

E:-^H-2-_^-2JL—  4.^_-=  gg  ;  donc  pmfque  /?*  H- 

5*  =  r*  on  aura  fimplement  r  *  H — Si 1»  2_.  s^^f  ,  cqua- 

f  h  h 

don  a  rellip(è  ^  ainfî  qu'on  peut  le  roir  d'après  ce  qui  a  été  dit 

(}8i). 

hh 
Pour  ramener  cette  équation  à  U  lixtisktyy  =  — (  ^  ^a  -  .d?x  ) 

avec  les  conditions  mentionnées  (  370  ) ,  il  faut  d'abord  faire 
;dî(paroître  le  fécond  terme  par  rapport  i  t*  Ç^^^  pourquoi  je 

ï^Bu$  t  H-^~-  =y  ;  quarrant  &  fûbflittiant  pour  f  *  +  -^ — 
rk  rh 

h  valeur  que  donnera  cette  opération ,  on  aura^^* —       lI'^ 

>f-St-r-=i?^>  "**^*5  les  deux  termes  ~^  ;,  -  4-  —T^^ 

e ^-2 (è  reduilent  a  2-^L — ;  parce  que  r*— ^*=^*  , 

on  a  donc  y^  +  £jL.^i=-^»  •  or  quoique  dans  cette  équation 

il  n*y  ait  paf  de  fécond  terme  par  rapport  à  </ ,  néanmoins  (3  8p) 
comme  le  terme  u  t  s*e(l  trouvé-  dans  l'éqi^tion  primitive  , 

je  feis  une  transformation  pour  u  ,  eafaifànt  «  =-— ;&j'ai^*-H 

•   72 

h^  =^  *  *  P^^  confgquent ,  jr*«^        f^r^  ^"  ^  "^'^ 

vifant  le  fécond  membre,  par  le  multiplicateur  de  ^^  »  & 
ind/qifant  en  même  temps  la  multiplication   par  ce  même 

multiplicateur  *)  y*  ==  ^I/! (  L IL  —  5:*).  Mais  com- 

me  nous  n'avons  befôin  que  d'une  feule  indéterminée  n  ^ 
je  fiiis  le  maître  de  ruppoCer  à  /  une  valeur  arbitraire  ;  pour 
rendre  le  calcul  plus  ample  v  je  flippofêrai  /-==r,  ce  qui 

réduira  l'équation  à  y*  =  ^^  ( —  i»*)»  Pour  déter- 

miner  l'elliplé  ,  j'en  cherche  d'abord  les  diamètres  conjugués 

Ggij 


458  Cours 

en  comparant  a  1  équation  yy^  —  (  î 
parailon  me  donne  —  =:  ~~^  &  ï  aa= 

Voyons  mainienanl  quelles  en  (ont  les  dïreâïoni  &  qii^  1 
cilla  valeur  de  A, 

Les  deux  éduaiîons  à  conUruIre  font  donc  îcî ,  r  -f-  ^^ 
Ix       rx  '" 

:=y  Siu=z  —  ^  — .  Pour  la  première  ,  fî  l'on  prend  arbi- 
trairement CA",  &  que  l'on  mené  enfuite  A" /.parallèle  Z*^, 
&  telle  que  C  K  :  K  L  :  rh  -.eq  ,  alors  les  lignes  Ç  M  comfl- 
tées  depuis  la  renconrre  des  lignes  PM  avec  les  lignes  CL ,  fi- 
roniy,eneBei,  les  triangles  lemblables  C  A' Z.&Ci'Q  donnent 

iTX  :  A'Z  :  :  CP  : /'Q ,  c'etl-à-dire ,  r  A  :  g  î  :  :  li  : /'e=il''' 

Les  lignes  Q  jf/  ttani  y ,  ÏI  faut  maintenant  que  les  x  ÊKVt 

comptés  fur  CQ^  ;  oc  l'équation  u  ^  —  fait  voir  que  les  x  coqh 

rfiencent  en  même  temps  que  les  u  ;  donc  le  point  C  efl  l'ori- 
gine des  X  ;  donc  C  efl  le  centre  ,  &  C  Q  &  (T  H  ftnt  les  di- 

reillons  des  deux  diamètres  conjugués.  Quant  à  h  valeur  de: 


l'<.-<.iuatiun  »  z 


u£-P  = 


r/':CQ::CX:£ri:;donc 


-  -;r*  ~~c^>  "^ 

CQ      CL    .  rxiTi      . 

-  =  _;donc«=.^^™a« 

puilque  CK  efl  arbitraire  ,  on  peut  le  (ùppofêt  ■=  r  ,  ce  qui 
donne  n  =  C£  ;  on  a  donc  tout  ce  qu'il  faut  pour  con^ruiie 
rcllipfef3i6). 

j4ppiication  des  mêmes  principes  à  quelques 
que/lions  déterminées.  ^ 

^^S.  Apr^s  avoir  réiôlu  U  féconde  quellïon  Indéicttnin'i 
que  nous  nous  fômmei  propolîe  (  j?4  )  ,  nous  en  avons  fiit 
ulâge  (  335  }  pour  réûudre  une  quetlion  dt-ierminée.  Noui 
avons  facilement  conlîdécé  cette  dernière  comme  en  renfet' 
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lant  deux  autres  ,  toutes  deux  indéterminées ,  &  qui  étant 
de  mcme  efpece  que  la  première  ,  ont  été  rélolues  , 
de  la  mcme  manière.  L'inierfeaion  des  deux  courbes 
a  cercles  qui  éioient  le  lieu  de  chacune  de  ces  deux  queC- 
s  partielles  ,  a  donné  la  réfôluiion  de  la  queftion  dé- 
'  :,  Lorique  l'cquation  finale  qui  exprime  les  conditions 
ueflion  pafTe  le  (êcond  degré  ,  on  s'y  prend  d'une  ma- 
mblable  pour  la  réiôudre.  Dans  les  cas  où  l'on  pour- 
loit  n'employer  qu'une  inconnue  on  en  employé  deux  ,  &  l'on 
'  che  à  former  par  les  condiiioiis  de  la  quflîion  deuv  équa- 
:  qui  étant  conftruiies  féparsment ,  doniieni  chacune  une 
courbe  dont  chaque  point  (âiisfait  à  l'équatiûn  qui  lui  appar- 
dent  ;  fi  le  problème  eft  polTitile  les  deux  couroe*  Ce  rencon- 
trent en  un  ou  pluCeurs  points  félon  que  la  queflion  efl  ful^ 
«piible  'd'une  ou  de  pluJîeurs  (ôlutions ,  (êlon  qu'elle  ren- 
ie plufîeurs  cas  dépendants  des  mêmes  données  6c  des  mè- 
nes raiïônnements.  Ces  interfeâions  fournilïent  les  differenies 


I 


s  de  la  queftio 


Tant  que  les  deux  équatioqs  à  deux  înd: 
iront  pis  le  fécond  degré  ,  or  voit  donc  q 
épendra  jamùs  que  de  l'inierreétion  de  c 
ucs  tout  au  plus.  Au  lieu  ,  que  dans  ces 
■l'employoît  qu'une  lêule  Inconnue  ,  ou  Ci 
ileux  équations  trouvées  ,  on  éliminoit  c 
'  !UX  inconnues  ,  l'équation 


epaP- 


Mais  (î  1' 


la  réroluti( 
t  fedions  cont- 
âmes cas,  fi  on 
moyen  des 
cbalfoit  une  des 
llîeme  &  plus  (ôu-r 


quatrième 
deux  paffeni  le  fécond 
le  l'interfeélion  de  courbes  pli 


me  des  équation  o 
lors  la  réfôluiion  dépend 
élevées  que  les  feâions  co- 


yons  d'abord  quelques  exemples  d^  (juefltons  qui  ne 
lafTeroienc  pas  le  quatrième  degré. 
355-  Propoftns-nous  pourpremiere  quefiion  de  trouverdtux 
oyennes  proponionmiifs  entre  deux  ligries  données  a  &  b. 
Si  je  nomme  r  Se  k  cestdeux  moyennes  proportionnelles  » 
j'aurai  la  progrelîion -^  a:  f.uih  ,  qui  me  donne  ces  deux 
iroportions  n  :  r  :  :  { :  u  &  r  :  u  :  :  «  :  3 ,  &  par  confèqu ant ,  ces 
leux  équations  a  u  —  r*  &  ^  /  =  h*  ,  qui  toutes  dey  x  (è  rappoi tent 
lireâement  à  la  parabole.  C'eft  pourquoi  fi  l'on  tire  (  J"i^.  ^j  ) 
leux  lignes  indéfinies  AZ  ,  ^^  J"qui  falTent  entr'elles  un  angl* 
[uelconque  (pour  plus  de  finiplicité,  i-n  peu:  le  (ûppolër  droit), 
&  fi  fur  l'une  AZ  comme  diamètre  &  du  point  A  comme  fom- 
taet  de  ce  diameifc  ^  oo  COBftruit  (  J  fi?  )  une  parabole  dont  Is 
Ggiij 
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paramètre  du  dîametie  AZ  foit  a  ,  &  dont  l'angle  des  mon 
données  ftit  XAif  ,cetit  parabole  fécale  lieu  de  l'cquation 
ûu^t'  ,  en  Corie  que  les  lignes  Â  F  étant  u,  ies  lignes  PJtf 
lêtonti.  Pareillement  lîluryi^comme  diamètre  8c  £i  point  A 
comme  rommei,  on  conKtuît  une  parabole  dont  le  patameire 
du  diamètre  ji X  (bit  t  ,&  dont  i'dtigle  des  coordonnées  foit 
XAZ  y  cette  parabole  lira  le  Heu  de  l'équation  h  :=^  k'  ,  en 
fcrte  que  les  lignes  A  p'  étant  r  ,  ies  lignes  P'  M'  (êrontM. 
Mais  pour  que  la  queflîon  foit  lélôlue  il  faut  qti*  les  dfox 
é.iuations  iiu^t'&it=u'  ,  ayent  lîeu  en  même  temps , 
c'eft-à-dire  ,  que  U  valeur  de  u  dans  l'une  (oit  la  même  qaeli 
Taleur  de  u  dans  l'autre ,  &  qu'il  en  (oit  de  même  de  (  ;  m 
x'efl  ce  qui  arrive  évidennraent  au  point  Afoù  le  rencontrent 
les  deux  paraboles  :  car  les  u  étant  Comptés  fur  ^^  ,&lesf  fui 
AJC  ou  parallèlement  à  ^A^,  il  efl  vifî'ule  que  fi  l'on  tire  M? 
&  Jf/P  parallèles  à  AX8c  AZ^  la  valeur  J/P  de  u  dans  ia  pa- 
rabole A  M  M'  etl  la  même  que  la  valeur  ^  P  de  u  dans  U 
parabole  A  M  M  ;  pareillement  la  valeuf -4P  de/ d:ins  la  pa- 
rabole ^MM'  eftiaméme  que  la  valeur  PMie  i  dans  la  para- 
bole A  M  Ai  ;  &  il  eft  villble  quil  r'y  a  qu'au  point  A?  où  lï 
valeur  de  u  étant  la  même  dans  chacune  ,  la  valeur  Je  i  (ôi(, 
aulli  la  riicine  dans  chacune  ,  fi  ce  n'eft  cependant  au  point  A, 
où  les  deux  courbes  le  rencontrent  aulH  ;  mais  comme  u  &  t 
y  font  zéro  ,  il  eO  évident  que  ce  point  ne  faiisfait  pas  i  la, 
flueflion.  Les  valeurs  de  u  &  /(ont  doncj^P  Se  P  M,  lepoÎK 
M  étant  le  point  de  renconire. 

400.  Au  refte  ,  quoiqu'on  puiife  toujours  parvenir  à  la  lÔlu- 
lîon  en  conllcuîlànt  féparérnent  les  équations  que  l'on  trouve  t 
quelquefois  en  préparant  ces  cqustions  ,  on  peut  trouver  dei 
conCltuéiions  plus  fimples  ;  par  exemple  ,  lî  l'on  ajoute  les  deux 
équations  aii^t^  &  At  =u'  ,on  aura  t/  u  +  *t  ^w'  ~t"''.* 
équation  au  cercle  en  (Iippofant  que  les  u  Se  les  i  leront  pris 
(ur  des  lignes  perpendiculaires  entr'elles.  Or  quoique  la  para- 
bole dît  facile  à  condruîre  ,  le  cercle  l'eft  encore  davantage  t 
ainfi  dans  te  cas  pré(èni ,  )e  ptéf^rois  de  conflruire  d'abofd 
l'équaiion  a»  ^=(^  feulement,  comme  cl-deflus;  après  quoi  io 
conflruirois  l'équation  au  cercle  a  i<  -|-  ê  r  ^  «'  --1-  ''  ;  en  U 
changeant  en  celte  îuire yy^l  aa-A^  ^  èff — xx,  par  l'évanouie 
fement  de  féconds  termes  par  rapport  à  (  &  â  u  ,  en  fallani 
t —  I  *=>■  ,Siu  —  {a^x.  Alors  prenant  AB=-  f  ^ ,  &  lirani 
AQ  parallèle  à  fiP  ,  j'auroJs  les  lignes  ÇAf  pour  les  valeur! 
dt^.Pren'atitenruite/ÏO^^Î  a,  &  tiiEnantOCpatalhleà  ,KK^ 
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i'auroîs  les  lignes  CQ  pour  valeurs  de  «;  c'eft  pourquoi  du 
point  C comme  centre ,  &  du  nyonV  ^aa-t-^àé  ;  c'eft-à- 
oire  du  rayon  ^C ,  je  décrirais  un  cercle  qui  coupant  la  pa- 
rabole A  M  au  point  M,  me  danneroii  M^StAP  pour  les 
valeurs  de  i  &  de  u. 

401.  On  peut  varier  beaucoup  ces  conflruflions  :  on  peut, 
pat  exemple  ,  ajouter  l'une  des  deux  équations  ,  avec  l'autre 

multipliée  par  une  quantité  arbitraire  —  polîtîve  ou  négative  , 

ce  qui  donne  ûi/H bt=t'--{ «*  ,    équation  qui   peut 

appartenir  à  l'elliptè  ou  à  l'hyperbole  ftlon  la  quantité  qu'on 

prendra  pour  — ,  en  lôrte  qu'on  peut  conflruire  avec  l'une  ou 

l'autre  de  ces  deux  courbes ,  comme  on  vient  de  conftruîre 
avec  le  cercle.  On  peut  même  conflruire  avec  l'une  &  avec 
l'autre  ,  ou  avec  l'une  feulement  combinée  avec  un  cercle  ,  & 

cela  en  donnant  à  —  ,  des  valeurs  convenables  ,  &  qui  font  fa» 


CÎles  à  déterminer  d'après  ce  qui  : 
Propotôns-nous  pour  (cci 


é(édlt(  îPi). 
ide  quedion  de  lîiv'ijtr  un 
.  i'f^'^  eg-iUs. 
loit  EO  (  Fîg.  É4  ^  l'arc  qu'il  s'agît  de  divilêr  ;  ^4  Ion  cen- 
;  imaginons  que  EM  eil  le  tiers  de  EO  ,  &   ayant  tiré  les 
rayons  £  ^  ,  JI/j4  ,  abailRins  les  perpendiculaires  A/P ,  0/{, 
'>s  lignes  OR  ,  8r  ^  R  qui  font  k  lînus  &  le  colînus  de  l'arc 
lontié  OE  ,  font  cenfees  connues  ;  nous  les  nommerons  d  &  cî 
ftcous  nommerons /-le  ravon  ^E.  Enfin  naus  nommerons  u 
t ,  les  inconnues  Â  P  &7'  M. 

Cela  pofé  ,  le  triangle  reiftan;ïle  ^/'A/  donne  «»-*-('  =  rr, 
El  les  triangles  femblables  Â  ?M ,  y4KS  donnent  A?  :  M^  :  : 


^RiRSi  c'eft-à-dire, 


tRS== 


,  Or  fi  l'on  pro- 


longe la  perpendiculaire  A/P  jufqu'j  ce  qu'elle 
circonférence  en  f  l'arc  M  ^  fera  égal  i  l'arc  AfO  ,  comme 
étant  chacun  double  de  AIE  ;  donc  l'angle  OMS  =  AMP  == 
S  I  à  caule  des  parallèles  )  =  OSM.  Donc  le  triangle  SOM 
«ftirofcelG,S:parconfèquemOJ=OJW=A!^=ii;doncpui£:. 

tfie  OR=OS-t-SR,  om]iia.d=iC-i oui«K+«=<itf, 


équations  a 
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lire  font  donc  u*  4-  (*=:r*  ,  oH 
(■=/■'  -  11=,  &  ((H-^vi=:ï'i''Lapremiere  «Il  toute  con(i 
truite  ,  puil'que  c'ell  l'équaiion  mépiç  du  cerde  E  M  O, 

Quan:  Â  la  féconde  ,  elle  appartient  à  l'hj'perbole  (  JsO  1 
&  comme  les  Jeux  quarrés  manquenc ,  il  faut  coufQrrpcment  à 
ce  nui  a  éiL-  dit  nu  mcme  endroit  cité  ,  palier  tout  les  ternies 
aAêCtét  de  u  ,  dans  un  mcma  membre  ,  ce  quî  donne  t  h—  | 

ilîiuart  pour  r,  la  valeur,  cna  ">  =  —  icy-\-',cd,  ou  m  y 
-t-\  Cy  =q  t'ii  Je  faic  enfuite  u~^\  c  =  *,&  j'aiary=^e«, 
L'quaiîon  ï  1  hyperbole  entre  les  afymptotes  ,  que  l'on  àÈt/iXaâr 
liera  de  la  manière  llilvanfe. 

L'équation  \  d —  /  ^y  lait  voir  que  fi  pa?  le  point  A  ,  orl» 
gine  des  u  &  des  i  on  mené  AB  parallèle  iPM,ec  égale  à  ^  A 
&  que  l'on  tirç  Q  £  C  parallèle  i  ^  ^' ,  les  lignes  Q  M  comp- 
tées dans  un  fens  oppofé  aux  /'JW,  feront^  ;  en  efTet  pAÎ=/'Q 
—  /'M  =  A£  —  l'M^^  i  i—  t  =y  i  donc  (TQ  efl  la  diret^ 
lion  duue  des  îlymptote*. 

La  féconde  équation  u  -+-  j  c  =  x ,  fait  voir  que  fi  l'on  pro- 
longe HP  vers  G  delaquaimté^G  =  YC  =  j^it,  les  lignes CP 
c^  leurs  égales  C  Q  (  en  tirant  GC  parallèle  à  fM  )  (ëront  x  \ 
^onc  C  elï  le  cenire  ,  &  les  lignes  CQ  Bc  CG  fort  les  iCyip^ 
iQtes.  On  décrira  dope  par  la  méthode  donnée  (  j  54  )  une  hy<t 
perboje  entre  ces  aryoïptoies .  la  judle  pafle  par  le  point  A  , 
ainfi  que  l'ûidique  l'équation  xy  :^{i:d  s^'tU):  ;i/s=yfGx 
jiJi  =^CS  X  W4  »  çetiç  hyperbolç  coupera  le  cercle  au  point 
dicr^hé  Af, 

Si  l'arc  EO  étoît  de  plus  de  90°  ,  En  cofinui  J3R  wmbaji 
alors  du  côté  oppoJé  ,  feroit  négatif;  il  faudrait  dans  les  équa-i 
licfiis  ci-defTus  ,  fuppofet  c  négatif.  Et  (i  l'arc  E  0  éioït  de  pluï 
de  iBci',  &  do  moins  que  170"  ,  comme  l'atc  EO  £'0'  ,Coa 
Itnus  G:  lôn  cofînus  iëroient  négatifs  ;  il  faudroît  donc  chan- 
ger les  fignes  do  f  &  d,  dans  les  mêmes  équations  ci-deffus» 

Si  l'on  prolonge  CCde  la  quantité  CG'^CG  ;  &  C£  de  U 
quaniité  Cli'=CIi,  &  qu'avant  mené  i(M'  &  GM'paralleles  J 
iTCi:  ^5', on  décrive  entre  les  lignes CG'&Cff' (prolongées 
indéfiniment)  comme  afjrmptoies ,  une  hyperbole  qui  pafie  par 
le  point  ^',  cette  byperbcle  rencontrera  le  cercle  en  deux 

5 oints  A\  M',  comme  la  première  le  rencontre  aux  deux  point» 
■i  91  A>".  Or.de  ces  quatre  points ,  trois  méritent  d'être  remarr 
DUCS  :  [avoir,  les peinti  JW,  Jlf'  &M".  Le  premier  donne  l'arÇ 
^JWpo^i^le  d^s  de  l'arç  donné  £  O.  Le  record,  Jl^',d()iiB« 
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l'arc  i'W  pour  !e  tiers  de  E'O  ,  fupplément  de  EO.  Enfin  Iq 
troilîeoie  ,  M" ,  donne  £'  Aï"  pour  le  liers  àeEOEO\  c'eft- 
^-dire  ,  de  l'arc  0£  augmenté  de  la  de  mi- circonférence. 

En  effet ,  l'arc  E'O  a  pour  IJnus  &  co/inus  ,  les  lignes  RO  & 
AR  ,  ainfî  que  l'arc  E  O ,  avec  ceiie  Teule  différence  que  A  K 
ccriîdéré  comme  colïnus  de  l'arc  E'  O  plus  grand  que  90° ,  eft 
ncgarif  ;  dpnc  pour  avoir  la  loluiîon  dans  ce  /ëcond  cas ,  il  n'y 
re  cliofê  à  faire  qu'à  fuppofèr  ,  dans  la  lôlutior)  ci-delliis  , 
i;  eft  négatif;  Pc  ce  cliangenieni  n'afFede  que  U  féconde 
_  lion,  &  change  la  réduite  'xy  =:  \  c4',eaxy^ —  \  cd ^ 
équation  qui  appartient  à  l'hyperbole  ji'JH' ,  S:  qui  fait  donc 
Voir  tjup  la  (ôlution  de  ce  czs  fera  fournie  par  l'irrerfiflion  M' 
de  ceitç  branche  d'hyperbole  avec  le  cercle.  (  Nous  verrons 
^^nsun  moment ,  pou^q^loice  n'eft  pas  le  point  A'  ).  V  M'  ell 
donc  le  firus  de  l'arc  cherché ,  dans  ce  fécond  cas.  Cet  arc  efi 
donc  £'  M'  ;  c'eft-  à- dire ,  que  E'  W  eft  Je  tiers  de  E'  O. 

A  l'égard  de  la  troifieme  fclution ,  (i  l'on  augmente  l'arc 
EO  de  1 80° ,  ce  qui  fe  fera  en  prenant  E'  Û'=^E  O,  alors  l'arc 
E  OE'O'  a  pour  finus  &  coIînus  les  lignes  R'O'  ^Âti',  qui  font 
nccefiiiirenient  égales  auH  lignes  RO  &  AR ,  avec  cette  dif- 
férence feulement  que  lonibant  toutes  deux  de  côtés  oppolës 
rnieres ,  elles  font  négatives  ;  donc  pour  avoir  la  folu- 
tion  qui  convient  à  cq  pas  ,  if  n'y  a  autre  chofe  i  faire  quç 
de  fuppolër  (.  &  (^-oégEtifs.  Or  ce  changemeni  n'en  produit 
îucun  dans  j'équation  .où  entrent  i:  &i  ii  ,  c'eil-à-dlre ,  dan^ 
'-quation  a: 


«er  ,  par  !èn  interfèdîon  M"- 
donc  P".1'("e)l  le  fînus  de 


'^cd;  donc  la  première  hyperbole  doit  dor 
la  foluiion  de  ce  troifieme  cas , 
l'arc  cherche  dans  ce  foilîeme 
ft  donc  £'  M"  ,  c'eft-à-dire  ,  que  E'  M"  eft  le  ' 
tiers  de  EO  E'O' 

Airfila  mémeconftruftîon  qui  fërià  trouver  le  tiers  d'un 
c  donné  A  ,  fert  aufli  à  trouver  le  tiers  de  1  So°  —  A,  &  le 
;rs  de  180^  -j-  A. 

On  peut  appliquer  ic!  ce  que  nous  avons  dit  (  400  )  fur  les 
tffKrentes  (êâions  coniques  qu'on  peut  employer  pour  conf^ 
trvîre ,  en  combinant  à  volomc  les  deux  équations  en  m  &  t. 

A  l'égard  de  la  quat'ieme  interftdion  ,  nous  avons  dît 
qu'elle  fefaifoit  au  point  /^' ,  ce  qui  eft  évident,  pullque  l'hy- 
perbole eft  aff^uietiîe  à  patTer  par  le  poïrt  A'  qui  eft  déterniini 
en  faifant  U'A'  z=A£  ,Sc  B'C=  C H  ,  ce  qui  fait  voir  quç 
ÀR'=:AR  SiR'A'::=ROiàqtic  le  çûir-t -^' appartient  à  la  cir- 
^onférpnCe.  M^îs  il  ne  donne  fomi  une  nouvelle  fôlutioiij 
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Suil^u'it  «ft  connu  ,  &  détermina  par  des  opérations  ûidêpen^ 
inies  des  équations  qui  ont  donné  lafalution. 
4o;.Sideréqua[ioni  tu-hc  i^dii,  trouvée ci-defTus, on 
tire  la  valeur  de  f ,  pour  li  fubdUuer  dans  l'éijuadon  u^  -i-  ^ 
=  r'  ,  qu'on  a  eue  en  même  temps ,  on  aura  ,  après  avoir  mis 
pour  c'-  -i-ii'  ,Ci  valeur  r^  ,  tranfpoft  Bc  réduii ,  4  u^  -(-  4  c  ie> 

—  }/■'«»— 4 c /■*«-/■' t'  =  o,  ou  4^'  tu-hc)-ir'u(u-i-c) 

—  fr'xt«-hc  ï  =  o.  qui  éfant  divilî  par  ti-t-c  ,  donne 
4  «'  —  î  r^u  —  (■/■'  =  o  ,  équation  qui  doit  renfermer  les  trois 
cas  que  nous  venons  d'examiner:  elle  doit  donc  avoir  trois 
Jacines  ;  or  h  conflruâion  fait  voir  que  u  a  en  effet  iroîs 
valeurs;  ûvoîr,  .//■*,  ^ /"  Si  ji  P"  ;  &  ces  deux  dernières 
tombant  de  cotes  oppoISs  i  la  première  ;  on  voit  que  cette 
cjuaiion  a  trois  racines  ou  valeurs  de  u  ,  dont  deux  font  né- 
gatives ;  ravoir  u  =:  —  ^  ^' ,  u  =  —  /J  ^■"' ,  &  la  troifierae 
pûfitive  ,  favoir  u=  AP. 

404.  L'équaiion  4U*  -  j  >*  u-cr'  —  o, ou «'-!»■*« -jCf* 
^  o ,  eft  dans  le  cas  irrédu^ible  ;  &  fts  racines  étant  l«  co- 
finus  de  ^£0  ,  I  (  180'  —  EO),\{  iSo"  -1-  £  O)  ,  on  peut 
donc,  par  le  moyen  des  tables  des  finus ,  irouver  les- trois 
racines  d'une  équation  du  troilîcme  degré,  dans  le  cas  irré- 
duAible  ,  pjr  une  approximation  Tuffilânie  &  prompte  ;  en  voicî 
la  métliode.  Repréfèntons  toute  équation  du  troilieme  degré 
dans  le  cas  irréduSible,  par  l'équation  u'  — puA-ij  -=  o;en 
comparant  à  l'éjuaiion  m  -  |r'«-îir*=;  o  ,  nous  aurons, 

—  j  r'  =  — f ,  8t  —  —  =  ^  ;  de  la  première  de  ces  deux 

dernières  équations,  on  tire  r=:Vjpi  Se  de  la  féconde, 

1;=  — ~.  Reprélêntons  par  R  le  rayon  dos  tables;  alors  nous 

P 
aurons  le  cofinus  de  l'are  £  O ,  tel  qu'il  efi  dans  les  tables  ,  fî 
nous  calculons  le  quatrième  terme  de  cette  proportion  r'.c 

oa  V  jp  :  —  :  :  R  :  à   un  quatrième   terme  ;  ce  quatrième 

terme      lavoir  '      _  ,  étant  clierché  dans  les  tables  ,  donnera 

le  finus  du  complément  de  l'arc  £0  :  c'e/î  pourquoi  ajoutant  90* 
au  nombre  de  degrés  que  l'on  trouvera  ,  ou  au  contraire  re- 
tranchant ce  nombre  ,  de  90"  ,  (èlon  que  ç  fera  poiîtif  ou  né- 
gatif dans  l'équation  ,  on  aura  l'arc  i'  O ,  que  je  reprftwtsi 


i 
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par  ^  ;  on  cherchera  donc  dans  Içs  mcmes  tabler ,  les  cofinus 

des  trois  arcs  —     ,  & ;  &  pour  les  ré- 

3  3  3 

duîre  au^  rayon  r,  on  multipliera  chacun  par  ~,  c'eft-à-dîre, 

par — L£  ,  puilque  pour  y  réduire  par  exempleVo/*—  pris 

dans  les  tables ,  il  faut  faire  cette  proportion  R  :  cof--  :  ;  r  :  eft 

3 

au  cofinus  du  même  arc  dans  le  cercle  qui  a  pour  rayon  r  ^ 

c'eft' à-dire  ,  eft  à  j^P  ou  «  ;  les  trois  valeurs  de  u  feront 
^^p      Jl      _y^p      .i3o°~yl    ,  y^p 

^3  ^  3  A 

cof ;  telle  eu  l'expreflion  des  valeurs  ab&lues  de 

.3 
u  ;  mais  ce  qui  a  été  dit  (  403  )  fait  voir  que  eu  égard  à' 

leurs  fignes ,  les  valeurs  de  u  (ont  u  s=  ^ — U.  cof-^  ;  i^  =  — < 

.-^  ^0/ ;  8:  tt=: z^cof jvaleursoù 

.  ^  3  •  .  ^  3 

il  faudra  obferver  de  changer  le  Ggne  de  celles  dans  lefquelles 

«      .4  180^  —  ^         180° -f-^      ^        '    ' 

1  arc  —  ,  ou  ,  ou .   paiiera  po*.  On  peut 

3  ,3  3  .  '^        ' 

faciliter  ces  opérations  par  le  moyen  des  logarithmes* 

.405.  Propo(bn9->nous  maintenant  cette  queftion  plus  gêné-  * 
raie  que  celle  que  nous  avens  réfôlueC  274  ).  D'unpùim  D  (Fig. 
65  )  donné  de pofition  à  V égard  de4  deux  lignes  AR ,  AP  qui 
font  entr'eUes  un  angle  connu ,  mener  la  ligne  DP  de  manière 
que  fa-partie  interceptée  R?foit  égale  d  une  ligne  donnée. 

Du  point  D  menons  la  ligne  D  S  perpendiculaire  z  A  P. 
prolongée  ,  &  la  ligne  j9  O  parallèle  ï  A.K\  menons  aufTi  du 
point  R  la  ligne  RN  perpendiculaire  ï  AP.  Les  lignes  D  O  ^ 
I>S ,  OS  &  AO  (ont  cenfées  connues  ,  tant  à  caufe  que  la  po« 
frtion  du  point  D  eft  (iippofée  connue ,  que  parce  que  l'angle 
RA  P  oiu  (on  (îipplément  À^A^égal  àDO^eft  (uppofé  connu  ; 
c*eû  pourquoi  nous  nommerons  D  O  ^  r\DS^p\OS^q\ 
A  O  j  d;  8c  la  ligne  à  laquelle  RP  doit  être  égale  ,  c*  Enna 
nous  nommerons  u  Se  t^les  inconnues  AP  8c  AR. 

Cela  pofé ,  les  triangles  (èmblabks. Z>i'0  ,  RNA  donneront 
J>0%DS',xAR\RN^  8cD0/,0S;;AR'.  AN\  c'eft-à- 
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r:q::t:AN=^ 
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confiquem ,  A'i*  =  —  -H  a  ;  or  le  triangle  reâangle  RNP  , 
donne ■AÂ'V'JV/'*=^'ic'eIl-i-dire,  îlH+l^^-t. 
uii-t-—  =:^c,  ou  (  i  caulë  que/î'  +  j*  =  ^',dans  b 
triangle  reflangle  />  J  0  )  ( '  -t-  tl^  -i-u^=ce. 

Mail  comme  nous  avons  deux  inconnues ,  it  nous  6u(  deux 


PM 


jquacionï:  or  les  triangles  fêmbiables  £>0P  ,  RAJ^  donnent 
i30:RA::OP:Ai'ic'ea-i-àiTe,r'.i:id-hu:u,BiV« 

confïqucnt  ,rii:^f  ii-1- u(.  Ce  font-!à  les  deux  équations 
qu'il  fcui  conftruire  pour  réfjudre  h  queftion.  La  première 
(  jSi  )  appartient  àrellipfe,  &  h  lêconde  à  l'hypetbole. 

Pour  conftruire  la  premier*  ,  je  fiis  (  4-— =yienopécant 

comme  dans  les  exemples  fémblables  cï-defTus ,  j'aurai ,  y  y  — 

ll!ÎJf  +  wu=*'<^»0H  [  à  caufe  que  —  ^^""-t-"«= 

«.=—«(38?);  Sl'fAyy-i-^ :=  cf,  ou  (  parce  quo 

je  puis  /ûppofêr  arbîtraîremeni  une  valeur  à  l'une  des  deux  in- 
Jcîermînées  l  St  n)  fiifâin  l  ^  r  ;  y  y  =:  e  c  —  ~ =3 

<-i-[ —  »Aî).  Comparant  à  l'équation  _y  y  =  —  C  Ji-i— • 

XX),  on  trouvera  que  les  deux  diamètres  conjugues  a  &  k 
fi)ntfl  =  _^.  Si  ^=  ic.  Dcteraiinons  leur  polîtion   &  la 


valeur  de  «  ;  maïî  pour  mieux  fcniir  l'iifage  de  celte  confiru- 
^lion  ,  concevons  auparavant  ,  gue  donnant  fiicceffiyement 
à  «  t)u  y?  /'  plufieurs  valeurs  ,  on  mené  parallèlement  a  AH  , 
les  lignes  PA7 égales  aux  valeurs  correlpondanies  de  (,  ce 
^ui  produira  la  courbe  donc  l'équation  nous  occupe  afluelle- 
pietir.  Cela  pofï  ,  ayant  pris  arbitrairement  j4  K  Rit  AP ,  Si 
ntcnc  Kl  patdWeà  /*iWj  8e  qui  foit  ^A'  :  :  f  ;/■  ,'«» 


^ 
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auraQilî=/'AÎ-t-/'Q=t4-^',àcaure  des  triangles  fim- 

blables  AKL  Se  APQ  ;  donc  QM  =  y;  ÂQ  eft  donc  h  dl- 
reétion  d'un  des  diainetrei ,  &  les  a  doivent  êtres  comptés  (îir 

ce  diamètre  \  or  l'équation  u  =—  x  =  —  x  ,  fait 

les  X  commencent  en  même  temps  que  les  u,  donc  les  x  (ont 

-rfQ.Cela  étant,  l'équation  K  =  —  ,  devient  dcmc  AP-= -& 

qui  donne  n  =  '- -f-  eu  A  P:AQ  ■.:  rt  n;  c'eR-à-dire  , 

AK  :  AL  ::  r:n  ;  or  comme  AK  eil  arbitraire  ,  on  peut  le 
(iippofèr  ^  r  ,  &  l'on  aur^  ,  par  conléquent ,  n  =  A  t. 

Il  ne  s'agit  donc  plus  que  de  conflruire  (  î  1 6  )  une  ellipfë 
dont  les  diamètres  conjugués  faiTent  entr'euK  un  angle  égal  à 

-rfÇJW,&  dont  celui  qui  a  AQ^  pour  direâion  ,Ioit= , 

&  l'amre  qui  a  AR  pour  direâion  ,  fôît  =3 1  c.  Cette  ellîpfê 
fera  le  lieu  de  la  première  équation.  Mais  on  peut  remarquer 
en  patTanc ,  que  cette  elliplè  eft  précifément  celle  que  décri- 
foii  le  milieu  d'une  ligne  égale  à  1  fl  P  ,  glilTant  le  long  des 
côtés  Al'  ,  AR  ;  c'eft  ce  donc  il  efl  aifé  de  (ï  convaincre,  en 
comparant  avec  la  lôlution  donnée  (   ^97  ^  &  y  (îippoiànt 

■  ^!=A^c,  Quand  l'angle  RAF  efl  droit ,  rellipft  devient  un 
cercle  don  le  rayon  eil  c. 

il  ne  refte  plus  qu'à  conflruire  la  ftconde  éi^uation  r  u  =  rfr 
-(-  u  /  ou  f  11  —  u  (  =  (//.  Ot  (ëlon  les  principes  précédents  , 
je  faisr —  z  =:y\8i  enCmte  u-i-  d-^  x' ,  ce  qui  change  cette 
'  équation  en. -c'y' =^r(£;  équation  à  l'hyperbole  entre  (es  afyrap- 
totes.  On  prendra  donc  ,  en  vertu  de  l'équation  r- — t^y'i 
fur  ^/i,  la  quantité  AT^r^^OD  .  c'ell- à-dite,  que  par  le 
point  />  on  tirera  2>T/^ parallèle  à  AI'  ;  alors  les  lignes  f^M 
feront  j'en  les  comptant  de  f  vers  Aï,  c'efl-à-dire  ,  dans  un 
fens  oppof? à  /'M;  car  /-'M  ==  P r^  t'M  =^r—i,  donc  f^M 
e=_y',  Enlîiiie  ,  en  venu  de  l'équation  U-\-  d  ^=  x' ,  on  pren- 

■  dra  OA  =d ,  c'eft-i-dire  ,  qu'on  mènera  par  le  point  Z>  lali- 
gne  Z>0  parallèle  »  AT;  alors  les  lignes  Z"/^  feront  ,■<:',  puit 

■  t^,icDr=Oi'  =  OA'\-AP  =  d~^-  «.Onconflruiradonc 

■  (  îî4)  S"'fs  '"  ligneï-DO  SuDf^  1  comme  atymptotes,  une 
-"hyperbole  qui  palFe  par  le  point -4  ,  puîfqu'on  ^x'y'  z^  ri-=- 
-^AOy.AT\  cette  hyperbole  rencontrera  rellipie  aux  d«ux 
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poinu  3/8t  M',  pat  lefiueU  menani  A.'iî  &  M'R'  parallèles  t 
j41'  ,  on  aura  deUx  painu  H  Si  R'  par  Icf^ueU  &  par  le  pointD 
iir.int  Ort/'  8:  P/^'S' ,  les  patiies  /'  A  &  /-"  R'  intercepté» 
dans  les  angles  égaux  RjJ  P  ,  R'  ji  /"  lêroni  égales  à  la  ligne <^ 

Si  en  prolongeant  les  arympwte^ ,  on  dfirit  l'hyperbole 
oppolè(  Fig.6e  )  Al"  ^'JM'",  dans  le  cas  où  elle  reraconiren 
rellip(è,c!ie  dftermlnera  deux  nouveaux  points  JM",  AÎ"'pM 
leTquels  menant  des  parallèles  â  ^ /'  ,  on  aura  fur  ji  T  deul 
ftouveaux  points  R"  ,  R'" ,  parlelquels  &  par  le  point  étirant 
deux  lignes,  les  parties  coniprilès  dans  l'angle  TAi  icront 
aulTi  égales  à  la  ligne  donnée  f.  Telle  ell  en  général  là  ma- 
nière dont  on  doit  s  y  prendre  pour  refoudre  les  queflîons  dé» 
lerminées  ,  qui  n'excéderont  pas  le  quatrième  degré. 

4otf.  Si  l'on  avoit  rélôlu  h  quelHon  fans  emploj'er  deux 
inconnues  ,  on  pourroii  néanmoins  faire  ufage  de  la  même 
méthode,  en  intraduifant  une  nouvelle  inconnue.  Par  exemple^ 
fi  l'on  propofoit  de  rrouv^f  un  <;u3i!fuiy^ii  à  un  cube  connu  a>, 
dans  un  rapport  donné,  marqué  par  te  rapport  lU  m  li  n>  £(t 
nommant  u  le  câié  de  ce  cube,  on  aurQit  u<  :  a*  :tr 
&  par  conféqueni  nu'=^m  ai. 

Pour  conftruire  cette  équition  ,  je  flippoferrfs  u'  ^^at\ 

alors  l'équation  (è  cbangeroîi  en  Tin  (  «  ^m  a' ,  ou  t  «  = 

Je  conQruîcoîs  donc  la  parabole  qui  a  pour  équation  rf*  —  nt  ^ 

&  l'hyperbole  qui  a  pour  équation  (  u  := ^  L'iniertëâiail 

de  ces  deux  courbes  ,  nie  donneroit  les  valeurs  de  u  &  t, 

S!  l'on  multiplie  par  u  ,  l'équaùon  (  u  ^ ,  &  qu'on 

j  fubfliiue  de  nouveau  pour  u'  lâ  valeur  a  r  ,Qn  aura  a  t- 
,  ou  /  '  ^= u  ,  autre  équation  à  la  parabole  ,  qns 

l'on  peut  conftfuîre  conjointement  avec  l'équation  «»  =d/| 
On  peut  remarquer,  en  paiTant ,  que  ces  équations  (ont  !«( 
mêmes  qu'on  auroit  en  cberchanc  deux,  moyennes  propor» 
lionnelles  entre  a  &  —  ;  ainfi  on  peut  conftruire  précifèmen 

de  la  même  manière  qu'on  l'a  fait  (  ^p?  ),        j  ^^m  a»  ^ 
407.  L'équation  nui  =  m  a'  .  donne  u  =:  y'         ^    y 
voit  donc  que  la  confliudion  det  radicaux  cubes  fè  fUi  pâi 
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le    moyen  des    (èdions  coniques.   Il  en  eft    de    m 
radicaux  quatrièmes ,  lorfqu'ih  renfermcni  des  radicaux  eu- 

bes  »  comme  ^y^  ^j  |^^  '  c; 

des  radicaux  quarrés  comme  K  jj  '  i'  a  i  ,  ou  des  quantités 
taiionnelles  ,  leur  conûrudion  ft  rameneroit  toujours  au 
cercle  ;  en  effet  en  prenant  une  moyenne  proportionnelle  m 


;  A  &  j,  on  auroît  Va</n;  prenant  une  moyenne  pro- 
portionnelle n  entre  a  8t  m  ,  on  auroit  i/a^n»  ou  Van.  oui 
exprime  une  moyenne  proportionnelle  ei 

4o3.  Quand  l'équation  déterminée  auroit   un  plus  gra 
nombre  de  termes ,  on  la  confltuiroit  toujours  d'ur 
analogue  ;  par  exemple  ,  lî  l'on  avoîi  «'  -f-  ii  hJ  -f 
a»rn-t-ja'=3«o,ti,5,  r,  tétant  des  quantités  ce 
ltippalântu';=:af ,  on  auroit  Li''i*+ii'ui  -i-aq  u'- 

fquation  qui  appartient  à  une  lêâion  conique  -,  conllruïlânt 
donc  cette  équation  ,  &  l'équaiion  u  '  ^  «  ( ,  felon  les  princi- 
fws  donnés  ci-devant ,  les  interlèifUons  des  deux  courbes  don- 

:ront  les  diflérentes  valeurs  de  u. 

40;).  IVlais  en  introdui(âni  ainlî ,  arbitrairement ,  une  nou- 
velle équation  ,  il  peut  arriver  ,  que  les  deux  courbes  ne  tê 
Tcncontrent  point ,  quoique  la  queftion  qui  aura  donné  l'é- 
quation ,  ait  une  ou  plufieors  folutions  -,  c'eiï  pourquoi  ,  pour 
éviter  tout  embarras ,  nous  allons  expoCèt  un  procédé  qui  a  lieu 
également  pour  tous  los  degrés. 

Suppolôns  ,  par  exemple  ,  que  l'équaiion  loli  ni  —  n  «-  -+- 
p  a  u  —  çij*=o;on  fuppotera  Uf — itu'-f-^aii— çti^^fl"-!, 
»  marquant  une  indéterminée  ,  &  n,/»,  5  des  nombres  ou"  des 
lignes  connues ',  alors  (î  l'on  conçoit  qu'on  donne  à  u  fuc- 
cetTivement  plulîeurs  valeurs  ^Z',  ^/' ,  Se. (  f/ij. 67),  &que 
l'on  porte  *  les  valeurs  corre (pondantes  de  f  (  qui  ftront  fe- 
ciles  â  avoir  ,  puifque  t  ne  monte  qu'au  premier  degré  )  en 
PM ,  PM,  Tous  un  angle  quelconque  ,  que  pour  plus  de  fim- 
plicîté  on  peut  fitppofër  droit  ,*  il  en  n-iitra  une  courbe.  Oe 
pour  (avoir  où  cette  courbe  rencontre  l'axe  Al' ,  il  faut  Tup- 

rfèr  e  TTT  o,  ce  qui  donne  u'  —  au^  -\-p'aii  —  yi^o,  c'eft- 
dire ,  l'équation  propoice ;  Jenc les  diftances  jiO ,  AO' ,  AO" 

En  obrervani  de  porter  de  eûtes  oppofci  d«  l'aie  AP  ,  cellct  qui  Te 
UOttreront  avoir  dïiuguci  coniraiiu. 
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auxquelles  la  courbe  rcnconire  l'axe ,  iêront  les   difîcterHet 
valeurs  de  1;.    " 

Mais  ,  lî  au  lieu  de  cUcuI ,  on  veut  une  condruâioii  »  cela 

Cet»  fort  aile  ea  donnant  à  l'équation  ,  cetie  forme  ,  i^ 

—  +  —  -*-  9  ;  ot  la  coA&ruâion  de  chacun   des  termei 

—  —     C_  ,  pour  chaque  valeuï  de  u  dorinée  en  lignes ,  e!l 

facile  8c  s'exécule  par  ce  qui  A  èié  dit  (  146  ). 

H I  o.  Quand  il  encrera  plus  d'une  inconnue  dans  la  queAioi 
on  pourra  ramener  la  cenftruâion  i  celle  que  nous  venons  dfl 
donner  ,  en  réduîfant  toutes  les  inconnues  à  une  feule  ,  par  1) 
méthode  donnée  (  161  OJhiv.  ). 

411.  Si  la  queAîon  eft  indctermini-e  ,  ft  que  l'une  iài 
deux  in  dé  1er  miné  es  qui  entreront  dans  l'équaiioti  ,  ne  paflp 
pas  le  fécond  degré  ,  on  pourra  toujours  conflruire  réquationjî 
aq     ■  '       '  ■'  "' 


i  quelque  de^ré  que  monte  l'autre  indéterminée,  en  donnioî 
tl  celle  autre  tnd'i terminée  des  valeurs  arbitraires  ,  8c  calculutï 
les  valeurs  correfpondantes  de  la  première;  failânt  de  cellet- 
là  les  ablcilTet ,  âc  de  celles-ci  les  orddnnées  d'une  coutbet 
niais  fi  les  deux  indéterminées  pafTent  toutes  deux  le  fécond 
dejrré  ,  alors  il  faudra  pour  chaque  valeur  que  l'on  donnera  i 
une  des  indéterminées ,  trouver  les  valeurs  de  l'autre  ,  paf  ia 
méthode  qu'on  vient  de  donner.  Nous  n'entrerons  pas  dans 
Un  plus  grand  détail  fur  les  conltruAions  de  cette  dernière  ef- 
pece  qu  on  rencontre  d'ailleurs  alTez  rarernent» 

4ti,  Avant  de  terminer  cette  iroifieme  Partie  ,  nous  ferMi 
encore  remarquer  quelques  uliiges  de  l'application  des  fqua' 
lions  aux  courbes.  Pulique  loure  équation  à  une  feâion  ta- 
Iiîtjue  eft  toujours  du  lècond  degré  ,  &  que  l'équation  la  plni 
générale  de  ce  degré  peut  toujoun  êire  réduite  i  cette  forme 
(fr'  -l-fuf -t-eK>  -h/i-hgu-\-h^^-.  o,  Il  s'erfiiit  qu'on 
peut  toujours  faire  pafTer  une  iëftion  conique  par  clni^  poînM 
donnés,  pourvu  que  ces  points,  pri'i  tfois  â  trois,  ne  lôientpu 
en  ligne  droite,  parce  qu'une  feftion  conique  ne  peut  rea- 
eontcer  une  ligne  di'oîte  efi  plus  de  deux  points. 

En  efTei ,  concevons  que  ^  ,  B  ,  C  ,  D  ,  E  (  Fig.  68  )  foîent 
cinq  point!  donnés  &  qui  aient  cettî  condition  ;  fi  l'on  rtp» 
porte  ces  cinq  points  à  la  ligne  ji  I>  qui  joint  deux  d'er- 
tr'eux  ,  en  menant  les  lignes  M  F  ,  C  H ,  £G  ,  lôns  un  angl* 
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onAé  ,  ou  perpendiculaires  à  A  D  ^  alors  les  dîftances  AF^^ 

BF  ,  y^G  ,  CE ,  -<^/f ,  ifC ,  ^Z> ,  qui  (ont  cenfëes  connues  , 

>euvent  être  regardées  comme  les  abfcifTes  &  les  ordonnée? 

i'une  ligne  courbe.  Or  je  dis  qu'on  peut  toujours  (ùppolèr 

^ue  cette  ligne  courbe  a  pour  équation  dt*  ^^cut  -h  eu^-H 

Jtf-f-^M-#-A  =  o;en  eft  t ,  H  l'on  nomme  AF  ^m'^If  F^ 

n\AG^m} iGE^n'i  AH^m";  CH,n*\  8c  AD,m"'i 

ilefivifiol^que,  i**,  pour  le  point  jî^ on  auraw  =  o,  &r  =0^ 

ce  qui  réduit  l'équation  â  /»  =  o  i°  ^  Pour  le  point  If  «  on  aura 

U=^m& isssTi'jCe^  qui  change  l'équation  en  dm^-hcmn  -H 

€fi}^fm^gn  =  o  ,  (  à  caufe  que  A  =  o).  3  **,  Pour  le  point  E  ^ 

<on  aura  M  =-171' ,  r  = /i',  &  par  confèquent ,  d m'^  H- c  m'n'  ^^ 

«w'^H-Vm'  H-  *c'n'  =  o.  4%  Pour  le  point  C ,  on  trouvera  de 

incme<^''^H-i;m''n''-|-^n"^W-/m^'-f-^"=o.  T%  Enfin 

pour  le  point  />  ,  où  f  ="0  &  u  ~:  m'",  on  aura  c  m'"*  -h 

jin"'=i  o  ,  ou  fîmplement  em'^-^/zzz  o.  Or  ces  quatre  équa- 

Âms  renfermant  toutes  les  quantités  Cyt^f^g^  au  premier 

degré,  il  (èra  facile  ,  par  les  méthodes  de  la  première  (èc-* 

tien  ^* d'en  avoir  les  valeurs  ;  alors  en  les  fùbflituant  dans  Té- 

Qnation<fr*-HrMr  -+-  tit^ -^ft^  gu-^-  A  =  o  ,  ou  plutôt 

4m$  l'équation  <//*  -4-  cut-^^-eu^-k-ft-^-  gw^z  o  ,  (  puiP 

qoeA==-o),  on  aura  ^,  e,/\^  en  quantités  toutes  connues, 

&  réquation  (è  divifêra  par  ^/.  Il  fera  donc  alors  facile  de  conP 

traire  la  courbe  ,  &  de  déterminer  £\  elle  ed  elliplê  ^  hyperbole^ 

parabole  ou  cercle.  Si  l'on  ne  donnoit  que  quatre  points  ,  alors 

On  dei  coefficients  ferait  arbitraire  ;  ce  qu^  donne  lieu  d'im- 

po(êr  arbitrairement  une  condition ,  âc  deux  fi  l'on  ne  donne- 

foe  trois  points ,  &  ainfi  de  fuite. 

On  diftingue  les  lignes  par  le  degré  de  leur  équation.  Ainfî 
hligx^e  droite  ,  dont  l'équation  n'eft  que  du  premier  degré,  eft 
ligne  du  premier  ordre.  Les  fèâions  coniques  font  les  lign^ 
du  lêcond  ordre. 

On  voit  donc  qu'on  peut,  par  la  même  méthode,  déter- 
miner l'équation  d'une  ligne  du  troifîeme  ordre ,  qu'on  afîu- 
jettiroit  â  paifer  par  autant  de  poirts  moins  un  que  l'équation 
générale  de  cet  ordre  ,  à  deux  indéterminées  ,  peut  avoir  de 
termes  difi^rens  :  il  en  eft  de  même  dans  les  ordres  fùpérieurs, 
413.  Cette  même  méthode  peut  (ervir  à  liet  par  une  loi 
approchée  &  fimple  ,  plufîeurs  quantités  connues  ,  dont  la 
loi  (èroît  ou  trop  compofee  ,  ou  inconnue.  Suppofôns  ,  par 
exemple ,  que  Ton  connoilfe  trois  quantités  qae  je  rcpréfèntc 

5ar  les  lignes  CB  ,  ED  ,  GF  (^Fig.  69)  ^  8c  que  ces  quantités 
épendent  de  trois  autres  A  B  ^  A  Û  yAF.U  s'agit  de  trouver 
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une  quantité  HI  îtHermédiaire  aux  premières ,  .on  qui  en  lot* 
voifïne ,  Sr  qui  dérive  de  .4  /f  de  la  même  manière  (jue  CB  t 
En,  fcc,  dérivent  de  ^  ii ,  ^  Z) ,  ÎKc. 

On  peut  fatisraire  à  celte  queflion  d'une  infinité  de  ma- 
nières difiërentes  ,  en  prenant  une  équation  à  deux  indéier- 
m^ées  u  Si  r  qui  ail  au  moins  autant  de  termes  différens  qu'il 
y  a  de  quantités  telles  qaeCByED,  CF.  iVlais  entre  tous  ces 
flifl'éreos  moyens  celui  qui  donne  plus  de  facih'ié  ,  pour  let 
dift'écens  ufages  qu'on  peut  faire  de  celte  inéihode  ,  eft  de  re- 

Fjrder  h  ligne  ///  comme  l'ordonnée ,  &  la  ligne  ^H  comme 
abfcifle  d'une  courbe  qui  paJIeroit  par  les  points  donnés  C,  E, 
Gc,  Sec.  &  qui  au  toii  pour  équation  celle-ci ,  t  =  a-i-iu  +£u'-i-    I 
&c.  en  prenant  aut^ni  de  (ermes  que  l'on  a  de  quantités  ou  dt    J 

Î'oinis  C  ,  £,  G  -fSi  alors  fLippolani comme ci'deHijs ,  que  ut»-  ] 
ant  ^B  ,i  vaut  calque  H  valant  A  D,  t  vauiZ»£;quea  ] 
valant  A  F,i  vaut  C  F ,  Bc  ainlî  de  luite ,  on  aura  autant 
d'équations  poui'  déter^ner  a  ,  ^,  i:,  &c.  qu'on  a  de  points. 
Ayant  déterminé  les  valeurs  de  ii,d,  £  ,  Sic,  lî  on  les  fubAiiUe 
dans  t'équarion  (  =  .i,-(- ^ ij -+- f  u* ,  Ac.  on  aura  une  équation 
dans  laquelle  tout  fera  connu  ,  excepté  u  8c  t.  Si  donc  on  met 
pour  u  la  diliance  connue  A  H  ^uï  convient  i  la  quantité  HI 
que  l'on  clierche  ,  alors  on  aura  la  valeur  correlpotidante  de  t, 
c'efl-à.dire,H/. 

Oii  voit  par-lâ  ,  la  confirmation  de  ce  que  no«s  avons  dit 
(281).  En  effet ,  fi  l'on  vouloit  imiter  le  contour  ABCDEF 
(Fig.  70)  ;  on  aljjilléroit  d'un  certain  nombre  de  points  de  ce 
contour  ,  des  perpendiculaires  lur  une  ligne  déterminée  J^ Z\ 
puis  par  la  méthode  qu'on  vient.de  voit,  on  détermlnetoil 
l'équAiion  d'une  courbe  qui  palTcroit  par  tous  ces  points,  &dani 
laquelle  étant  au  premier  degré,  u  montât  à  un  degré  marqua  ( 
parle  nombre  de  ces  points  moins  un  ;  alors  cette  équation  lêr> 
TÎroit  à  déterminer  des  perpendiculaires  intermédiaires  qai 
Spprochçroient  d'autant  plus  des  véritables,  ^u'on  aura  pû 
daboïdun  plus  grand  nombre  de  points^,  £,  C,  Z>,  &C. 

Appendice. 

4 1  4-  Nous  nous  étions  propofôs  de  faire 
entrer  dans  ce  volume  plufieurs  autres  objetsf 
mais  pour  ne  point  pafler  de  juftes  bornes» 
nous  ibmmes  obligés  de  les  renvoyer  au  fui- 
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Vant.  Cependant ,  nous  placerons  encore  ici 
quelques  propoficipns  dont  nous  aurons  occa- 
sion de  faire  ufage  par  la  fuite ,  &  dont  quel- 
ques-unes nous  ferviront  à  démontrer  l'une  des 
règles  que  nous  avons  données  (  Géom.  3^1. 
Quejî.  VI)  pou  r  trouver  les  angles  du  n  triangle 
Jphérique  lorfqu'on  en  connoît  les  trois  côtés, 
4  î  )  •  Rappelions-nous  {c/om.  184,  iSj  &  178) 
que  II  a  &  /»  reprëfentent  deux  angles  ou 

■  _finacofh^Jinbcofa 


deux  arcs,  on  zjîn  {a  -f-  b)- 


picof{a-\-b)= 


cofacofb-fmafmh 


,  ou  (en  fup* 


pofant  pour  plus  de  fimpiîcité  que  r  =  \\ 
-  \°  jjin  {a-^b)  -^^Jin  acoj b  -^-Jin.  b  cofa. 
3"  ,  cof[  a  -H  è  )  =  cofa  coj  b  — fin  afin  b^ 
^°  ifiii[  a  —  b)=fina  coJ  b  — fin  b  cofa. 
4° ,  co/(  a  —  è  )  =  cofa  cofb  -{-fin  afin  b, 
5%  m^  3=^=-^ en fuppofant  tou- 
jours le  rayon  =  i ,  comme  nous  le  ferons 
dorénavant. 

6°  ,cota^=  ^. 

416.  Cela  pofé ,  fi  l'on  divife  la  valeur  de 

fin  (  a-^b)  par  celle  de  co/'( ii -+- è  ) ,  on  aura 
êLJ^±I)      c'eft-à-dire,  tar?g    {q  ^  b) 

finhcofa_ 


cofb- 


C^^Jacofb-fm^fmb 


cot{a-¥b  =*:-'i^-— " 
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vifant  le  fécond  membre ,  haut  &  bas ,  par 

cofa  cofb)  i  donc  tang  {a-\-^)  =  '!5,lJ^'I^i' 

Si  au  contraire  on  divife  la  valeur  de  cof 

{a-^b)  par  celle  àz  fin  (  a  H-  ^  ) ,  orr,aura 

OU  en  divifant  haut  6c  bas  par  fin  a  cof  ht 

fin  11        cofb        cat  a  —  tang  b 
fin  b  iofa        i+cotatiingb* 

Si  Ton  divife  de  même  la  valeur  de  fiti 
'{a  —  b)  par  celle  de  cof  {a  —  b)  y  Ôc  celle 
de  cof  {a  —  b)  par  celle  6çfin  (a  —  b)  ,  on 
aura ,  eh  opérant  de  même ,  tang  {a  —  b)  =» 
■-•s'—""e[    &COI  (4  +  4)  =2£±i_'S-* 

^-t-tangaiangb'  '  '  t — cota  tango 

417.  Les  valeurs  dey?n  [a-^hj  cof{a-^b), 
tang  {a-^~b)  que  nous  venons  dcxpofcr, 
l^eûvent  fervir  a  trouver  facilement  les  fi- 
nus,  cofinus  &  tangentes  des  arcs  multiples 
d'un  arc  donné ,  ôc  par  confiiquent  les  équa- 
tions qui  ferviroient  a  divîfer  un  angle  en  plu-  | 
fleurs  parties  égales  II  n'y  a  quafuppoferîuc-  1 
cefnvementi=c,=2û,=^5ii;  Ôcainfi  de  fuite.  '\ 

Par  exemple ,  en  fuppofant  b^a ,  on  aura 
fm2a=2fin  a  cofa,  &  cof  2a  =  cofa  cofa  -^  J 
fin  a  fin  a  =  cof  ^  a — fin*a=^i — afin^Hj  j 
(en  mettant  pour  cof*  û  fa  valeur  i  — fin'  û). 
En  fuppofant  ^  =  an ,  on  aurzfin  ja  =fin2 
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tofia-^fin  2a  coja ,  &  cof^a  ^  cof2a  cofa 
—fin  2a  fin  a.  Or  les  deux  équations  précé- 
dentes donnent  les  valeurs  de  fin  2a  &  de  cof 
,  aa  ;  fi  donc  on  les  fubftitue  dans  celles-ci ,  on 
'aura  les  valeurs  dtfin  3a  &  coy^a  exprimées 
paf^les  finus  &  cofinus  de  l'arc  fimple  a.  On 
trouvera  de  même  celles  de  fin  4a  &  cof  4a  ; 
fia  <ja  &  cof^a,  &  ainfi  de  fuite.  On  s'y  pren- 
dra de  même  pour  avoir  tang  2a,  tang  jti,  ôtc, 
en  employant  Iaformulequidonnerû«o-{ii-hè) 
ficfuppofant  fuccenivement^^^i2,  =  2tz=&c. 
4  i  8-  S'  l'o'^  ajoute  enfemble  la  valeur 
iicfin  (a  -4-  /)  &  celle  de^î^  (a — h) ,  on  aura 
^n  {a~hh)  -h fin  {a —  b)  =  afin  a  co/h, 
!oc  par  conféquent  fin  acofb  =\fin  {a-^b) 
'^--fiii  {a~\'b).  En  ajoutant  pareillement  la 
valeur  de  cof  (a  H-  b)  avec  celle  de  cof  {a — b), 
on  trouvera  2  cof  a  coj  b  ^^  cof{a-^b)  '^cof 
{a  —  h),  ou  cof  a  cofb  =  -^  cof{  a  -h  ^  )  -H 
^cof{a  —  b).  Au  contraire  en  retranchant  la 
valeur  de  cof{a-\-b)  decellede  t:o/(a  —  h), 
on  trouvera  2  fin  a  fin  b^^cof  {a  —  h)  — 
coJ  (  <2  -t-  i" }  j  &  par  conféquent^/ï  afin  b  =3 
\cof{a —  b)  —  |co/(û-H^). 

4  I  9.  Si  l'on  faica-hè  =  m&  a  —  b=:n, 
on  aura  ,  en  ajoutant  &  retranchant,  &  divi- 
fant  enfuite  par  2, 11  =  7  m-F-f  n,  &  ^=  -i 
m  —  7^.  d'où  Ton  conclura  facilement  des 
dernières  formules  qu'on  vient  de  trouver: 
»°ffinni-\-finn=i3fin[{m~^n)xcof{^m—{n). 


;j8(5  Cour 

a^^cofm+cofn  =2cof(\m-^n  y.{cof~m~n). 

^"ycofn — cofm=^2jin{[m-^^n)x{Jïn'^m — fn). 

Toutes  ces  propolîtions  nous  feront  très- 
utiles  ;  on  voit  avec  quelle  facilité  elles  fe^ 
trouvent  &  fe  démontrent  par  fe  calcul. 
Nous  nous  bornerons  pour  le  prêtent,  à  en 
faire  voir  l'ufage  pour  la  démonftration  de  la 
règle  donnée  (  Ce'oni.  ^6ï.  Quefi.  VI). 

4  : 0.  Soit  donc  ABC  (  Fig.  7 1  )  un  trian- 
gle fphérique  ,  AD  un  arc  de  grand  cercle, 
abailTé  de  l'angle  A  perpendiculairement  fur 
le  côté  oppofé  uC;  prenons  fur  ce  même  côté 
BE  -^  BA ,  &  ayant  imaginé  Tare  de  grand 
cercle  jiï£,  parfon  milieu  0&  par  le  point  B, 
imaginons  aulTi  l'arc  de  grand  cercle  j5C>,qui' 
divifera  l'angle  ABC  en  deux  parties  égales. 

Cela  pofé ,  dans  le  triangle  EBO,  on  aura 
{Ge'om.  Î49  } ,  en  fuppofant  le  rayon -^  i  , 
;i  -.fin  BE  ou  fin  A'?  :  :fm  Ol^EouJm  [ABC: 
fmOE;  donc  Jin  OE  ou  Jin  i;  AE  =Jin  AEx 
fin^ABC;  ou  ,  en  quarranc,y/n' Y  ^■£  = 
fiii"  Âh-)ffin^  \  ABC  i  or  nous  venons  de  voir 
(417)  que  cofia^=  1  — 2fin'a,  ou,enfaifant 
2û=  m,  cofm  =1 — nfm^^rn  i  àov\c  fin*  \  m 
t=-±  —  1  cofm ,  &  par  conféquent  on  peut , 
au  Heu  àtjirC  \  AE  ,  mettre^  —  ^cofAE; 
on  aura  donc  \  —  ~  cof  A  E  ^=  fin."-  A  B  >i 
fin*  ■[•  yi  hC  j  or  (  Géom.  5  5-7  )  on  a ,  dans  le 
triangle  ABC,  cof  B  D  .-  cof  C  D  ou 
çofsBC—BD)  :  :  cofAB  :i7o/^Oc'eft-à-dire, 


Â 
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coJBD îCûfECcoJ lD-hfinBCfmBD::cofAB:  , 
cofAC y  &  par  confôquent  co/BD  cofAC'^ 
cofAB  ccftCcofi  D  +  cof/IBfinBCfinBD. 

cof  Atjiii  liC 

Par  le  même  principe ,  on  aura  dans  le  trian- 
gle BAE,  cofBD  :  cof  DE  ou  cof{AB-  BD) 
:  :  cofAB  :  cofAE;  c'eft- à-dire,  co/BD  : 
cof  Au  cofBD  -I-  fin  ABfm  BD  :  :  cofAB  : 
cof  A  E  !  donc  cof  B  D  cof  A  E  =  cof  A  S 
cofAB  cofBD  +  cofAB  JiiiAB  fin  CD,  d'où 
ro„tire>  B5  =  f2£££i:^|=^^liii3ri£} 

égalant  ces  deux  valeurs  'à^Jin  BD  f  &  fup- 

r  ■       ,      c  r,  cofBJy 

■primant  eniuite  le   tadeur  commun     -      - 

on  aura  ,  après  les  opérations  ordinaires , 

fmABcofACcofABfin.-BcofBC+copABfz^BC  . 
"^"^  finUC  ' 

fubftîtuant  cette  valeur  dans  l'équation  |  — 
~  cof  A  E  :=Jin*  A  B  firC-  \  ABC ,  on  aura 

^_  fia 4B cofA(-^cof.Â]ifinAB  co/BC-cof-  ABJin  BQ 
*  ïJinBC 

=r^n.^  ABjin'-j  ABC  ;  chaflant  les  dénomi- 
nateurs, &  mettant  enfuite  dans  fin  BC  — 
cop  ABfin  BC  ou  fin  BC{i—cop  AB),  au 
lieu  de  I  — cop  ABy  fa  valeur^/z'  AB ,  & 
divifant  enfuite  par  fin  A  B ,  on  aura  fin  B  C 
fin  AB—cofAC-hcofAB  cofBC^  nfin  ABx 
finBCfin'  i  ABC;  or  (^.i  5)  cofAB  cofBC-h 
fin  BCfm  AB  =  cof{BC  —  AB)i  donc 


I 


■i  V'.  I 


i 


\ 


